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Construction d’un modèle

Combinaison de différents types d’informations

� Objectifs de l’analyse statistique

� Structures des données 

� Plan d’expérience

� Unités expérimentales

� Traitements, blocs

� Populations, individus

� Mode d’échantillonnage

Nature des variables
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� Nature des variables

� Réponses, covariables, échelle

� Structures longitudinales, transversales, temporelles, spatiales

� Statut et valeurs des paramètres

� Effets fixes vs effets aléatoires

� Connaissances préalables

� Position, dispersion, quantiles

� Bibliographie, historique

� Lois de probabilité



Construction d’un modèle

Modélisation

� Structure hiérarchique , dite aussi multi-niveaux «emboités »

� Mesures intra patients intra cliniques intra régions

� Cellules intra organes intra individus intra familles intra groupes 
socio-professionnels

3

socio-professionnels

� Gènes intra locus intra individus (gamètes) intra lignées, intra 
populations

� Cf Goldstein H (1999), Raudenbush SW & Brick AS (2002) 

� Paradigme bayésien

� Informations structurelles

� Informations sur les paramètres 
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Bayes/Théorème

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Th (ou formule) de Bayes (version discrète)
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after his original discoverer"
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Bayes/Théorème/Exemple

On applique un test pour détecter une maladie.

Le test est positif (+)

-98% des cas quand il est administré à une personne malade (M)

-6% des cas quand il l'est à une personne bien portante (M)

Un patient se fait tester. .Le résultat est positif
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Un patient

( )
( )

 se fait tester. .

Quelle est la pté (p) qu'il soit atteint de la maladie.

On sait par des enquetes que la maladie touche 4% de la population

( | ) ( | ) 4

1 ( | ) ( | ) 96

P Mp P M P M

p P M P MP M

+ +
= = =

− + +

Le résultat est positif

98
0.6805

6

0.6805 /(1 0.6805)p

=

= + = 0.40
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Bayes/Théorème/Forme générale
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Bayes/Modèle en grappes

1 2Structure en grappes ("clusters") , ,...., ,....,

Ex: descendants intra famille; patients intra cliniques

étudiants intra universités; chercheurs intra laboratoires

i IC C C C
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étudiants intra universités; chercheurs intra laboratoires

-Décomposition de la variabilité

-Prise en compte de la 

 entre classes et intra - classes

corrélation intra - classe
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Bayes/Modèle en grappes
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Bayes/Modèle en grappes

( ) ,
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Bayes/Shrinkage/Ex
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Bayes/Modèle en grappes
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Modèle linéaire / Lindley & Smith (1972)

� �

� �
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Approche de Lindley-Smith du modèle linéaire

(cad avec covariables discrètes et/ou continues)
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Modèle bayésien hiérarchique/schéma type
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Exemple/Données Pothoff

Growth measurements in 11 girls and 16 boys: Pothoff and Roy,1964; Little and Rubin, 1987 
 

 Age (years)  Age (years) 

Girl 8 10 12 14 Boy 8 10 12 14 

1 210 200 215 230 1 260 250 290 310 

2 210 215 240 255 2 215  230 265 

3 205  245 260 3 230 225 240 275 

4 235 245 250 265 4 255 275 265 270 

5 215 230 225 235 5 200  225 260 
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6 200  210 225 6 245 255 270 285 

7 215 225 230 250 7 220 220 245 265 

8 230 230 235 240 8 240 215 245 255 

9 200  220 215 9 230 205 310 260 

10 165  190 195 10 275 280 310 315 

11 245 250 280 280 11 230 230 235 250 

     12 215  240 280 

     13 170  260 295 

     14 225 255 255 260 

     15 230 245 260 300 

     16 220  235 250 

distance from the centre of the pituary to the pteryomaxillary fissure (unit 10-4m) 



Exemple/Données Pothoff
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Modèle/Ecriture

( ) ( )2

1 2 iid

: indice de l'individu 1,.., 25 (11F+16G-2outliers)

: indice de la mesure à l'age  (8,10,12,14a
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Mise en œuvre de l’analyse bayésienne

Echantillonnage de Gibbs cas particulier de 

Métropolis-Hastings avec acceptation certaine.

(Algo de Monte Carlo générant une chaine de Markov

dont la distribution stationnaire est la distribution cible)

=

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 0 0 0

,..., ,...,  générées ainsii IX X X=X
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Winbugs/Openbugs
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Modèle/Code OpenBugs/
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Modèle/Code OpenBugs(suite)
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Data/Code OpenBugs(suite)
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Inits/Code OpenBugs(suite)
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OpenBugs/Résultats/Historique
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Code OpenBugs/Résultats/Densité
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Code OpenBugs/Résultats/Densité (suite)
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Code OpenBugs/Résultats/Statistiques
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Exemple/Données de croissance

� Expérience de Ricard à l’INRA de sélection 
divergente sur le poids à 2 âges: 8 et 36 semaines

� 5 lignées:

� +-(HL); -+ (LH)
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� +-(HL); -+ (LH)

� ++(HH); --(LL)

� Témoin  (C)

� Données=3058 contrôles effectués sur 265 
femelles à la dernière génération 



Croissance/Courbes individuelles

Observed growth curves
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Croissance/Courbes par souche

Mean growth curves
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Croissance/Fonction de Gompertz
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Fonction de croissance
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vit. croissance relative

2 2

degré de maturité

( ) / 0 (ln ) /

( ) / 0.37

ln ln ( ) /

I

I

d f t dt t B C

f t A e A

f t A

= ⇒ =

= =

  
 
 
 
�����

( )ln B Ct


  = − −
 
 



Croissance/Sources de variation

� Entre souches (h)

� Entre individus intra souches (i)
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� Entre individus intra souches (i)

� Entre mesures intra individus (j)



Croissance/Modèle hiérarchique non linéaire
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Croissance/Modélisation des variances
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Γo [,]A

Covar. Souches

k=1,…,5

Z

Covar. age
Theta[i,1:3]

Γ[1:3,1:3]

alpha[k], 

beta[k], 

gamma[k]

Wishart

Uniforme

Coefficients asigma[k]

Rho
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Covar. age

Y[i,j]

Eta[i,j]
tauR[i,j]

Multinormale

Gamma

Normale

i: individu j: age

Coefficients 

A[i],B[i],C[i]
asigma[k]

bisgma[k]

csigma[k]

Uniforme



Croissance/Modèle hiérarchique non linéaire/var résiduelle

Effect of age on residual variances
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Comparaison de modèles/DIC
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Spiegelhalter et al (2002), JRSS
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Croissance/Modélisation des variances/comparaison
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Détection de loci sélectionnés

( )

Modèle hiérarchique à plusieurs niveaux

=locus; =(sous)population

=Nbre de gènes d'un type allélique au locus i dans la pop j

Fréquence de cet allèle au locus i dans la pop j
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Détection de loci sélectionnés
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Application au génome bovin

� 9 populations bovines ouest africaines

� 36320 SNP

� 53 régions sous sélection
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Génome bovin/régions sous sélection
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Génome bovin/Analyse de réseaux fonctionnels
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Conclusion

� L’approche bayésienne hiérarchique est bien adaptée 
au traitement de structures de données et modèles 
complexes (linéaires, non linéaires & modèles mixtes)  

� Elle augmente la robustesse de la loi a priori par 
intégration sur des paramètres inconnus

� Elle améliore aussi les performances de l’inférence 
d’un point de vue fréquentiste en réduisant l’arbitraire 
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d’un point de vue fréquentiste en réduisant l’arbitraire 
sur le choix de l’hyperparamètre

� Estimateurs shrinkés, est.  « minimax »

� Elle donne lieu à représentation graphique (DAG)

� Accessibilité et meilleure compréhension

� Indispensable pour le Gibbs sampling
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Modèle/Ecriture bayésienne hiérarchique
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2 22 4 12 4

2 *2~ ½ ,½  avec =2  par 

xi xx

σ ν νσ ν

      θ

IG

( )

( )

( )

ème 

,inf ,sup

1
*

ex

3 niveau : 1:  traité comme fixe

ou ~ ,

    ~ ,  (Wishart-inverse)

k k kU

π

β β β

ρ ρ
−

=

 
  

β β

G GIW�



Rappel Wishart

( ) ( )

( ) ( )

( )

* * *2 2

1

2 2 2 2 2

1

'

1

~ 0,1 ~ ½ ,½

~ 0, ~ ½ ,½

~ ,  and =

n

i iid i ni

n

i iid i ni

n

i iid p i ii

u x u n

u x u n

χ

σ σ χ σ

=

−

=

=

⇒ =

⇒ =

∑

∑

∑U 0 Σ X U U

∼

∼

N

N

N

G

G
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( ) [ ] ( ) ( )

( )

( ) ( )

½ - -1 1

2

|

E ;   degrés de liberté dim  

Var ;  Co

, ~ , ; , exp

v

½
n p

ij ij ii jj i

n n n p

x n

n n n tr

xσ σ σ

−

= ≥ =

 ⇔ ∝ −

= +

 X Σ Σ X

X

Σ X XΣ

Σ Σ

W

( ) ( ),j kl ik jl il jkx n aσ σ σ= +



Prior Wishart Inverse

( ) [ ] ( )
( )

( ) ( ) ( )

-1

½ 11

0 0 0

1 1

0 0 0

 non diagonale

Prior classique: Wishart inverse soit si l'on pose 

~ ,   | , exp ½

E   E  mode
1 1

pxp

p
tr

p p

ν
ν ν ν ν

ν ν

ν ν

− −−

− −

=

  ⇔ ∝ − Ω   

= = =
− − + +

G

Ω G

Ω G Ω G Ω G

G G G G G G

W
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( )

0

1 1

: par de position; : par de dispersion  p

p pν ν

ν ν

− − + +

G

[ ] ( )

( )

( )

-½ 1

1

0

" "

1-1

etit variance élevée 

Pour 0  (Prior de Jeffreys)

Attention: autre notation ~ , ( )

Rappel: Jacobien de la transformation  est 

p

p

pxp

Winbugs

ν

ν ν

+

−

− +

⇒

= ∝

 
 
  

=

R

G G

G G

A B B

���
W



Mod linéaire/Gibbs/Lois conditionnelles

( )

( )

( )

0 0

' 1

2

0

Rappel: | , ~ ,

| , , , ~ ,
i

i i

i iσ

−= + −

θθ y

θ β G A β G

β

θ A β G Z V y Z A β

VG θ� �

�

N

N
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( )' 1

0

2 '

0

1

0 0 0

'

avec 

i

i

i i i i i i i

i n i

i i i

iσ

−

−

= + −

= +

= −θ

θ A β G Z V y Z A β

V I Z G Z

V G G Z ZV G

�

�



Mod Linéaire/Gibbs/Lois conditionnelles

( )

( )

2

0

 solution de 

| , ( 1,..., ), , ~ ,i i I σ= β

β

β y θ βG V

�

� �N
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( )

( )

' 1 ' 1

0 01 1

1
' 1

01

 solution de 

I I

i i i ii i

I

i ii

− −

= =

−
−

=

=

=

∑ ∑

∑β

β

A G A β A G y

V A G A

�

�



Mod linéaire/Gibbs/Lois conditionnelles

( ) ( )( )2
' 2

*1 1

2

0

~ ½ ,½

| , ( 1,..., ), ,

i

i

I n

ij iji j
N y a

i Iσ

ν νσ
= =

  + − +   

=


∑ ∑

y θ β

β

G

IG
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( )( )( )

2

0

1
*

01
~ '

| , ( 1,..., ), ,

,
I

i i ii

i

i I

i I

ρ ρ

σ

−

=

=

 
− − + +  

∑ θ A β θ A β

β

G

G y θ

IW


