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Préface

Ce manuel de cours a pour but de vous guider dans vos réflexions pour les études statis-
tiques que vous aurez a réaliser. Dans chacune des trois parties qui le constituent, nous
commencons par détailler la théorie sous-jacente, puisqu’il est essentiel de bien comprendre
la modélisation statistique, ses conditions d’utilisation et ses limitations pour pouvoir en-
suite étre capable de 1'utiliser avec pertinence. Lors des séances de travaux dirigés nous
utiliserons les logiciels SAS® et RC.

Nous présentons un vaste paysage des modeles de ’analyse de la variance a un ou plusieurs
facteurs. Ces facteurs peuvent étre croisés ou hiérarchisés et a effets fixes ou aléatoires.
La mise en évidence d’un effet de I'un des termes du modele statistique est généralement
suivie par ’analyse des effets comparés des modalités de ce terme et repose sur 'utilisation
de procédures de comparaisons multiples. Nous avons rassemblé et détaillé la plupart des
procédures qui sont utilisées dans la pratique ainsi que deux d’entre elles dont 'utilisation
est recommandée par I’Encyclopédie de Statistique.

Vos remarques, vos commentaires, vos suggestions, et méme vos encouragements, seront
accueillis avec plaisir.

fbertran@math.unistra.fr
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Chapitre 1

Introduction

1.1. Notations

Nous commencgons par quelques notations, couramment utilisées en statistique, a la fois
pour alléger les formules et pour les rendre plus compréhensibles.

1.1.1. La notation synthétique d’un total : application aux ef-
fectifs

Nous considérons un tableau de données provenant de résultats expérimentaux effectués
dans certaines conditions symbolisées par un ou plusieurs indices. Ces expériences peuvent
étre répétées ou non en fonction des indices que nous considérons, chacune des cases du
tableau comportant ainsi une ou plusieurs données. Nous notons 'effectif de chaque case
du tableau en remplacant y par n et en conservant les indices associés a y. La somme
des effectifs suivant I'un des indices est notée en remplagant cet indice par le symbole
+. Nous adoptons cette notation, classique en statistique, pour alléger et uniformiser les
notations. Ainsi par exemple, dans les cas ou nos données sont indexées par un, deux ou
trois indices, nous obtenons les notations ci-dessous.

1. Nous avons observé n valeurs de la variable Y. Chacune d’entre elle correspond a
un résultat expérimental effectué dans la condition 7, 1 < ¢ < I. Nous construisons
donc un tableau comportant I lignes. L’effectif de chaque case du tableau est alors
noté n;, l'effectif total n, est évidemment donné par la formule :

1

ny = an

i=1

Bien entendu nous avons n, = n.

2. Nous avons observé n valeurs de la variable Y que nous regroupons en fonction des
valeurs des deux indices 7, 1 < ¢ < [, et j, 1 < 5 < J, associés aux conditions
expérimentales. Nous construisons ainsi un tableau a [ lignes et J colonnes.

— Leffectif de la case (7,7) du tableau, située a 'intersection de la i—éme ligne et
de la j—eme colonne est alors noté n; ;.
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— La somme des effectifs par rapport a l'indice 7, c’est-a-dire le nombre de données
dans la colonne j du tableau, est notée n, ;.

I
n+7.7 - anvj
=1

— La somme des effectifs par rapport a l'indice j, c¢’est-a-dire le nombre de données
dans la ligne ¢ du tableau, est notée n; ;.

J
N+ = Z ng ;.
Jj=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices ¢ et j, c’est-a-dire le nombre de
données dans le tableau, est notée n, .

Bien entendu nous avons n4 . = n.

. Nous avons observé n valeurs de la variable Y que nous regroupons en fonction des
valeurs des trois indices i, 1 < i < [, 7,1 <75 < J, etk 1 <k < K, associés
aux conditions expérimentales. Nous construisons ainsi un multitableau a I lignes,
J colonnes et une profondeur de K.

L’effectif de la case (4,7, k) du multitableau, située a I'intersection de la i—eéme
ligne et de la j—eéme colonne a la profondeur £ est alors noté n; ;.

La somme des effectifs par rapport a l'indice 7, c¢’est-a-dire le nombre de données
dans la colonne j a la profondeur & du multitableau, est notée n, ;.

I

N gk = ank
=1

— La somme des effectifs par rapport a l'indice j, c¢’est-a-dire le nombre de données
dans la ligne 7 a la profondeur £ du multitableau, est notée n; . .

J
ik = D Mk
Jj=1
— La somme des effectifs par rapport a l'indice i, c’est-a-dire le nombre de données

dans les cases transversales, ¢’est-a-dire sur toute la profondeur du tableau, situées
aux intersections de la ligne 7 et de la colonne j du multitableau, est notée n; ; 4.

K
g+ = Z T gk-
k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices ¢ et j, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche de profondeur & du multitableau, est notée n, 4 4.

I J
Ny vk = Z Z N j k-

i=1j=1

Plans d’expérience



1.1 Notations

— La somme des effectifs par rapport aux indices 7 et k, c¢’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche verticale de position j du multitableau, est notée ny ;4.

I K
Ny g+ = Z Z T k-

i=1 k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices j et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche horizontale de position ¢ du multitableau, est notée n; 4 4.

J K
Nt + = Z Z T g,k

j=1k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices i, j et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans le tableau, est notée ny . .

I J K
Nt =22 D iy

i=1j=1k=1
Bien entendu nous avons n, 4 4 = n.

Nous pouvons bien siir généraliser cette notation lorsque nous considérons plus de trois
indices.

1.1.2. La notation synthétique d’une moyenne

Lorsque nous disposons d’un tableau de données indexées par un ou plusieurs indices
nous notons la moyenne par rapport a I'un de ces indices en le remplagant par le symbole
e. Nous adoptons cette notation, classique en statistique, pour alléger et uniformiser les
notations. Ainsi par exemple, dans les cas ou nos données sont indexées par un, deux ou
trois indices, nous obtenons les notations ci-dessous.

1. Nous avons observé n = [ valeurs de la variable Y indexée par un indice 7, notées
Y1, ..., Yn. La moyenne de ces valeurs vy1,...,¥y, par rapport a l'indice 7 est donc
notée y,. Dans ce cas il s’agit simplement de la moyenne 7 :

1 1
Yo = j;yi = 7Y+
2. Nous avons observé n = I x J valeurs de la variable Y indexée par deux indices ¢

et j7 notees Yias---5Y1,0, Y215+ - -5 Y205 - Y105+ - -5 Y1,J-
T ,
— La moyenne de ces valeurs y11,...,¥yr,; par rapport a l'indice 7 est notée y, ;. Il

s’agit simplement de la moyenne ¥; des valeurs de la j—éme colonne du tableau :

1d 1
Yoj = f Zyi,j = jy+,j-
=1

— La moyenne de ces valeurs y1,...,yr,s par rapport a 'indice j est notée y;,. I
s’agit simplement de la moyenne 7; des valeurs de la i—eéme ligne :

i, ot
yz,o_ JjZIym_ Jyz,Jr-

Frédéric Bertrand 3
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— La moyenne de ces valeurs 1, ...,y s par rapport aux indices ¢ et j est notée
Yoo 1l s’agit simplement de la moyenne ¥, parfois aussi appelée grande moyenne
du tableau :

1 LI 1
Yo,0 = 7 Z Z Yij = ﬁy-‘r,-i-'

=1 j=1

. Nous avons observé n = I x J x K valeurs de la variable Y indexée par trois indices
i, j et k‘, notees y1,1,17 . ,yLLK, y2’1717 . ,y271’K, .. '7y1,1717 e 7yI,1,K; e ,y1,271, ceey

Y12,Ky--+ Y1r,J1,-- -, Y1,JK-
e e , )
— La moyenne de ces valeurs y1 1.1, . .., yr,jx par rapport a 'indice 4 est notée y, ;. :

Ye 5.k Z Yijk = ?/+,J7

— La moyenne de ces valeurs y11,1, . .., Yy, x par rapport a I'indice j est notée y; o 1,

Yieok = Z yz,] k= yz +,k-

— La moyenne de ces valeurs ;. 11, ..., Y,k par rapport a l'indice £ est notée y; ;o :

1 1
Yijeo = E kz::lyi,j,k = Eyi,jﬂr-

— La moyenne de ces valeurs y; 1 1, ..., yr,sx par rapport aux indices 7 et j est notée
Yook -

1 LI 1
y.,.Jc—*JZZ ik = ﬁy-i—,—hk-

— La moyenne de ces valeurs y; 1 1, ..., yr,sx par rapport aux indices ¢ et k est notée
y'?j?’
1 L& 1
y':jz. = T Z Z ’]7 7y+7.77+
IK = IK
— La moyenne de ces valeurs y;.1.1, . . ., y1,7,x par rapport aux indices j et k est notée
Yioo -
1 S 1
Yieo = 77> Z Z Yigk = 77 Yi+,+-
JK s JK
— La moyenne de ces valeurs y11,1,...,Yyr,x par rapport aux indices i, j et k, est

notée Yo e.. Il s’agit simplement de la moyenne g, parfois aussi appelée grande
moyenne du tableau :

1 < K 1
Yo00 = TIK Z Z Z Yijk = 7IJKZU+,+,+~

i=1j=1k=1

Plans d’expérience



1.2 Un peu de vocabulaire

Nous étendons cette notation a la situation ot les valeurs que la variable Y va prendre ne
sont pas encore connues, c¢’est-a-dire lorsque nous remplagons les nombres y;, ¥; ; ou y; ik
par les variables aléatoires Y;, Y; ; ou Y] ; ;. Ceci permettra d’obtenir des formules simples
pour les estimateurs des parametres des modeles étudiés par la suite.

Nous pouvons bien stir généraliser cette notation lorsque les valeurs prises par la variable
Y dépendent de plus de trois indices.

1.2,

iv.

Un peu de vocabulaire

Nous appelons réponse une variable dont nous cherchons a comprendre le com-
portement. Nous considérerons dans le cadre de ce cours des réponses quantitatives
continues. Une réponse est généralement notée Y et c’est le cas systématiquement
dans la suite.

Nous appelons facteur toute variable dont nous voulons nous servir pour analyser
les variations de la réponse. Nous notons généralement les facteurs par des lettres
romaines majuscules A, B, .... Dans le contexte de ’analyse de la variance tous les
facteurs sont considérés comme des variables qualitatives. Les niveaux ou modalités
d’un facteur sont notés en indicant la majuscule romaine associée au facteur : A,
..., Ay ou I désigne le nombre total de modalités du facteur A. Pour 'analyse
d’une réponse a l'aide de variables quantitatives nous utiliserons des techniques de
régression, linéaire ou non, et pour l'analyse d’une réponse a 1’aide d'un mélange de
variables quantitatives et qualitatives nous pourrons nous servir de ’analyse de la
covariance.

Un modele statistique est une équation reliant les différentes mesures Y; ; = de
la réponse Y aux effets des niveaux Ay,..., A;, By,..., By, ... des facteurs A, B,
... pour lesquels ont été réalisés ces différentes mesures au travers d’une relation
fonctionnelle f et tout en modélisant les fluctuations expérimentales a l'aide de
variables aléatoires d’erreur généralement notée ¢;; . sur lesquelles nous faisons
porter certaines hypotheses :

Y;‘,j,... == f(Al, Bj, .. ) + €ij,...r

Les modeles associés a ’analyse de la variance ont une forme particuliere : ce sont
des modeles linéaires. Dans le cas la relation fonctionnelle f s’écrit simplement
comme une somme de différents termes. Ainsi nous souhaitons par exemple étudier
une réponse continue Y a l'aide d’un facteur qualitatif A & effets fixes, un nombre
identique J de répétitions ayant été effectuées pour chacun des niveaux du facteur.

Nous introduisons le modéle :

Yij=ptoa+e;, i=1...1 5=1...J,
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

Frédéric Bertrand 5
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ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—eéme
répétition. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Indép. € ; AL ey si(4,5) # (k1) avec 1 < i,k < I, et 1 < 4,1 < J,
V(i) 1 <i <1, 1<j<J, L) =N(0,02).

Si X et Y sont deux variables (résultats) aléatoires, le symbole X 1l Y signifie que
X et Y sont indépendants.

Les p, aq, ..., o sont donc des termes du modéele. ¢ ; est parfois appelé le terme
d’erreur dans le modele.

Nous remarquons que les hypotheses faites sur les termes d’erreur ¢; ; font partie inté-
grante de la définiton du modele. Ceci explique le soin particulier que nous devons
avoir pour vérifier que les conditions d’utilisation des modeles sont bien
remplies, la validité des conclusions obtenues a 'aide du modele dépendant
fortement de son utilisation opportune ou non.

. En fonction du type d’effet auquel les termes du modele sont associés, ces termes

ont un nom différent.

e Un terme associé a l'effet direct d’'un des facteurs du modele est appelé effet
principal, nous le notons généralement par la lettre grecque minuscule associée
a la majuscule romaine désignant le facteur, par exemple pour le facteur A nous
noterons «; l'effet du niveau A;, pour 1 <i < 1.

e [’ensemble des termes associés aux effets de l'interaction de deux des facteurs
du modele est appelé interaction d’ordre 1. Nous les notons généralement par
les lettres grecques minuscules mises entre parentheses associées aux majuscules
romaines désignant les deux facteurs dont nous étudions l'interaction et indicées
par les niveaux des deux facteurs. Par exemple si l'interaction d’ordre 2 met en jeu
les facteurs A et B, nous notons les termes associés a ces effets par (af)1.1, (@f)1.2,

(@B, o (@B)ans o (@f)ig, oo (af)gpour 1 <i< Tet1<j< .

e Plus généralement I’ensemble des termes associés aux effets de l'interaction de &
des facteurs du modele, k > 2, est appelé interaction d’ordre k — 1. Nous les
notons généralement par les lettres grecques minuscules mises entre parentheses
associées aux majuscules romaines désignant les k facteurs dont nous étudions
'interaction et indicées par les niveaux de ces k facteurs. Par exemple (af7) x
pour l'interaction d’ordre k — 1 entre les facteurs A, B et C.

Ainsi nous souhaitons par exemple étudier une réponse continue Y a l'aide de
trois facteurs qualitatifs a effets fixes A, B et C pour lesquels nous avons fait un
nombre de répétitions identiques, noté K, pour chaque combinaison des niveaux
des trois facteurs. Le facteur A a I modalités, le facteur B a J modalités et le
facteur C' a K modalités.

Nous introduisons le modele :

Yijkt =t + i+ B + v+ (@B)ij + (@7)in + (B7)jk + (aBY)ijk + gty
i=1...0, j=1...J k=1...K, l=1...L,

I J K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj=0et Z Y = 0,
i=1 j=1 k=1
I

Y (af)i; =0, Yje{l,...,J} et ij(aﬂ)i,j =0, Vie{l,...,I},
j=1

=1

Plans d’expérience



1.3 Plans équilibrés, plans déséquilibrés

1.3.

I K
YY)k =0, VEe{l,...,K} et > (a7)ix =0, Vie {l,..., 1},

=1 k=1
J K
Zﬂfyjk—() Vke{l,...,K} et Z(ﬁv)jyk:(), Vie{l,...,J},
]:1 k=1

M-

(a67)i,j,k20a V(j,]{?) < {177J} X {1a"'7K}7

1

7

M~

(@B)isn =0, V(i k) € {1,.... I} x {1,... K},

.
Il
—

(aﬁ'y)i,j,k :O, V(l,j> c {1,,]} X {]_,...,J},

Nk

i

1

ol Y; j; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition (A;, B;, Cy) lors
de la [—eéme répétition. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour
les erreurs :

V(Z,]7k7l),1<2<17 1<j<‘]7 1<k<K7 1<Z<L7 L(el,],k,l):N<070—2)7
€i,5,k1 ui €m,n,0,p si (iaja k l) 7é (m n,o p)
avec 1 <i,m <1< jn<J,1<ko<Ketl<Il,p<L.

Les termes a;, f3; et 7 sont donc les effets principaux associés aux trois facteurs
A, B et C. Les termes (af3); ; sont associés aux interactions d’ordre 2 entre les
facteurs A et B, les termes (avy);  sont associés aux interactions d’ordre 2 entre
les facteurs A et C, les termes (/7),, sont associés aux interactions d’ordre
2 entre les facteurs B et C, les termes (a57v);,, sont associés a 'interaction
d’ordre 3 entre les facteurs A, B et C.

Nous remarquons qu’a nouveau les hypotheses faites sur les termes d’erreur € ; 1,
font partie intégrante de la définiton du modele. Ceci explique le soin particulier
que nous devons avoir pour vérifier que les conditions d’utilisation des
modeles sont bien remplies, la validité des conclusions obtenues a 'aide
du modele dépendant fortement de son utilisation opportune ou non.

Dans certaines situations particulieres, celles ou 'un ou plusieurs des fac-
teurs sont dits emboités dans un autre facteur, nous introduirons d’autres
notations qui seront décrites a la section [ et a la section [6]

Plans équilibrés, plans déséquilibrés

De maniere générale, tout dispositif expérimental comportant au moins un facteur et com-
portant un nombre identique de répétitions dans chacune des modalités des facteurs est
un plan équilibré. Dans la suite nous appelerons plan équilibré tout plan vérifiant cette
condition.[1

1. Cette condition est plus restrictive que celle que nous pouvons définir plus généralement en statis-
tique pour étudier des modeles d’analyse de la variance. Nous pouvons aussi facilement traiter le cas ou
le plan est déséquilibré mais a effectifs proportionnels. Par exemple, dans le cas ot nous considérons deux
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Chapitre 1. Introduction

Pour de multiples raisons nous conseillons, lors de la phase de planification expérimentale,
de prévoir d’utiliser des plans équilibrés pour I'analyse des effets ou des interactions d’un
ou plusieurs facteurs qualitatifs sur une réponse expérimentale modélisée par une variable
continue. En particulier dans le cas ou le plan est équilibré :

1. Les estimations des parametres d’'un modele ou les facteurs sont a effets fixes seront
faciles a calculer puisque nous sommes dans une situation dénommée en statistique
par plan d’expérience orthogonal. Concretement ceci signifie que pour estimer 'effet
d’un des termes du modele, il n’est pas nécessaire d’estimer les effets des autres
termes du modele. Ceci se traduit dans les formules par le fait que ’estimation des
effets des termes du modele se fait comme si le modele ne comportait pas d’autres
termes que celui que nous cherchons a estimer.

2. Lorsque nous ne disposons d’aucune information a priori sur les possibles résultats
de 'expérience, la situation la plus propice a mettre en évidence une différence, si
elle existe, entre les différents effets pour lesquels des tests sont réalisés est associée
a une répartition des essais ou le plan est équilibré. Nous renvoyons au chapitre
pour un exposé plus détaillé du calcul de la puissance associée aux différents tests
réalisés lors d’une analyse de la variance.

Néanmoins il est possible d’utiliser tous les modeles exposés dans les chapitres suivants
dans le contexte particulier des plans équilibrés lorsqu’en fait le plan est déséquilibré, c¢’est-
a-dire lorsque le nombre de répétitions varie d’une case a ’autre du tableau de données.
En aucun cas il n’est légitime de supprimer des observations pour se ramener
a une situation ou le plan est équilibré. Il y a deux faits qu’il faut absolument avoir
a 'esprit lorsque nous nous servons de ce type de modeles, donc pour lesquels le plan est
déséquilibré.

1. D’une part, l'estimation des effets des différents niveaux des facteurs ou de leurs
interactions n’est plus aussi simple que précédemment,sauf dans le cas d’'un modele
d’analyse de la variance a un facteur ou lorsque le plan est dit a effectifs proportion-
nels. En effet, ces estimations ne sont plus indépendantes les unes des autres. Nous
renvoyons & [Dag98b] pour plus de détails. Voir par exemple la situation étudiée en
exercice ou nous insistons sur les différences qui découlent de cette situation.

2. D’autre part, les lois des statistiques de test que nous utilisons pour tester les diffé-
rentes hypotheses présentes dans le tableau de I’analyse de la variance ne sont, dans
la majorité des cas, connues qu’approximativement. Nous renvoyons a nouveau a
[Dag98b] pour plus de détails.

Dans la suite, nous nous bornerons a exposer la théorie de 'analyse de la variance dans le
cadre des plans équilibrés, c’est-a-dire dans le cas ou le nombre de répétitions est constant

facteurs, un dispositif expérimental déséquilibré a effectifs proportionnels est tel que :

_ My XNy
nij = ;
Ny +
ot les notattions n; j, s 4+, ny ; et ny 4 ont été définies au paragraphe Cette notion se généralise
directement au cas ou le plan comporte k facteurs avec k > 2.
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1.4 Risque global associé au tableau de ’analyse de la variance

d’une case a 'autre du tableau.

1.4. Risque global associé au tableau de ’analyse de
la variance

Lorsque nous réalisons une étude de la significativité des effets de deux ou de plus de
facteurs, en s’intéressant ou non a la significativité de leurs interactions, avec un modele
d’analyse de la variance, le tableau de I'analyse de la variance que nous étudions permet
de prendre plusieurs décisions, chacune associée au test d’une hypothese nulle. Nous pre-
nons ainsi en fait plusieurs décisions chacune d’entre elles étant associées a un risque de
premiere ou de seconde espece. Pour plus de détails sur les méthodes de gestion du risque
de premiere espece associée a la lecture de tableaux récapitulatifs de tests statistiques voir
le chapitre de cours consacré a ce probleme.

Exemple 1.4.1. Analyse de la variance a deux facteurs a effets fixes, aléatoires ou mixtes
et avec répétitions

Pour un exposé complet du modele d’analyse de la variance a deux facteurs controlés avec
répétitions voir le paragraphe

Avec un tel modele il est possible de tester trois hypotheses nulles, fHE) d’absence d’effet
du premier facteur, 3, d’absence d’effet du second facteur, H, d’absence d’effet de I'in-
teraction des deux facteurs. Chacune d’elles peut étre testée avec un risque différent, o,
a’ et . Le risque global a vérifiera alors la relation :

O{g1—(1—0{’)(1—@”)(1—@”’)gal—i—a{/l—i—@/”'

La derniere inégalité est une application de 1’inégalité de Bonferroni. Ainsi si nous
voulons prendre une décision associée a un risque global de oo = 5 %, nous pourrons fixer
un seuil individuel de o' = a” = o = 5/3 % = 1,67 % pour chacun des tests élémentaires
de chaque hypothese fHE), 3{3 et ng/.

L’exemple précédent met en évidence le fait que, plus le tableau de I'analyse de la va-
riance étudié comporte de tests, plus la correction a apporter au niveau individuel de
significativité de chacun des tests réalisés sera importante. Cette correction vise a réduire
le nombre de faux positifs, effets jugés a tort comme significatifs, que nous avons détec-
tés. Elle est d’autant plus intéressante a faire que le nombre de tests réalisés est important.

Remarque 1.4.1. La nécessité de l'utilisation de ce type de correction dépend de la
formulation des résultats qui est faite par 'utilisateur. Si celui-ci s’intéresse a un risque
global portant sur I’ensemble des décisions prises a l'aide d’'un modele d’analyse de la
variance il privilégiera une mairise du risque global. Si I'utilisateur s’intéresse au risque
associé a chacune des décisions, il maitrisera le risque individuel associé a chacune d’entre
elles. Quoi qu’il advienne il faut savoir que nous entrons dans le domaine de I’analyse de
tableaux de résultats. Nous pourrons consulter [Par74] ou [Ric89] pour plus de précisions.
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Chapitre 2

Analyse de la variance a un facteur

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [I.1]

2.1. Modéeles a effets fixes

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Pour chacune des modalités nous effectuons J > 2 mesures d’une réponse Y qui est une
variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+ai+ey i=1...1, j=1...J
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Indép. € ; AL exy si (4,75) # (k,1) avec 1 < i,k <1, et 1 < 4,0 < J,
V(i,5),1<i< I, 1<j<J, L(ey) = N(0,0?).

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans la condition A; lors des
J répétitions dans le tableau suivant :

H Facteur A ‘ Y H
Ay Yig,..., Y1
Ai K,la".'amJ

AI }/I,la"w}/I,J




Chapitre 2. Analyse de la variance a un facteur

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :
I
SCp = J 3 (Yia = Yau).
i=1
La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
1 [ J
SCr =3 [, —vin?].
i=1 \j=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J
SCror =YY (Yi; — Yoo)?.
i=1 j=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

SCror = SCp + SCh.

La liste y des données expérimentales y11,...,Y1,7,---,Y21,---,Y2.7,---, Y1,y permet de
construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A \ ] H
Ay Yiiy---5Y1,J
A; Yity - YiJ
Af Yri, - YrJg

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
scr = J ) (Yie = You)”.
i=1
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
I [ J
2
SCR = Z Z(yi,j —Yie) | -
i=1 \j=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J
SCror = Z Z Yij — Ye, o
=1j=1
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2.1 Modéles a effets fixes

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de

données y :

Scror = SCp + SCR.

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Degrés de liberté \ Carré Moyen \ F \ Décision H
SCE s2,
Facteur scp I-1 s% = f=—5 | HoouH,
Résiduelle scR n—I=I(J—-1)| sh= SCR[
n —
Totale scror n—1=1J-1
Nous souhaitons faire le test d’hypothése suivant :
%01&1:&2:"':&[:0‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I’hypothese nulle H, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f est la réalisation d’une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I — 1 et n — I degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de
la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil « du test, ou a ’aide d'une table,
rejet si la valeur f est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table. Lorsque
I’hypothese nulle Hy est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons multiples des

différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Les estimateurs fi, &y, ..., ay, 02 des paramétres i, vy, ..., o, 02 du modele sont donnés

par les formules suivantes :

ﬁ:K,o:?a a\i:}/;,o_ﬁa 1<Z<[7

(;\2 _ SCr _ 1'I=1 j:l(yi,j _Yi,-)z _ SQ
n—1 n—1 R

Ce sont des estimateurs sans biais.
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Chapitre 2. Analyse de la variance a un facteur

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées f(y), ai(y), ..., ai(y),
02(y), des parametres ju, ay, ..., ay, 0> du modele se déduisent des formules ci-dessus :

A(Y) = Yoo =T, @iy) = yie — ily), 1<i <1,
55( ) = SCR EiI=1 Z}]:l(yi,j - yi,.)Q .
Y n—1 n—1I R

2.2. Modéeles a effets aléatoires

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les a;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0%. Le modele ne dépend plus que de trois parameétres u, o>
et 0. Pour chacune des modalités nous effectuons J > 2 mesures d'une réponse Y qui
est une variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été
effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Y;,j:,u‘f‘ai—i-QJ, izl...f,jzl...J,

ou Y ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous supposons que :

L (o) =N(0,0%), Vi, 1 <i<I,
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :

a; lLa;jsii#jet 1<, <1
Nous postulons les hypotheses supplémentaires pour les erreurs :

v (27])71 <Z<17 1 <]< J? L(ei,j) :N(0,0'z),
€ ;A egysi(i,7) # (k1) avec 1 < i,k < I, et 1< j,1<

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
a; Wgpsil<i,g<I,etl<k<

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, fait ’objet
d’un autre cours.
Nous utilisons les quantités SC'r, SCr, SCror, Scr, Scr, Scror introduites a la section [2.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCr + SCg.

Nous résumons les informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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2.2 Modéles a effets aléatoires

H Source \ Variation \ Degrés de liberté \ Carré Moyen \ F \ Décision H
2
Facteur scp I—-1 5% = ]SiFl f= 2—5 Hy ou H;y
R
Résiduelle | sep | n—T=1(J—1)| s%= SCR]
n JE—

Totale scror n—1=1J-1

Nous souhaitons faire le test d’hypothése suivant :

:H:O . 0'124 =0
contre
H, : 04 #0.

Sous I'hypothese nulle Hy précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et n — I degrés de liberté. Nous concluons alors a
I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs i, 0%, 02 des paramétres y, 0%, 0 du modele sont donnés par les formules
suivantes :

R — = 1 —~ SC
=Y =Y, o= (Si-5h), 2 == = 5%
ol S% = SCr et S% = 5Cr
CI—1 =TI

Ce sont des estimateurs sans biais.

—

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), o4(y), o2(y), des

parametres u, 0%, o2 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

. 5 1 — SCR
1Y) = Yoo =7, oi(y) = J (8%' - S?%) , 0% (y) = n—1 - S?%'
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Chapitre 3

Analyse de la variance a deux
facteurs

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [1.1]

3.1. Modéeles a effets fixes

3.1.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons une mesure d'une réponse
Y qui est une variable continue. Nous notons n = I X J le nombre total de mesures ayant
été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+a;i+8j+e,, i=1...1 j=1.../J
I J

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0 et Z B =0,
i=1 j=1

ou Y;; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous postulons
les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Y (i,j),l <i<I, 1<5 <, L(em) :N(O,OQ),
€j AL epysi(i,5) # (k1) avec 1 <i,k<Tetl1<jl<J

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;)
dans le tableau suivant :



Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Facteur B
Facteur A | B; \...\Bj ‘...‘BJ
Ay Yia | ... | Y |... | Yy
A; Yii | ..o | Y| ... | Yis
A[ YI,I )/Lj )/[’J

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

I
SCy= T3 (Vi — Yau).

=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

<

SCp =13 (Yoj — You)*
j=1

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
I J
SCr=Y_ > (Yij—Yie—Ys; +Yso)”
i=1 j=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J
SCror =>_Y (Vi — Yoo’
i=1j=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SCy + SCp + SCk.

La liste y des données expérimentales y1 1,...,Y1,7,-- -, Y21,---,Y2.7,---,Yr,s permet de
construire une réalisation du tableau précédent :

Facteur B
Facteur A Bl‘...‘Bj‘...‘BJ
Ay Yiag | --- [ Y5 | --- | Y1,J
Ai yi,l e yw . yi,J
A[ y]71 y[J' y[7J
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3.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCA = JZ(@/@,O - y.,.)Q-

i=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = [Z yo,] yoo
J=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I J

SCrR = Z Z(yz’,j — Yie — Yo+ y.7.)2.

i=1j=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J

SCror = Z Z Yij = Yo, o

i=1j5=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCTtoT = SC4 + SCB + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | np = (I —1)(J — 1)

H Totale ‘ nror =1J —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca 52
/ /
Facteur A sC4 na 82A = — fa= —’24 JH, ou H;
na S
R
scp s
2 1" 1"
Facteur B scp np sp=— | fe=—5 | Hyoul,
np S
R
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ngr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Hy:on=ar=--=ar=0

contre

H, : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que az, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle 3—(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que 3, # 0.

Sous I'hypothese nulle ZH'O' précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle ZH'O' est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]
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3.1 Modéles a effets fixes

Les estimateurs fi, aq, ..., ag, 51, ..., B, 02 des parametres u, aq, ..., ar, B, ..., B,
o? du modele sont donnés par les formules suivantes :

=Yee=Y, Gi=Yie—f, 1<i<I, B =Ye;— i, 1<j < J,

<2
O- — _SR.

(I-1)(J-1)
Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées f(y), ai(y), ..., ar(y),
Bi(y), ..., Bs(y), 02(y), des parametres p, oy, ..., ar, Bi, ..., B, 0> du modele se
déduisent des formules ci-dessus :

—
~

B(Y) =Yoo =T, 0i(y) = yie — [i(y), 1 <i <1, Bi(y) =ve; —A(y), 1 <j<
-5 SCR

W) =T

3.1.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée
B;. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons K > 2 mesures d'une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J X K le nombre total de
mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Y;,j,k:N+ai+6j+<a6>i,j+€i,j,k7 Z:1[, jzlj, /{3:1[(,

I J
avec les contraintes supplémentaires Zai =0, Z B; =0,
i=1 j=1
I J
S (aB)i; =0, Vie{l,...,J} et D .(aB);; =0, Vie {1,..., T},
=1 j=1

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—eme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Z,j,k),lglgf, 1<]<J7 1<k<K7 L(ei,j,k>:N<OaO—2)a
et €k L € mn si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<il<I1<jm<Jetl<kn<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;)
lors des K répétitions dans le tableau suivant :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Facteur B
Facteur A B \ \ B, \ \ B
Ay Yigp. o Yo | oo | Y Yige | oo | Yig Yok
Aj Yitg. . Yiox |- | Yige. Yigr | oo | Yigr. Yisk
Ap Yron o Yiur | oo | Yoo Yo | oo | Yign Yok

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

1
SOA =JK Z(Efi,o,o - K,o,o)z'

i=1
Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :
J
SCp=1K) (Yaje—Yeeo)
j=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

I J
SCap = K S (Y, Vit Yeus)

i=1j=1

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

S%:;ZZ i — Yige)?.

Enfin la variation totale théorique est égale a :
I
SOTOT_ZZZ 5,k ooo)2~
i=175=1k=1

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy+ SCg + SCyp + SCk.

La liste y des données expérimentales ¥1 11, .., Y11,k - Y121, - - s Y1.2,K, - - - » YI,J, K DeI-
met de construire une réalisation du tableau précédent :

Facteur B
Facteur A B \ \ B; \ \ B
Ay Yig1---Y1i1,5K | -~ | Y151 Y145K | -+ | Y1,J1---Y1,JK
A; Yiipg--- Y1,k | -+ | Yigr---YigxK | --- | Yi,g1---YiJK
Ar Yragr---Yrax | -+ | Yrgr---Yrgg | -+ | Yrg1 - Yr,uK
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3.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCA = JKZ(yi,.ﬂ - y.:'v.)2'

=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
scg = IK Z(y.,j,. - yO,O,')2‘

=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

I J
SCAB = KZ Z(yi,j,. — Yije0 — Yo jio T y-,-,-)z-
i=1j=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I J K
SCR:ZZZ Yijk — yZJ,

i=1j=1k=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J K
SCror = Z Z Z Yijk — 3/.,.,. 2
i=1 j=1 k=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

scror = Sca + Scg + Scap + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J — 1)
Résiduelle ngp=1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca 54
2 ! !
Facteur A sCA na s =— fa=— FH, ou H;
scp s
2 i 1
Facteur B scp np sp=— fB=— Hy ou H;
SCAB s4
. 2 B 111 "1
Interaction SCAR NAp | Sag = fag = 5 | Hy ou H;
s . SCR
Résiduelle SCR ng §h = —
ng
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle J—C[) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:br=0=-=0;=0
contre

I, : Il existe jo € {1,2,...,J} tel que Bj, # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{'0' précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
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3.2 Modéles a effets aléatoires

a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I'’hypothese nulle }Cg est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

H (@f)ip = (aB)ip =" = (aB)y = (af)o1 == (aB)rs =

contre

H, : N existe (ig, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,...,J} tel que (af)s,j, # 0.

Sous I'hypothese nulle H, précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et [J(K — 1) degrés de
liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fyp est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

I/J\GS estimateurs ,L/Z, (/)é\l, ey (/)é\], 617 ceey /BJ, (aﬁ)u, (aﬁ)l,% cey (a/B)]_7J7 (O{B)le, ceey (()zﬁ)]”],
02 des paramétres H, &1, ..., OF, 617 sy ﬁ]? (aﬁ)l,la (&5)1,27 U] (aﬁ)l,Ja (aﬁ)Q,ly <y
(af)1.7, 0* du modele sont donnés par les formules suivantes :
/j:}/’.,.7.:?7a\i:}/i,.._ﬁ71\z<[ 5 K,j,._ﬁ71<j<°‘]7
(CY/B\)i,j:)/;,j,o_Y;,o,o_Kjo_'_Kooglg <I,1§j<J,
Fo_ 0" _ g
IJ(K—-1) ™#
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),

Bi(w). - Bs(w), (@B)ia(w). (@) 1a(y). - .. (@B)11(¥), (@B)2n(w). ... (@B)1s(y), o(y),
des pa‘ramétres My, G,y ..., OF, /817 ceey /6.]7 (a6>1,1) (04/6)1727 Y (a6>1,Ja (aﬁ)zla SIS (aﬁ)I,Ja
o2 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

B(Y) = Yooo =T, W(Y) =Yieo—A(Y), 1 <t <1, Bij(Y) = Yojo — (y), 1< j <,
(aﬁ)l,j(y) = VYijeo — Yieo — Yo je + Yo 0,0, 1 < 1 < [, 1 g ] < J7

3.2. Modéeles a effets aléatoires

3.2.1. Sans répétition

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les «a;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0. Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

une population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance 0%. Pour chacun des couples de modalités
(A;, B;) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous
notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele :
Vij=p+ai+Bi+e,, i=1...1 j=1..1]

ol Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A4;, B;). Nous supposons
que :

ainsi que 'indépendance des effets aléatoires :

o lLajsii#jet1<i,j< 1T
1<t < Ietl j<

a; 1L BJ si
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(l,])71<2<17 ]- <<] L(G’L]):N(O 02)
emJ_I_ek’lsi(i,j)sé(k,l)avecl ihk<ITetl<yl<J,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

1, < Tetl<

a; AL € si k
j<letl <k

1
Bi AL €jp sil

N //\

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous utilisons les quantités SC4, SCpg, SCr, SCror, Sca, Scg, scr et scror introduites

a la section B.1.1l
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SCy + SCp + SCx.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | ng = (I —1)(J — 1)

H Totale ‘ nror =1J —1 H
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3.2 Modéles a effets aléatoires

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scA s4
2 / /
Facteur A sca na 54 =— fa=— | HyouH,
scp 52
2 B 1" 1
Facteur B SCg ng sp=— fB=—5 | HyouH,
o SCR
Résiduelle SCR Ng s% = —
nR
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Hy:05=0

contre

/

H, 04 #0.

Sous I'hypothese nulle J-CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-

tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a [ —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

1"
C g2
Hy:05=0

contre

H, 0% #0.

Sous I'hypothese nulle S}Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-

tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Les estimateurs [i, 0%, 0%, 02 des parametres p, 0%, 0%, 02 du modele sont donnés par
les formules suivantes :

//J/:Y;,o: )
~ 1
aazj(si—sé),ag ?(52 S%)
. SCr
2 Q2
CEUonu—1n m
ousi_sa“ 52 =908 o g2 SCR
n n nR

A B
Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées i(y), (;%(y), %(y), c/ra(y),

des parameétres i, 0%, 0%, 02 du modele se déduisent des formules ci-desses :

ﬁ(y) = Yoo = U,
Alw) = (5 k) ohly) = (sh ).
() = (I f)c(}; 1) %

3.2.2. Avec répétitions

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0. Les 3; représentent un échantillon de taille .J prélevé dans
une population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance 0%. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele :
}/i,j,k:N+ai+ﬁj+<a6>i,j+€i,j,k, 1= 1], j: 1J, k= ]_K,

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—eme
essai. Nous supposons que

L (a;) =N(0,0%), Vi,1<i< I,
L(B;) =N(0,03), Vj,1<j<J,
L((aB)iy) =N(0,0%p), ¥ (i,7),1 <i<I, 1<j<

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires :

o lLajsii#jet1<e, <, Bl pjsii#jetl1<i,j<
(aB)i; AL (aB)g, si (4,7) # (k, l) avec 1 <i,k<Tetl<y,l<
o; L Bisil<i<Tetl <y,

a; 1L (af); si <z,j\let1<k<J,

Bi L (aB);psil<j<Tetl<ik<J

J,
J.

1
1
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3.2 Modéles a effets aléatoires

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Z,j,k),lézé[, 1<]<‘]7 1<k<K7 L(el,],k):N(an—2)a
et €k L € mn si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<l < 1< ym<Jetl <k,n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

a; €pysil<e,j<I1<k<J etl<I<K,
Bidl€rysil<y<I,1<,k<J etl<I<K,
(aB)i; L epimsil<ik<I,1<j1<J, etl<m<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous utilisons les quantités SC'y, SCg, SCap, SCr, SCror, sca, Scg, SCaB, SCr €t SCTOT
introduites a la section [3.1.2]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCror = SC4 4+ SCp + SCyp + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nag = (I —1)(J —1)
Résiduelle ngp=1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca 54
2 ! !
Facteur A sCA na s =— Ja= =~ | Hyoul,
nA SAB
scp s
2 i 1
Facteur B scp np sp=— fB=—— | Hyoul,
nB SAB
SCAB s4
. 2 B 111 "1
Interaction SCAR NAp | Sag = fag = 5 | Hy ou H;
s . SCR
Résiduelle SCR ng §h = —
ng
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothéese suivants :

Hy:03=0
contre
H, 04 #0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté.

Hy:05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I’hypothese nulle 9‘(6 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

117
L2
Hy 1045 =
contre
111
.2
Hy o055 #0.
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3.3 Modéles a effets mixtes

Sous I'hypothese nulle J-Cg' précédente d’absence d’effet de I'interaction entre les facteurs
A et B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réali-
sation d’'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté.

Les estimateurs fi, 0%, 0%, 04, 02 des parametres p, 0%, 0%, 04p, 02 du modele sont
donnés par les formules suivantes :

,a = K,o,o = ?7
- 1 = 1
Uizﬁ(53—5%3)7 U%ZW(S%_SI%!B%
— 1
%n = 7 (5% — 5R).
~ SCr
2 = pum 2

CETonu- - ow

SC SC SC SC

on 85 = =%, 5h = TBB’ Shp = nAf;B et S} = T,RR‘

A
Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées ji(y), ;:%(y), J/]%(y), 0/2/;(1;),
02(y), des parametres p, 0%, 0%, 045, 0 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

A = = (%4~ ) . W) = 71 (5~ )
Ps) = = (s — %)

3.3. Modéeles a effets mixtes

3.3.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des B;, les (3}, sont distribués suivant une loi normale cen-
trée de variance o%. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons une
mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = [ x J le nombre
total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Y;,j:,u—i—ozi—i—ﬁj—i—ei,j, Zzll,jzlj,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous supposons
que :

L£(Bj) =N(0,05), Vj,1<i< )
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :
Bill Bjsii#jet1<i,5<J
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v (Zvj)vl <Z< Ia 1 <]< J7 L(El,]) :N(0702)7
€ A epysi(i,7) # (k1) avec 1 <,k <Tetl1<j 1<,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
Bidlepsil<j<Tetl<ik<J
Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous utilisons les quantités SC4, SCg, SCr, SCror, Sca, scg, Scr et scror introduites
a la section B.I1.1)

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4+ SCp + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J-—1
Résiduelle | ng = (I —1)(J — 1)

H Totale \ nror =1J —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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3.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca 54
2 / /
Facteur A sca na s =— Ja=—5 | Hyou X,
scp s
2 " 1"
Facteur B scp np sp=— | fe=—5 | Hyoul,
s . SCR
Résiduelle SCR np 5?{ = —
nr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
Hy:on=ay=-=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fa est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothese nulle f}CE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle S}Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté.
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Les estimateurs [i, ay, ..., az, 0%, 02 des parametres u, oy, ..., ar, 0y, 02 du modeéle
sont donnés par les formules suivantes :

,a:}/o,o,o:?7 &\i:)/i,o,o_,aa 1<Z<17

%=1 (S 5h).
~ SCr ,

g2 — _

(I-1)(J—-1) "%

SC SC
ot § =2 et S ="
ng nr
Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), aq(y), ..., ar(y),
0%(y), 02(y), des parametres u, ay, ..., ar, 05, 02 du modele se déduisent des formules
ci-dessus :

b= Yooe =T, 0 =Yiee—fl, 1 <i<1,

—~ 1
2 2 2

9B j(sB—SR)a

—~ SCR

2 __ 2
0? = = 5p.

(I-1)(J-1)

3.3.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj, les 3;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance o%. Pour chacun des couples de modalités (4;, B;) nous effectuons
K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele, dit restreint :

Y;-JJC:u+ai+5j+(a6)i,j+ei,j,k, Zzll, ]:1J, l{?ZlK,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I

S (@f)i; =0, Vje{l,....J},

i=1
ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—eéme
essai. Nous supposons que
L(B;) = N(0,0%), Vil<i<d,
L ((@p)i;) = N(0,0%p), ¥ (i,5),1 <i< I, 1<) <,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :

Bidl Bisii#jet1<i,j<J,
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3.3 Modéles a effets mixtes

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(zajak)a1<2<]—a 1<]<‘]7 1<k<K7 'E’(el,],k):N(anj)a
et €k L € mn si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<il<1<jm<Jetl1<kn<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Bidl€rysil<y<I,1<i,k<J et 1 <I<K,
(aB)i; L epimsil<ik<I,1<j1<J etl<m<K.

Dans un modele mixte restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes
et a effets aléatoires, ici les (af3);;, ne sont pas mutuellement indépendants a cause des
I

contraintes portant sur leur somme, Z(a@)m =0, Vje{l,...,J}. Ils le sont par contre
i=1
des que nous ne les considérons pas tous en méme temps.

Certains logiciels travaillent par défaut avec un modele non-restreint dont la définition
est proche mais pas identique a celle du modele précédent.
Nous introduisons le modele, dit non restreint :

Y;,j,k::ﬂ—i_ai_‘_ﬂj—i_(aB)i,j"i_ei,j,ky Z:1[, jzlj, l{}le,
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

ou Y; j 1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous supposons
que

L(Bj) =N(0,0%), ¥ j,1
((Oéﬁ) J) = (070—,24B)7 v (Z>])7 1

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :
Bill Bjsit#jet1<i,5<J,

(aB)ij WL (aB)ra si (i,7) # (k, l) avec 1 <i k< Tet1<j,1<J
Bi L (af)jesil<j<Tetl<ik<J

Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

v (i,j, k), ]. ] 1 J ]. k < K, ’C(Ei,j,k) = N(O,O'Q),
et €k L € mn si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<l<1<ym<Jetl <kn<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Bi ll€rysil<j<I,1<,k<J etl<I<K,
(af)ij AL €prmsil < zk I1,1<j,0<J etl1<m<K.

Dans un modele mixte non restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes
et a effets aléatoires, ici les (af); ;, sont mutuellement indépendants.
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Il n’existe pas consensus sur une raison statistique qui permettrait de privilégier plutot
I'une ou l'autre de ces deux approches. Nous utiliserons toujours des modeles restreints.
Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous utilisons les quantités SCy, SCg, SCap, SCr, SCror, sca, SCB, SCaB, SCr €t SCTOT
introduites a la section B.1.2]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy+ SCp + SCup + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nag = (I —1)(J —1)
Résiduelle ngp=1J(K—1)

| Totale | npor=1JK -1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy s4 /
2 !
Facteur A scA nA s = fa=—— | HyoulH,
nA SAB
scp 52
2 B 1" 1
Facteur B scp ng sp = /B=—% Hy ou H,
nB SR
SCAB 81243
. 2 " "
Interaction SCAB nap | Sag = fap = 5= | Hy ou H;
s . SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ngr
Totale SCror nror
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3.3 Modéles a effets mixtes

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy:on=ay=-=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle J-CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle f}{g précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté.

111
L2
H, 02y =0

contre

117

H, ol #0.

Sous I’hypothese nulle ng' précédente d’absence d’effet de 'interaction entre les facteurs
A et B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réali-
sation d'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté.

Les estimateurs fi, ay, ..., a;, 0%, 045, 02 des parameétres u, oy, ..., ar, 0%, 045, 0> du
modele sont donnés par les formules suivantes :

//Z:K7o:?7 a\i:Yi,O_ﬁy 1<Z<Ia
> 1
0} = — (S} - S%)

IK
— 1
oAp = K (5,243 - 512%)
— SCr
2 — Q2
T U-nU-1 Sw
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

SC SC SC
on §% =28 52 = ZAD o g2 _ PTE
np nap nR
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), aq(y), ..., ar(y),
o%(y), 045(y), 02(y), des parametres u, oy, ..., ar, 0%, 045, 0> du modele se déduisent

des formules ci-dessus :
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Chapitre 4

Analyse de la variance a deux
facteurs emboités

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [I.1]

Nous sommes dans la situation particuliere ou les effets des niveaux du facteur B n’ont
pas de signification concrete, par exemple ces niveaux dépendent du niveau du facteur A
considéré et une étude des effets principaux du facteur B n’a pas de pertinence.

Nous ne pouvons nous servir d'un modele ou les facteurs sont emboitésE], que si nous
disposons de répétitions. Dans le cas contraire ou les essais ne seraient pas répétés, 'effet
di au facteur B ne pourra étre étudié et le modele que nous devrons utiliser pour analyser
les données sera 'un de ceux exposés au chapitre [2]

Ainsi par exemple un fabriquant de détergents alimente plusieurs chaines de distribu-
tion : Ay, As, ..., A;. Nous pensons que les boites de produit livrées a certaines chaines
de distribution contiennent une masse de détergent inférieure a celle des autres chaines
de distribution. Pour étudier cette situation, nous décidons de prélever K boites dans .J
magasins de chaque chaine. Ainsi le second facteur Bj, associé au j—eéme magasin dans
la chaine, est un repére qui n’a aucune signification réelle : il n’y a, par exemple aucune
relation entre le magasin n°3 de la chaine 1 et le magasin n°3 de la chaine 4. Il n’y a
donc aucun intérét a introduire un terme dans le modele caractérisant l'effet principal
du facteur B. Pour indiquer la dépendance des niveaux du second facteur B aux niveaux
du premier facteur A nous notons les niveaux du second facteur B : Bju), 1 <@ < I et
1<j< .

1. Ces types de modeles sont également appelés des modeles hiérarchiques ou en anglais hierarchical
ou nested models.



Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

4.1. Modeles a effets fixes

4.1.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj)) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yije=p+a;+ Biju +eijp, i=1...1, j=1...J k=1...K,
I J
avec les contraintes supplémentaires » a; =0, > B4 =0, Vie {1,...,I}
i=1 j=1
ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;) lors du k—eme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(zvjvk)71<2<1a 1<]<J7 1<k<Ka ’C‘(El,j7k>:N(ng2)a
et €k L € mn si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<ul< 1< m<Jetl1 <kn<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, Bj;))
lors des K essais dans le tableau suivant :

| Ay [T Ar H
[ By | [ Boey [[--- ] |- | Buy | --- | Bow |
3/1,171 Y'17J71 }/]71,1 }/I,J,l
YVLLK }/17(]7]( }/]71’]( YI,J,K

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

SCA — JKZ 7,0, _K7o,o)2-

=1

La variation théorique du facteur B dans le facteur A est définie par :

SCB\A - KZ Z i,7,@ z,o,o 2-

i=1j5=1
La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K

SCr=3_3"% (Yijr—Yije)".
i=1j
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4.1 Modéles a effets fixes

Enfin la variation totale théorique est égale a :

~

J K
SOTOT:ZZZ 1,5,k T ooo>2-
i=1j=1k=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4 + SCpja + SCk.

La liste y des données expérimentales ¥1 11, .., Y11,k - Y121, - - - s Y1.2.K, - - - » YI,J, Kk DEI-
met de construire une réalisation du tableau précédent :

I A [ Al [
1 B [ (B[ [ [ [ B[ . [B]
Yiagx | oo Yigr || oo | oo | - || Y | - | YLaa
Yigg | - Nk || - | - |- | YK | - | YLK

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SC4h = JKZ(yi,.ﬂ - y.:'v.)2'

=1

La variation du facteur B dans le facteur A observée sur la liste de données y est définie
par :

SCB|A - KZ Z yz,j, yz,','

i=1j5=1
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

1

K
=222 Wik = Yige)

i=1 j=1k=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J

K
SCTOT:Z ZyZJk ?/...2

i=1j=1k=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCror = SCA + SCp|aA + SCR.

Nous reconnaissons parmi les quantités définies ci-dessus, des quantités similaires a celles,
SCa, SCg, SCyp, SCr, SCror, Sca, Scg, SCap, SCr €t scror introduites a la section|3.1.2]
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Nous remarquons également que les nouvelles quantités, SCpj4 et scpja, sont liées aux
précédentes par les relations :

SCB|A = SCg + SCyg,

SCB|A = SCB + SCAB.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | nga=1(J—1)
Résiduelle ng=1J(K—1)

H Totale

| npor = IJK — 1]

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s
2 / /
Facteur A sca na s =— fa=—%5 F, ou H;
SCB| 5B
2 B|A B|A 7 7"
Facteur B dans A 5CB|A nBlA | Spa= ——— IBla=—— | Hy ou H,
s . SCR
Résiduelle SCR ng s?% = —
ng
Totale scror nroT
Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :
!
Ho:ag=as=--=a5=0

42

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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4.2 Modéles a effets aléatoires

Sous I'hypothese nulle ﬂ'fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 9‘(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Ho : iy = Boy = -+ = By = bry = -+ = By = 0

contre

H| ¢ 1l existe (ig, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que Bio(io) 7 0.

Sous I’hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet des facteurs B dans le facteur A et
lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil «
du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs ji, a3, ..., ay, 5/15), 6/25), e B;a), 5/1(\2)7 ey 6;(\1), o2 des parametres
p, at, ..., ar, Biay, Bays - Brays Bie)s - B, 0% du modele sont donnés par les

formules suivantes :

,a:}/o,o,o:?) a\i:}/i,op_,aa 1 <Z<]7
Bity = Vije—Yiew, 1<i<I, 1<) < J,
- SCr
2= T — 5%
T Ik -1 °R
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la la liste de données y et notées a(y), aa(y), ..., ar(y),
/611( ) 52 ( )a" 76J(1)( ) 61 ( ) 6J ( ) ( ) desparamétres,u, ag, ..., ay,
Bi1y, Baqr)s - - By, Bi)s - - Buny, 07 du modele se déduisent des formules suivantes :
ﬁ(y) = y',',' = y’ a\l(y) = yi,o,o - ﬂ(’y), 1 < Z X I,
5;(1‘)(9) = Yijio — Yiee 1 <1<, 1<5<
ay) — R 2

4.2. Modeles a effets aléatoires

4.2.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les (3;;) représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des Bj;, les (),
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0%| 4- Pour chacun des couples
de modalités (A;, Bj(;)) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une va-
riable continue. Nous notons n = I X J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
K7J,k:u+ozl+ﬁj(z)+el7]7k, 1= 1[, ]21J, k=1...K

olt Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;) lors du k—eme
essai. Nous supposons que

L (a;) =N(0,0%), Vi,1<i <,
£ (Bin) = N(0,0%4), ¥ (1,0),1 i < T, 1< < T,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :

a; WL a;sii#jet 1 <i,5 <1,
Biy L By si (4, 5) # (k,1) avec 1 <,k < Tet1<j,1<J,
a; L Brgysil<i,j<Tetl<k<J

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(6,5 k), 1 <i< I, 1< < J, 1<k< K, L(ep) = N(0,0?),
et €k 1L €mn si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<l <1<jm<Jetl <k,n<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

1 <I1<k<J et 1 <I<K,
L1 i< J etl<m<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous utilisons les quantités SCa, SCpja, SCr, SCror, sca, scpja, Scr et scror intro-
duites a la section

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4 + SCB‘A + SChp.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B dans A | nga=1(J—1)
Résiduelle ng=I1J(K—1)

H Totale ‘ nror = IJK —1 H
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4.2 Modéles a effets aléatoires

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
scy s>
! !
Facteur A sca na 3?4 = fa= 2—A FH, ou I,
Ssc 52
B|A B|A " "
Facteur B dans A 5CB|A npjA SQB‘A _ TBlA fBla = —2| H, ou H;
nB|A Sk
; - SCR
Résiduelle SCR ng sf% =
ng
Totale scror nroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy:043=0
contre
H, 04 #0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté.

11

}CO:O%;M:O

contre

11

I :0123|A7é0.

Sous I'hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B dans le facteur A et
lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Les estimateurs i, 0%, UJQBI 1, 02 des parameétres p, 0%, UJQBI 1 02 du modele se déduisent
des formules suivantes :

— SCh
2 _ 2
T a-nI -1 Sk
ousj:&, S%M:%et&%:%.
np|A ng

Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), (;%(y), U%\A(y), 3\2(y),
des parametres jui, 03, 04, 0° du modele se déduisent des formules ci-dessus :

AY) = Yeos =T, 04) = 7 (55— sia)

4.3. Modeles a effets mixtes

Pour le plupart des auteurs d’ouvrages sur I'analyse de la variance, voir [Dag98b| a ce
sujet par exemple, un facteur emboité dans un facteur aléatoire doit étre considéré comme
aléatoireﬂ. Ainsi le seul modele mixte possible est le cas ot le facteur A est fixe et le facteur
que nous emboitons dans A, le facteur B, est aléatoire.

4.3.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj(;), les 3;(;), sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance O%Eﬂ 4- Pour chacun des couples de modalités (A;, Bj(;)) nous effectuons
K > 2 mesures d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

}/i’j’k:[t—f—ozi—}-ﬂj(i)—f—éi’j,k, v=1...1, j=1...J, k=1... K,
1

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1

2. Il existe néanmoins certains cas ol nous pouvons utiliser un modeéle mixte ot le facteur emboité est
a effets fixes tandis que le facteur dans lequel il est emboité est a effets aléatoires.
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4.3 Modéles a effets mixtes

ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;) lors du k—eme
essai. Nous supposons que

£ (Biy) =N0,0%1), ¥ (1,§), 1 <i< I, 1< <,
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :
By L By si (4, 5) # (k, 1) avec 1 i,k <Tet 1< 4,1 <J.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(,7,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k <K, L(e;,) =N(0,07),
et € ik AL € mn si (4,7,k) # (I, m,n) avec
1<l<1<ym<Jetl <k n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
By L erym si 1 <o,k < I, 1< ,1<J, et 1 <m< K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait I’objet d’un autre cours.

Nous utilisons les quantités SCa, SCpgja, SCr, SCror, 5ca, Scpja, Scr et scror intro-
duites a la section .11l

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCx + SCpja + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B dans A | nga=1(J—1)
Résiduelle ng=1J(K —1)

H Totale ‘ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s
2 ! !
Facteur A sca na s = — fa= =5~ | Hyoul,
5CB| Sh)
2 BlA Bl|A 17 7
Facteur B dans A SCB|A NBjA | Spa=——— [Bla=—7— | Hy ou I,
np|A SR
; . SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ngr
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy:on=ar=--=a;=0

contre

3, : Nexiste ig € {1,2,..., 1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle ﬂ-C[) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

¥, :0]23‘A=O

contre

It oga #0.

Sous I'hypothese nulle %3 précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp|4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
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4.3 Modéles a effets mixtes

—

Les estimateurs fi, ag, ..., ay, O’%|A7 0? des parametres ju, aq, ..., ay, 0]25,|A, 0? du modele
sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ:}/;,o7.:?7 &\i:Yi,O,._ﬁ; 1<Z<[7

— 1
2 2 2
OBlAT (SB|A - SR) ;
— SC
02 = " =52,
(I-1)(J-1)
SC SC
ot 53, = 2% et §% = 28,
np|A ng
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),
oh4(Y), 02(y), des parametres p, ai, . .., ar, 034, 07 dumodele se déduisent des formules

ci-dessus :

ﬁ(y) = Yo o0 = U, (/)z:(y)
— 1
oha(Y) = e (32B\A - 5%) ;

S v Ty i
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Chapitre 5

Analyse de la variance a trois
facteurs

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [1.1]

5.1. Modéeles a effets fixes

5.1.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Un facteur controlé C' se présente sous K modalités, chacune d’entre elles étant notée
Cy. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons une mesure d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J X K le nombre total de
mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijre = p+ i+ B + v+ (af)ij + (@)ik + (B7)jk + €k

i=1...1, j=1...J k=1...K,
J

I K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0 et Z Ve = 0,
i=1 j=1 k=1

(aB)i; =0, Vje{l,...,J} etZaﬁ =0, Vie{l,....I},

™~

=1

I K
Z(Oﬂ/)zk—o Vke{l,...,K} et Y (a7)x =0, Vi€ {1,...,1},
k=1

K
(BY)jk =0, VE € {1,..., K} et S (BY)ju=0,Vje{l,....J},
=1

.
I
—

M=

Il
i

J
ou Y ;  est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B}, Cy). Nous postulons
les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,7,k),1<i<I, 1<j<J 1<k
[

K, L(Eumk’) = N(0, 0?),
€ijk L € mn si(i,7,k) # (I,m,n) avec 1 <i,1 <1

<
<I1<jm<Jetl1<kn<K.



Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B, Cy)
dans le tableau suivant :

H Facteur A ‘ Facteur B ‘ Facteur C' H Réponse Y H

Ay By 4 Yiia
fil B:1 C:H YI?1,1
Ay B, 4 Yion
fi; B:J (/;1 E/Ijj,l
fil B:’1 C:E Y1:1,2
fi; é] CK YIJK

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

1
SCA = JKZ(K,O,. - K,o,o)z-

=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCB = IKZ(K,],. - K,o,o)2-

j=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur C' est définie par :

K
SCC =1J Z(Ygo,k’ - }/.7.7.)2.

k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

I J
SCAB = K Z Z(}/;,j,o - }/;',o,o - K,j,o + }/‘.7.7.)2'

i=1j=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs B et C' est
définie par :

K
Z(Y;,j,k - Y;,j,o - }/o,o,k + Y;,Q,Q)Q-
1 k=1

SCpe =1

J
]:
Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et C' est
définie par :
I K
SCAC = JZ Z(K,o,k - )/i,o,o - Y;,o,k + Yo,o,o)2-

i=1 k=1
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5.1 Modéles a effets fixes

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K
SCR - Z Z Z &5,k ,], - }/z’,o,k - Y;,j,k + }/z',o,o + K,j,o + Y;,.,k - K,o,o)z'
i=1 j=1k=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J K
SCTOT:Z Z i,5,k 000)2-
i=1j=1k=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCx+ SCp+ SCe + SCuap + SCuac + SCpc + SCp.
La liste y des données expérimentales y1 1.1, ..., Yr1,1,Y1.2.15 - - Y171, Y1,1,2, - - - » YI,7 K Der-

met de construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A ‘ Facteur B ‘ Facteur C' H Réponse Y H

A,y B, Ch Y1,1,1
z‘il ]5:)1 C:H yI,:l,l
Ay By 4 Y1,2,1
z‘iz B:J (}1 yI:J,l
/il él C:Y2 y1,21,2
AI BJ C;K y[,:],K

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

1
SCpA = JK Z(yi,o,. - yo7o7o)2~

=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = IK Z Ye j,0 yo,o,o 2-

La variation due au facteur C' observée sur la liste de données y est définie par :

K

SCc = 1J Z(yo,o,k - y',‘,')2‘
k=1
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

I J
SCAB = KZ Z(yi,j,o ~ Yiee T Yeje + yo,o,o)z-
i=1j=1

La variation due a l'interaction des facteurs B et C' observée sur la liste de données y est
définie par :

J K
SCBc = I Z Z(yo,j,k — Yeo,j0 — Yook + yo,o,o)2-
J=1k=1

La variation due a U'interaction des facteurs A et C observée sur la liste de données y est
définie par :

(yi,o,k — Yie0o T Yook + yo,o7o)2~

M~
M=

SCACc — J

Il
—
e
Il
—

%

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

1
SCr =

J

2

K
Z(ylvjvk - yi?jv. - yi7.7k - y‘?.j?k + yiv.v. + y.7j7. + y.7.7k - y.7.7.)2.
1j=1k=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J

K
scror = Z Z Z(yljk - y-,-,-)z-

i=1j=1k=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCTroT = SCA + SCp + SCo + SCap + SCac + SCpc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-—1

Interaction AB

nAB:(I—l)(J—l

Interaction AC

Interaction BC

)
nAC:(]—l)(K— )
npc = (J—1)(K —1)

Résiduelle

np=(I—-1)(J-1)(K

1)

H Totale

nTOT:IJK—l

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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5.1 Modéles a effets fixes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
5 SCa s4 , /
Facteur A sca na 54 =— Ja=—+ H, ou H;
2
SCp S 1 7
2 B
Facteur B scp np sp=— fB=—% H,y ou H;
sco s2,
2 "1 111
Facteur C sco ne Sc = — Joe=—5 H, ou H,
scap S ) (1)
Interaction AB SCARB NARB 51243 = faB = —23 Hy”’ ou H3
nap Sk
scac s %) (%)
Interaction AC scac Nac 5?40 = fac = % Hy’ ou I3
nac Sk
scpc S ®) ©)
Interaction BC' SCBC nBo SQBC = fBe = % Hy’ ou H3
;. SCR
Résiduelle SCR ngr 82R = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

j‘COZCIl:OéQZ"':CY]:O

contre

H, : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle J-CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I'hypothese nulle IHB est rejetée, nous pouvons procéder
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:pr=Po=-=p8,=0
contre

I, : T existe jo € {1,2,...,J} tel que Bj, 7# 0.

Sous I’hypothese nulle J-Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I’hypothése nulle ng est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9

111

Ho m=n==1x=0
contre

H, 1l existe ko € {1,2,..., K} tel que v, # 0.

Sous I’hypothese nulle ng' précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I’hypothese nulle ﬂ{g' est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

9{(()4) : (045)1,1 = (065)1,2 == (Oéﬁ)l,J = (045)2,1 == (045)1,] =0

contre

HY 1 existe (t0,70) € {1,2,..., 1} x{1,2,...,J} tel que (af3);,, # O.

Sous I'hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fyp est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

H + (ay)11 = (@2 =+ = (@) 1k = (47)21 = -+ = (7)1 =0

contre

H) 1 existe (g, ko) € {1,2,...,1} x {1,2,..., K} tel que (y)iyue # O
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5.1 Modéles a effets fixes

Sous I'hypothese nulle 5{(()5) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fso est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

HE (B = (B2 == Bk = (BY)on = = (BY)sx =0

contre

HO - 11 existe (Go, ko) € {1,2,...,J} x {1,2,..., K} tel que (87)joh 7 0.

Sous I’hypothese nulle %66) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

— e~

Lﬁe\st’lma/tegs ﬁ)&\la;v\a}a BI) "'7ija %7 "'7’71\(7 (aﬁ)l,ly ) (&5)I,Ja (04’7)171, )
(a'y)I,Ku (5’7)1,17 SR (BV)J,K? 02 des paramétres W, &, ..., Oy, 517 ) 6]7 Y5 o -y VK
(aB)ias - (@B)rg, (@Y)1as -5 (@)1 (BY)1as - -5 (B7) sk, 02 du modele sont donnés

par les formules suivantes :

ﬁ:K,o,o:Y,

i =Yiee—f, 1<i<I,

B =VYeje—fi. 1<j <,

Ve =Yeor — i, 1 <k <K,

(B)ij =Yije—Yiee— Yoo+, 1 <i<I, 1<j<
(@ )ir = Yier — Yiew —Yeur + 7 1<i <, 1<k <K,
(BY)jk = Yojb — Yojo—Yeur +/, 1 <j<J 1<k<K,

SCr
(I-1)(J-1)(K-1)

Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), aq(y), ..., ar(y),

B, B ) ), W) @) @), s (@B)1s (), @)1 (w), -+ s (@)1 (w),
B1ay)s -, (B7)ax(y), 0*(y) des parametres p, au, ..., ar, B, ..., By, 71, -, VK,

(aB)its s (@B)rg, (@)1, -, (@V)r1r, (BY)11s - -5 (BY) sk, 02 du modele se déduisent
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

des formules ci-dessus :

(Y) = Yoo = T,

i(Y) = Yieo — i(y), 1 <i <,

Bi(y) = yojo — fily), 1 <5<,

V(YY) = Yoo — H(y), 1 <k <K,

(OB)is(Y) = Yie — Yiww — Yoo +1ily), 1<i <, 1< 5 <,

(@ )r(¥) = Yiws — Yiwo — Yown +A®), 1<i <, 1<k <K,
(BY)ik(Y) = Yojk — Yojo — Yowss +(Y), 1 << J 1<k <K,

-5 SCR

W= T -nE=D *

5.1.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Un facteur contrélé C' se présente sous K modalités, chacune d’entre elles étant notée CY.
Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons L > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I X J X K X L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijes =+ o+ Bi + v+ (aB)iy + (a)ig + (B7) ik + (aBY)ijk + €ijps
i=1...1,j=1...J k=1...K,1=1...L,

I J K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B; =0et Z Ye = 0,

i=1 j=1 k=1
I
Z ;=0,Vje{L,...,J} etZaﬂ =0, Vie{l,..., I},
. "
Za’hk—O VEe{l,...,K} et Y (ay)x =0, Vie{1,...,1},
i=1 k=1
J
S (B9 = 0, Yk € {L,... K} et 3 (87)0 =0, Vi € {1,...,J},
j=1 k=1

M~

(af7)ijr =0, V(4. k) e {1,....,Jr x{1,..., K},

1

-
Il

M~

(aBv)ijre =0, V(i,k) e {1,..., I} x{1,..., K},

<.
Il
—

M=

(aﬁ/y)id,k =0, V(Za]) € {Lvl} X {17'--7‘]}7

=
Il

1

ou Y; j s est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C) lors du [—éme
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5.1 Modéles a effets fixes

essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
v (i7j7k71>71 g ? < [7 1 <] g Ja 1 g k < K7 1 < l < L7 L(Ei,j,k,l) = N(O,U2),

€ijsd AL €mnop si (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m< 1< n<J,1<ko< Ketl<<Il,p<L.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;, Cy)
lors des L essais dans le tableau suivant :

H Facteur A ‘ Facteur B ‘ Facteur C' H Essai n° H Réponse Y H

Ay B Ci 1 Yiiia
/;1 le (;1 L Yl,l:,l,L
fi] él C:'1 1 }/},;,l,l
/;1 le (;'1 L YI,l:,l,L
Ay By Cy 1 Yioia
/i] .B:J C:'1 L YJ,;,LL
1 5, G [ Vom
/;] .B:J C:K L YI,J:,K,L

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

I
SCA =JKL Z(K,o,o,o - Kooo)2~

z:1 ITITY
Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCB =IKL Z(K,j,o,o - Y;ooo)z-

1999

=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur C' est définie par :

K
SCC =I1JL Z(Kﬁ,k,o - Kooo)2~

k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

1959 1090

I J
SCAB = KLZZ(}/;J,O,. - Y;ooo - K,j,o,o + Kooo)2-

i=1j=1
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Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs B et C est
définie par :

SCBC’ =1L Z Z e ke — ,],o,o - }/o,o,k e+ }/o,o,o,o) .

j=1k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et C' est
définie par :

SCAC_JLZZ 1,0,]60_ oo_cho+Kooo)-

=1 k=1

La variation théorique due a I'interaction d’ordre 2 entre les facteurs A, B et C' est définie
par :
I J K
SCapc =L Z Z Z ke — Yijeo— Yieke — Yeiket Yieood Yejeet Yoeko— Yooos)
i=1 j=1 k=1

IRl I Al

La variation résiduelle theorique est quant a elle définie par :
J K L

S(JR_ZZZZ ikl — Yijke).

i=1j=1k=11=1

Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J K L

SCror =33 (Vijki — Yeees)’

i=1j5=1k=11=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SC4+ SCg + SCo + SCup + SCyc + SCpc + SCyupc + SCh.

La liste Yy des données experimentales Yi111,---Y111,0y---5 Y1111, - - -5 Yr11,L,Y1,21,15 - -+
Yr.J1,0, Y1121, - - - Y15k, permet de construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C' H Essai n° H Donnée expérimentale y H

Ay B, 4 1 Y1,1,1,1
/il él C:H L 3/1,1:,1,L
/il él C:’1 1 ?JI,1:,1,1
fil él C:H L yI,l:,l,L
Ay B, 4 1 Y1,2,1,1
fil B:J C:H L yl,;,l,L
/il él C:YQ 1 y1,1:,2,1
fil B:J CiK L yI,J:,K,L
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5.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCqp = JKL Z(yi,.,.,. - yo,o,o,o)2'

=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = IKL Z(y.,j,., - yo,-,o,o)2‘

J=1

La variation due au facteur C' observée sur la liste de données y est définie par :

K
SCo = IJL Z(yo,o,k,o - y',',.7.)2'
k=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

SCAB = KL Z Z(yi,j7o,o —Yieee — Yo jee + yo,o,op)g-

La variation due a 'interaction des facteurs B et C' observée sur la liste de données y est
définie par :

J K
SCpc = [L Z Z(y.,j,k,- - y.,j,.,. y.,.,k ° + y.,.,.,o)z-
j=1k=1

La variation due a U'interaction des facteurs A et C observée sur la liste de données y est
définie par :

I K
SCACc = Z Z yz,o,k,o —Yieee — Yoo ke + yo,o,o,o)Q‘

La variation due a l'interaction d’ordre 2 entre les facteurs A, B et C observée sur la liste
de données y est définie par :

I J K
SCABC = Z Z Z(yi,jk,. - yi,j,o,o - yi,o,k,o - yo,j,k;,o + yi,o,op + yo7j7o,o + yo,qkp - yo,o,o,o)Q-
=1j=1k=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
I K L
=20 0D (Wigkd — Yigke)”

i=1j=1k=11=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J K L
SCror = Z Z Z Z(ywkl - ?/.,.,.,.)2-

i=1j=1k=11=1
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

Scror = SCa + Scp + Sco + Scap + Scac + SCpc + SCapc + SCR.-

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-1
Interaction AB nag=I—-1)(J—-1)
Interaction AC nac =1 —1)(K —1)
Interaction BC npe = (J—1)(K —1)
Interaction ABC' | napec = ({ —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

| Totale \ nror = [JKL —1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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5.1 Modeles a effets fixes
H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
sca 52
! !
Facteur A sc4 na 3124 = — fa= —’24 FH, ou I,
scp s
2 1 1
Facteur B scp np sp=— fB=—% Hy ou H;
sco s2,
2 111 "1
Facteur C sco ne So = — foe=— H, ou H,
scap shi (1) (1)
. 2
Interaction AB SCARB NAR Sap = Jap = 5> | Hy ou Hj
scac shc (5) (5)
. 2
Interaction AC' scac nac Sac = Jac = 5 | Hy” ou H
nac R
SCpC she (6) (6)
. 2
Interaction BC SCpe npc SBo = Jec=—- | Hy oul
SCABC shpc (7) (7)
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = faBc = —5 Hy’ ou H;
nNaABc Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng 3% = —
npR
Totale SCror nror
Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Frédéric Bertrand

Hy:on=ay=--=ar=0

contre

H, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-

tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

qui suit une loi de Fisher a [ — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle 3—([) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy:B=pa==p;=0
contre

3, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I'hypothese nulle fH/O/ précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle ng est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

1

contre

H, Tl existe ko € {1,2,..., K} tel que vy, # 0.

Sous I'hypothese nulle 3—(’0” précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & K — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle f}Cg' est rejetée, nous pouvons procéder a des comparai-
sons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

9{(()4) : (045)1,1 = (045)1,2 == (aﬁ)l,J = (045)2,1 == (QB)I,J =0

contre

FY - 1 existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (aB)ig.jo # 0.

Sous I'hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I — 1)(J — 1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

64 Plans d’expérience



5.1 Modéles a effets fixes

HE - ()i = (0712 = = (@) = (07)21 =+ = (7)1 =0

contre

H) 1 existe (io, ko) € {1,2,..., 1} x {1,2,..., K} tel que ()i ko # 0.

Sous I’hypothese nulle 9{((]5) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a I’aide d'une table, rejet si la valeur fac est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

H 2 (B = (B e == Bk = (BY)21 == (BY)sx =0

contre

HO - 1 existe (o, ko) € {1,2,...,J} x {1,2,..., K} tel que (BY) jo.ko # 0.

Sous I'hypothese nulle ﬂ{[()6) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

j{(()?) : (045’7)1,1,1 = (0657)1,1,2 == (0457)1,11( = (@57)2,1,1 == (0457)1,J,K =0

contre

3 (i, jor ko) € {1,2,. Ty x {1,2,. ., Ty x {1,2, ... K} | (87)ig oo 7 0.

Sous I'hypothese nulle ﬂ-C((]?) précédente d’absence d’effet de l'interaction, d’ordre 3, des
facteurs A, B et C' et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK (L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Lﬁe\stlma/tegs ﬂ) a{\la/\aa}a @\7 B;a %7 /7\’7]\(7 (aﬁ)l,ly R (aﬁ)I,Ja (a/y)l,la )
(V)1 B - (BY) g, (@B, - -+, (@BY)1,0k, 0% des parametres i, au, ..., ar,

Biy ooy By s oo YK (@B)1as -5 (@B) g, (@)1, -5 (@) ks (BY)1as -5 (BY) sk,
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(aBY)111s -+ (@BY)1.0k, 0* du modéle sont donnés par les formules suivantes :
[=Yeeee=7Y,
& = Yieao— i, 1< <1,
By =Yejee— i 1<j <,
Vi = Yeore— M, 1 <k<K,
(;ﬁ)\j =Yijee— Yieoe— Yejee+ i, 1 <1<, j<

—

<i<I, 1<
(aﬁ)/)i,k:Y;,o,k,o_Y;ooo_Y;,o,k,o“‘,U? 1<Z<17 1<k< K
< <

195

(ﬁ,}/)ﬁk‘ = K,j,k,o - K,j,o,o - Yo7-,k,o + ﬁv 1 J < J7 1 < k Ka
(aB’Y),jk = Y,j,k: o }/;_j. o Y; o ke — K7j7k‘7. + )/;70,070 + }/o,] (X} + }/o,gk ° H,
1<i<I, 1<j<J 1<k<K,
SCr
o= DR g2
T IK(IL -1 °R

Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),

B, o Bry) A Tk @), (@) @), - @) (w), @) (), - (7)1 (),
B)1a®): - (37)awc(®): (@B1)111(y), - (@BY)1uc(y). o(y) des paramétres p, ar,

.., Oy, 517 sy 5J7 Yy -y VK, (a/8>1,17 ey (aﬁ)I,Jv (0’7)1,1, sy (a’y)I,Ka (67)1,17 sy
(BY) s, (@BY)111, - (@BY)1.5k, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

a\’b(y) = Yieee — ﬁ(y), 1< < _[7
Bi(Y) = Yo joe — fily), 1 <j <,
%(y) = Yook, ﬂ(y), 1<k < K,

( ) yi,j,o,o - yi,o,o,o - yo,j,o,o + ﬁ(y); ]- < < 1 <
OV)ik(Y) = Yiroso — Yiiwow — Yok + fily), 1<i<T, 1<
BY)oi ( 1<

0567) 7, k( ) yi,j,k,o - yi,j,o,o - yi,o,k,o - yo,j,k . + Yieoe0 + yo,],o,o + yo,o,k,o - /7('!/),

I<i<I<j<J, 1<k<SK
-5 SCR 2

o?(y) = m = Sgp-

Q
viv
i

) - yo,j ) yo,j,o,o - yo,o,k,o + ﬁ(y),

5.2. Modéeles a effets aléatoires

5.2.1. Sans répétition

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «a;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 4. Les j3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
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5.2 Modéles a effets aléatoires

population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les 3;, sont distribués sui-
vant une loi normale centrée de variance 0%. Les 7 représentent un échantillon de taille
K prélevé dans une population importante. Nous admettrons que les effets des Cy, les v,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance oZ. Pour chacun des couples
de modalités (A;, B;, C)) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable
continue. Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yiik=p+a;+ 6+ + (aB)ij+ (ay)ix + (B7Y)jk + €ijik,
i=1...1, j=1...J k=1...K,

ol Y; ;, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B, Cy). Nous suppo-
sons que :

L (a;) =N(0,0%), Vi,1<i <,
L(B;) =N(0,0%), Vj,1<j<
2), 1<k <K,

L ((aB)i; 1<i<I, 1<j<
L((ay)in) = <0 aAc) (4, k),l <i<1I, 1<k<K,
1<j<J, 1<k<

L((B7)k) = N(0,0%0), ¥ (4, k),

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires «;, 55, Yk, (aB)ij, (a7)ik €t (57) k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,7,k),1<i<I, 1<j<J 1<k<K, L(61) = N(0, 02),
ei,j,kJ_Lel,m’nsi(i,j,k);é(l,m,n)avecl<z,l<[,1<], <Jetl1<kn<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires oy, 55, Vi, (fB)ij, (y)ik et (B7),x et des
EITeurs €; ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scap, Scac, SCac, SCr €t scror introduites a la

section [ L1

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
Scror = Sca + SCp + Scc + Scap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H Source Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-—1

Interaction AB
Interaction AC
Interaction BC
Résiduelle

H Totale \

nAB:(I—l)(J—l
nNac = (] — 1)(K —
npc = (J —1)(K —

np= -1/ - 1K 1)

nTOT:IJK—l H

)
)
)

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy 52
! !
Facteur A sca na si = — Ja=— ‘24 5 H, ou H;
na Sap T Sac — Sk
scp 52
11 11
Facteur B sCgp ng Sp=— /B == ZB 5 H, ou H,
np SAB + SBC — SR
sco 52
"1 1"
Facteur C sco ne 320 = — Jo=— 20 5 Hy ou H,
nge SAC + SBC — SR
SCAB 5,243 (4) (4)
. 2
Interaction AB SCARB nap | Sagp = fap = —5~ Hy’ ou H;
scac Shc (5) (5)
. 2
Interaction AC' scac nac | Sic = Jac = 5= Hy’ ou Hj
nac SR
SCBC she (6) (6)
. 2
Interaction BC scpC npc | Spo = o= —5 Hy’ ou Hj
npec SR
;. SCR
Résiduelle SCR nR s% = —
ng
Totale SCror nror
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5.2 Modéles a effets aléatoires

Nous souhaitons faire les tests d’hypothéese suivants :

Hy: 04 =0
contre
H, 04 #0.

Sous I'hypothese nulle IHB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
. (45 + 540 — 53)

Gol () ()

T-0)J-10 (T=DE=-1 T=0D)=1(K=1

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Hy : 0% =0
contre
H| 0% #0.

Sous I’hypothese nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & J — 1 et n” degrés de liberté avec :

2
" (s + She — SR)

Gl (b, ()

T—0J-0 -DK=-D (=D =D(K=1)

Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

111
L2
Hy :06=0
contre
111
.2
Hy 06 #0.

1. Nous utilisons ici 'approximation dite de Satterthwaite.
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Sous 'hypothese nulle 9{8/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & K — 1 et n” degrés de liberté avec :

" _ (31240 + SQBC — 8%)2

G (b))
I-)(K-1) (J-1)(K-1) (I-1)(J—-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

5{84) coip =0
contre

9654) coip # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fyp est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

9(85) c0%0 =0
contre

HP) o4 # 0.

Sous I’hypothese nulle U-C(()S) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C' et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

J’Céﬁ) co0%e =0
contre

9’(56) c0he # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{86) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
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degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs fi, 0%, 0%, 02, 045, 04c, 05, 02 des parametres y, 0%, 0%, 0%, 045,
%0, 050, 0% du modele sont donnés par les formules suivantes :

,a = }/o,o,o = ?7
—~ 1
0% = 57 (84— Shp — Sho + 5%).
—~ 1
0% = 15 (S5 — 545 — Sho + 5%)
—~ 1
0% = 75 (S8 = S4c — Sho + ).
— 1
0B K (Sle 5122) )
— 1
0hc = Wi (Sfxc - 512%) ’
— 1
Ohe = 7 (‘S%C 512;3) ;
= _ SCh o
(I-1)(J-1)(K-1) "%
SCy SCp SCe SCan SCac SCge
2 2 2 2 2 2
= — = -_— = — = — = — t
WSy = = e = S = Sae = S 5 Sk =
¢ _ 5Cr
ngr )

Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ;%(y), c;%(y), c%(y),

9 9 2 P> N 2 2 9 9 2 2 2
UAB(y)a UAC(y)v ‘730(31)7 o (y) des parametres p, 0%, 0%, 0%, 0a4p, Oac, Opc, 0° du
modeéle se déduisent des formules ci-dessus :

oaly) = TK (3,24 shp — Sac + 332) :
- 1

oh(y) = K (323 shp — Spe T 5?%) ;
2 Lo 2 2 2
oe(y) = 77 (Sc — Sac — Spct SR) ;
-~ 1

oap(Y) = e (312413 5?«2) )

- 1

oac(y) = 7 (3310 - 5%{) )

— 1

ohe(y) = 7 (SQBC’ - 3?{) ;

o*(y) = - =5}

I-DJ-D(E-1 °F
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Remarque 5.2.1. Ainsi lorsque les trois facteurs sont aléatoires, et que nous cherchons
a tester 'existence d’un effet de I'un d’entre eux nous devons utiliser une approximation.
Cette situation se démarque nettement de celle ou tous les facteurs sauf au plus un sont

a effets fixes voir les paragraphes [5.1.1] et [5.3.1]

5.2.2. Avec répétitions

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «a;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0. Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les 3;, sont distribués sui-
vant une loi normale centrée de variance 0%. Les ~y; représentent un échantillon de taille
K prélevé dans une population importante. Nous admettrons que les effets des CY, les 74,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance oZ. Pour chacun des couples
de modalités (A;, Bj, Cy) nous effectuons L > 2 mesures d’'une réponse Y qui est une
variable continue. Nous notons n = I x J x K X L le nombre total de mesures ayant été
effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijika =+ o+ B+ v+ (af)ij + ())in + (B7) ik + (@BY)ijk + €ijikis
i=1...1, j=1...J k=1...K,1=1...L,

ol Y; j x, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C) lors du [—éme
essai. Nous supposons que :

L () =N(0,0%), Vi, 1<i<,
L(B;) =N(0,0%), ¥V j, 1 <j<
L () =N(0,02), VE1<k<K,
L((aB)ij) =N(0,0%p), ¥V (1,5), 1 <i< I, 1<j<
L ((ay)ix) =N(0,0%-), ¥V (1,k),1 <i< I, 1<k<K,
L((B)jk) =NO0,05c), V (4,k),1 <j<J 1<k<K,
L ((@B)ijr) = N(0,0%pc), ¥V (1,5,k),1 <i<I, 1<j<J 1<k<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires a;, 55, Yk, (aB)ij, (@V)ik, (B7)ik €t (@B7Y)i k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V (i, k1), 1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, 1<I<L, L(ejrg) = N(0,0%),
€kl L €mnop si (4,7, k,1) # (m,n,0,p)
avec 1 <i,m<I,1<jn<J,1<ko<Ketl<Ilp<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires o, 8;, Vi, (aB)ij, (@¥)ik, (B7)jk €t (BY)ijk
et des erreurs €; 5.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.
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Nous utilisons les quantités sca, scg, sca, SCap, SCac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-

duites a la section

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

scror = SCa + scp + Sco + Scap + Scac + SCpo + Sapc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J-—1
Facteur C ne=K-—1
Interaction AB nag=I—-1)(J—-1)
Interaction AC' nac = I —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J —1)(K —1)
Interaction ABC' | napc = (I — 1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=1JK(L—-1)

H Totale \ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F Décision H
sca s>
! !
Facteur A sC4 na si = — fa=— 5 A 5 FH, ou H;
na Sap t Sac — Sapc
scp 52
1 1/
Facteur B scp np sh=—" B = — 5 B 5 H,y ou H;
ng Sap t SBc — SaBc
sco 52
111 111
Facteur C sco ne 520 = — fo 5 5 ¢ 5 H, ou H,
nec Sac + SBc — SaBc
scap Shi () ()
. 2
Interaction AB SCAB NAR Sap = fap = — Hy’ ou H;
NAB SABc
scac s 5) (5)
Interaction AC' scac NAC 82AC = fac = QAC Hy” ou H;
nac SABC
SCpC she (6) (6)
. 2
Interaction BC SCBC nBe Spo = IfBc = — Hy’ ou Hj
nBc SABC
SCABC 5124 C (7 (7
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = —— fapc = —5 Hy’ ou H;
naBc Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng 32R = —
ngr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy: 04 =0
contre
H, 04 #£0.
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Sous I'hypothese nulle ﬂ'fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementlﬂ une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
' (55 + S%c — SaBc)

) () (hee)
I-1)J—-1) ([U-1)(K-1) ({I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

1
o2
Hy i 0% =0

contre

H| 0% #0.

Sous ’hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementﬁ une loi de Fisher & J — 1 et n” degrés de liberté avec :

2
" (sis + SBe — SaBc)

(e) (he)  (hee)
I-nHJ-1y J-1)(K-1) (I-DIJ-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

11
L2
Hy :02=0
contre
111
.2
H oo # 0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementﬁ une loi de Fisher & K — 1 et n” degrés de liberté avec :

2 2 2 2
% (s%c + SBo — Sagc)

- (SZA(,*)Q n (3230)2 n (3,2430)2
I=DE-1) (J=-DE-1) -1 -1 -1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

6. Nous utilisons ici 'approximation dite de Satterthwaite.
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9{(()4) coip =0

contre

F o4 # 0.

Sous I'hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5
%8)301240:

contre

H o4 # 0.

Sous I'hypothese nulle 3{65) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

9’(86) cohe =0

contre

¥ - %o # 0.

Sous I'hypothese nulle 5—(86) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

7
g'ct()) L 0hpe =

contre

7
f}fg) t ohpe # 0.
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Sous I’hypothese nulle f}C(()?) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK(L—1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 1'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs [i, &1\24, 5]53, (%, J/Z;, U?TC, ag\c, ch\C, o? des paramatres i, 0%, 0%, o2,
045, 040, 0%y 04pc, 0 du modele sont donnés par les formules suivantes :

,a - K,o,o,o - ?7

5 1

0% = 577 (54 = Shp — Shc + Shpo)
> 1

of = TKL (SB Sip — Sho + Sszc> ;
- 1

O-%ZIJL (SC SiC_S%C_{—S?‘XBC)’

—_— 1
Ohe = L (‘S%C SZ&BC) )
— 1
oAc = i3 (53130 512%) ,
(;\2 SChr w2
IJK(L—1) "%
. SC 4 SCp SCe SCap SCuc SCgc
011531— 53_775%:775313:7751240:77‘5%02 )
SC H%C ne naB nac BC
S% g = ABC o 52 = 2R
nNaABC ngr

Ce sont des estimateurs sans biais.

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), aZ(y), JA%(y), a/g(y),

0',243(3/), 0-1240<y)7 0%0(3/)7 0’?430(%/), 02<y) des paramétres 1y 0-1247 0-?37 0%7 0-12437 0-12407 U%Cv

o4 5c, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

(Y) = Yooee =Y,

ai(y ( 4= shp — Shc + 3,24130) ;
oh ( — 84 — $ho + 3?430) ;
a/;(y) = T7L (5?1 — 8% — Sho + Sch) ;
— 1

oap(y) = KL (51243 - 5,2430) 5

ohc(y) = JL (5,240 - 5,2430) )

—_
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— 1

oho(y) = 7L (SBC 312430) )
— 1

oapc(y) = 7 (312430 - 3%) ;
-3 SCR

o*(y) = ;

[JK(L—1) %

5.3. Modeles a effets mixtes

5.3.1. Sans répétition

Il existe deux possibilités : soit deux facteurs sont fixes et un est aléatoire, soit un facteur
est fixe et deux sont aléatoires.

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Les 4 représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des C}, les 7, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance oZ. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons
une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n =1 x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijr =+ ai+ B+ + (af)ij + (@y)ir + (B7)k + €ijiks
1=1...1, j=1...J k=1... K,
I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B =0,
i=1 j
1

J
z(aﬁ)m =0, Vje{l,.. Z
267

=0, Vie{l,..., I},

I
> (ay)ixg =0, Vk € {1,...,K} et

i=1

=0, Vke{l,....K},

ou Y; j 1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C). Nous suppo-
sons que :

L () =N(0,02), V k, 1 < k<K,
L ((O"V)i,k) = N<07 0-/240>7 v (iv k)v 1
L((B7)jx) = N(0,0%0), ¥ (5,k), 1

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 7.
Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

V(1,5,k), 1 <i<I, 1<j<J, 1<k<K, L) =N(0,0%),
€ij L € mn si(i,7,k) # ([,m,n) avec 1 <i,I < I, 1<jm<Jetl <kn<K,

78 Plans d’expérience



5.3 Modéles a effets mixtes

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires i, (y)ir et (87);x et des erreurs €; k.
Dans un modele mixte restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes et
a effets aléatoires, ici aussi bien les (a7);x que les (57);x, ne sont pas mutuellement

I
indépendants a cause des contraintes portant sur leur somme, Z(a’y)i,k =0, Vk €
i=1
J
{1,...,K} et > (By)jk =0, Vk € {1,...,K}. IIs le sont par contre dés que nous ne

=1
les considéronsjpas tous en méme temps.

Certains logiciels travaillent par défaut avec un modele non-restreint dont la définition
est proche mais pas identique a celle du modele précédent.

Nous introduisons le modeéle :

Yije = p+ o + B+ + (aB)ij + (ay)ip + (BY)jk + €ijiks
i=1...0,j=1...J k=1...K,

I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; = 0, Z B; =0,
i=1 j=1
I J
Z(Oéﬁ)@j =0, VJ c {1, . .,J}, Z(Oéﬁ)@j =0, Vi € {1, .. ,I},
i=1 j=1

ou Y; j 1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B;, C). Nous suppo-
sons que :

L () = N(O,a%), Vi 1<k<K,
L((ay)ig) = N(0,030), ¥ (i,k),1 <i<I, 1<k<K,
L((BY)jk) =N(0,0%0), ¥V (4,k), 1 <j<J, 1<k <K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires i, (ay)ix et (87);x
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L(e;1) =N(0,0%),
€ijk L € mn si(i,7,k) # ([,m,n)avec 1 <i,I <1, 1<jm<Jetl <k n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires vy, (ay)ir et (87);x et des erreurs €; ;.
Dans un modele mixte non restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes
et a effets aléatoires, ici les (ay);x et les (57),x, sont mutuellement indépendants.

Il n’existe pas consensus sur une raison statistique qui permettrait de privilégier plutot
I'une ou l'autre de ces deux approches. Nous utiliserons toujours des modeles restreints.
Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scap, Scac, SCBc, SCr €t scror introduites a la

section L1l

Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :
SCToT = SCA + SCp + SCo + SCap + SCac + SCpc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-—1

Interaction AB

Interaction AC

nap — (I— 1)(J— 1
nac = (I —

Interaction BC

npc = (J

“1)(K
_1(

(K

Résiduelle

np=I—-1)(J-1)(K

)
)
)

1)

Totale \

nTOT:IJK—l

H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F Décision H
2 SCA 8124 / /
Facteur A sca na 54 =— Ja= =5~ H, ou H,
nA SAC
2
sc S
2 B B " "
Facteur B sCgp ng Sp=— IB=—5— H, ou H,
nB SBC
2
sc s
2 C C " m
Facteur C sco ne 5S¢ = — Joe=—~5 H, ou H,
2
. SCAB S 4 4
Interaction AB SCARB NARB 3?43 = fag = % f}C(() ) ou ng )
2
. SCac S 5 5
Interaction AC sCac NAC 3310 = fac = % f}f(() ) ou ng )
nac SR
2
. SCpc S 6 6
Interaction BC scpe npo | Sho = fBc = % f]-C(() ) ou ng )
npec SR
;. SCR
Résiduelle SCR np s% = —
ngr
Totale SCroT nror
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Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
Hy:on=ay=-=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle H, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothese nulle f}CE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Ho:Bi=Bo=-=8,=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{8 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 9{8 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

iy
D2
Hy :06=0
contre
111
.2
H, rop #0.

Sous I’hypothese nulle 5—(8/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (I —1)(J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a
I’aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de
la table.

9{(()4) : (065)1,1 = (045)1,2 == (045)1,.] = (045)2,1 == (055)1,] =0

contre

HY 2 1 existe (o, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (fB)s, o # 0.
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Sous I'hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modeéle sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5{(()5) L 0% =
contre

9{55) 050 # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{55) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (/ —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

f}f(()ﬁ) L Ope =
contre

f}dﬁ) co0ho # 0.

Sous I’hypothese nulle ?{((]6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fgo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

- R I - = 5 5 5
Les estimateurs i, oy, ..., ag, B, ..., B, 0, (@B)i1, ..., (aB)1.y, 04c, OBe, 02 des
paramétres p, i, ..., ar, Bi, ..., B, 08, (@B)11, -, (aB)1.1, Thcs 05, 02 du modele

sont donnés par les formules suivantes :

ﬂ:Y;,o7o:?7
a\i:Y;,O,o_,aa1<Z‘<I7B;:Y;,j»'_ﬁ71<j<‘]’
-5 1

2 = 2 Q2

aC_U(SC Sh)

7 ).
The = 7 (She— 5%,

o~ SCr
(I -1)(J-1)(K-1)

— S2.
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SC SC SC SC
ou sz 30 g _SCic g _ SCoo o SOk
C npc nR
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), aq(y), ..., ar(y),
Bi(y), -, Bs(y), 02(y), (@B)1a(y), .-, (aB)1s(y), ohc(y), 0B (y), 0>(y) des para-
metres p, oy, ..., ar, B, ..., By, 08, (@B, -, (@B)1.g, 040, 0he, 0 du modele se

déduisent des formules ci-dessus :

O%'(y> = ﬁ 5% - S?%) )
(aB3)ij(Y) = Yijo — Yiwo — Yojo + 1Y), 1 <i <, 1< 5 <,

2
<3Ac - 33) )

(y) = T-1)(J —Rl)(K 1y - i

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj, les 3;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les v, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des Cj, les 7., sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance ¢2. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj, Ci) nous effectuons une mesure d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijk =+ ai+ B+ + (af)ig + (@y)ir + (B87)k + €ijks
1=1...1, j=1...J, k=1... K,
I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I

I
Y (aB)i; =0, Vje{l,....J} et > (a7)ix =0, Vk e {1,...,K},

i=1 =1

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy). Nous suppo-
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sons que

L(BJ)ZN((LOJQB): \V/ja <]
L(m) =N(0,02), VE 1<k

L((aB)iyj) =N(0,0%p), V (i,5),1 <i< I, 1<j<,
L((ay)ir) =N(00,06%,), ¥V (i,k),1<i< I, 1<k <K,
L((B7)ik) =N(0,050), ¥ (k)1 <j < J 1<k <K,
ainsi que l'indépendance des effets aléatoires f5;, i, et (87);.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
v (i,7,k),1 <1, 1<j<J, 1<k<K, L ) =N(0,0%),

eiJ’kJ_I_q’m,nsi(z,y,k)#([,m,n)avecl I<I,1<jm<Jetl<kn<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, i, ()i, (ay)ix €t (B7);x et des erreurs
€i7j7k'
Dans un modele mixte restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes et

a effets aléatoires, ici aussi bien les (af3);; que les (a7);x, ne sont pas mutuellement
I

indépendants & cause des contraintes portant sur leur somme, Z(O‘5>i,j =0, V) €
i=1

I
{1,...,J} et D> (a7)ix = 0, Vk € {1,...,K}. IIs le sont par contre dés que nous ne

les considérons pas tous en méme temps.

Certains logiciels travaillent par défaut avec un modele non-restreint dont la définition
est proche mais pas identique a celle du modele précédent.

Nous introduisons le modeéle :

Yijik=p+a;+ 6+ + (aB)ij+ (a)ir + (B7)k + €k
i=1...I, j=1...J k=1...K,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1

ou Y; j i est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B, C). Nous suppo-
sons que :

L(B;) =N(0,0%), Vj1<j<
L () =N(0,02), VE1<k<K,

L ((B)i;) =N(0,0%p), ¥ (i,§),1 <i< 1, 1<j<
L ((oy)in) = N(0,0%,), ¥ (i, k),1<i< I, 1<k <K,
L((B7)jk) =N(0,050), ¥V (4,k),1<j<J, 1<k <K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, vk, (af)ij, (y)ix €t (57);k
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J 1<k<K, L(e”k) N(0, 02),
€ij L € mn si(i,7,k) # ([,m,n)avec 1 <i,I < I, 1<jm<Jetl <k n<K,
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5.3 Modéles a effets mixtes

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, v, ()i, (ay)ix €t (B7);x et des erreurs

627J7k

Dans un modele mixte non restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes

et a effets aléatoires, ici les (af);; et les (ay);x, sont mutuellement indépendants.

Il n’existe pas consensus sur une raison statistique qui permettrait de privilégier plutot
I'une ou l'autre de ces deux approches. Nous utiliserons toujours des modeles restreints.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies.

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scap, Scac, SCpc, SCr €t scror introduites a la

section B LTI

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCToT = SCA + SCp + SCo + SCap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nec=K-—1
Interaction AB nag =1 —1)(J—1)
Interaction AC' nac =1 —1)(K —1)
Interaction BC npe = (J —1)(K —1)
Résiduelle ng=UI—-1)(J—-1)(K—-1)

H Totale ‘ nror = IJK —1 H
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H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
sca s>
! !
Facteur A sca na 3?4 = — fa 5 ‘24 FHy ou H;
nA sap t Sac — Sk
SCB S 1" "
2 B
Facteur B scp np sp=— B = Hy ou H;
nB SBC
SCco S 1 1"
2 C
Facteur C sco ne So = — Jo=—— H, ou H,
77,0 SBC
SCAB 8,243 (4) (4)
. 2
Interaction AB SCARB nag | Sagp = fap = 5~ FHy” ou H;
nap Sk
SCAC 5,240 (5) (5)
. 2
Interaction AC' sCac nac | Sic = Jac = 5 Hy” ou IH;
nac SR
scpc she (6) (6)
. 2
Interaction BC SCBC npc | Spo = fBc = —5~ FHy’ ou H;
- SCR
Résiduelle SCR ngr 82R = —
nR
Totale scror nroT
Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :
!
Ho:ag=ar=--=a;=0

contre

3, : N existe ig € {1,2,..., 1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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5.3 Modéles a effets mixtes

qui suit approximativement une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
' (sip + s3c — S%)

() (5) ()

(I-1)(J—-1) * I-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table. Lorsque ’hypothéese nulle .‘}Cé) est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9

Hy 0% =0
contre
H| 0% #0.

Sous ’hypothese nulle 5—(8 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

i . 2 .
fHO oo = 0
contre

111
.2
H, 0z #0.

Sous 'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

HY 62, =0
contre

9‘(54) co4p #0.

Sous I’hypothese nulle U—C(()4) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

7. Nous utilisons toujours 'approximation de Satterthwaite.
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H 02, =0
contre

9{55) 050 # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{(()5) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

}C(G c 050 =0
contre

¥ . %o # 0.

Sous ’hypothese nulle 9{86) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1)et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs i, ay, ..., a1, 0%, 02, 045, Oac, Osc, o2 des paramétres i, a1, ..., Qf,
0%, 0k, 045, 040, 050, 02 du modele sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ = Yo,.,. =1,
a;=Yiee— [, 1 <1<,
- 1
oh = 777 (S5 = Sho) . 0t = 75 (52 — Sho)
— 1
ohp = K (S,%lB 812%) )
— 1
Thc = Wi (Sic - 512%) ,
— 1
Ohe = 7 (51290 S?z) ,
— SC
02 = R = S7.
T—1 - K -1
SCpg SCc SCap SCac SCpc SCr
ot §% = —2, 52 LSy =2 5 = 52 = et 5% = —=.
B ng  2C T ne | CAB T T PAC T T BC = T e R= T
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),
‘7129(9) Uc(y) UAB(?J) UAC(?J) UBC(’!/) 02( ) des parametres pi, o1, ..., g, 0p, 0¢, Oap,
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5.3 Modéles a effets mixtes

%oy Ohe, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

3(y) = 17 (55— she) . 02 (y) = 75 (58 — she) -
o) = - (% — %)
o) = = (e — k).
o) = 7 (he — %)

oY) = T-DJ-1(K-1) i

Remarque 5.3.1. Ainsi lorsque deux facteurs sont aléatoires, et que nous cherchons a
tester I'existence d’un effet du troisieme facteur, ici a effets fixes, nous devons utiliser une
approximation, ici celle de Satterthwaite. Cette situation se démarque nettement de celle
ou tous les facteurs sauf au plus un sont a effets fixes.

5.3.2. Avec répétitions

Il existe deux possibilités : soit deux facteurs sont fixes et un est aléatoire, soit un facteur
est fixe et deux sont aléatoires.

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;. Un
facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;. Les
i représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population importante. Nous
admettrons que les effets des Ck, les v, sont distribués suivant une loi normale centrée
de variance ¢Z. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons L > 2
mesures d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n =1 x J x K X L
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijrg = p+ o+ B + v + (B)ig + (@)ik + (B7)jk + (BY)ijk + €ijnas
i=1...1,j=1...J k=1...K, l=1...L,
I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0,
i=1 Jj=1
I

S (af)i; =0, Vje{l,....J},

M~

(aB);; =0, Vie{l,...,I},

1=1 j=1
I J
Y (ay)ix=0, VEe{l,..., K} e Z(ﬁv) =0, Vke{l,...,K},
i=1 =
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

M~

(aB7)ije =0, Y(5, k) € {1,...,J} x{1,..., K},

.
I
_.

M~

(afBv)ijk =0, V(i,k) e {1,..., I} x{1,..., K},

1

.
Il

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A4;, B;, Cy) lors du [—éme
essai. Nous supposons que :

L () =N(0,02), VE1<k<K,

L((ay)ix) =N(0,0%:), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
L((B7)in) =N0,050), ¥V (7,k),1<j < J, 1<k <K,
L ((aﬁ/y)i,j,k) = N(070-124BC)7 v (i7j7 k)vl < 1 < ]7 1 < .] Ja 1 k< S K7

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires .
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(zajakal)ﬂ1<2<17 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N<Oa02)a

Eijklﬂ—emnopSi(ijakl)%(mnop)
avec 1 <i,m <[, 1< <J,1<ko< Ketl<l,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires v, (ay)ix, (57),k €t (B7)i ik et des erreurs
€i7j7k7l'

Dans un modele mixte restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes
et a effets aléatoires, ici aussi bien les (ay);x que les (87),x et que les (af7)ijk, ne

sont pas mutuellement indépendants a cause des contraintes portant sur leur somme,
I J I

Z(a’y)i,k =0, Vk € {1,...,K} et Z(BV)M =0, Vk € {1,...,K},Z(a6’y)i,j,k =
i=1

i=1 j=1

0, ¥(j, k) e{1,...,J}><{1,...,K},i(am)i,j,k:o, V(i k) e {1,.... I}y x {1,...,K}.

Ils le sont par contre des que nous ne les considérons pas tous en méme temps.

Certains logiciels travaillent par défaut avec un modele non-restreint dont la définition
est proche mais pas identique a celle du modele précédent.

Nous introduisons le modele :

Yiika =p+ o+ B+ v+ (af)ij + ())ik + (B7) ik + (@BY)ijk + €ijkis
i=1...1, j=1...J k=1...K, l=1...L,

I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0,
i=1 j=1
I J
Z(O&ﬁ)@j = O, \V/j - {1,...,J}, Z(O&ﬁ)@j = O, Vi € {1,...,]},
i=1 j=1

ou Y; j 1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B;, C). Nous suppo-
sons que :

L((ay)in) = N0,0%.), ¥V (i,k),1<i< I, 1<k <K,
L((B7)5) = N(0,05c), V (k). 1 <G < T 1S ESK,
L((aﬁry)ljk) :N(O OABC)7 V<Z7j7k) 1 <Z<I7 1<] < ‘]7 1 <k<K7
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5.3 Modéles a effets mixtes

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires vi, (y)ik, (87)jk, (@B7)ijk-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i 5,k 0),1<i< I, 1<j<J, 1<k< K, 1<I<L, L(6;%1) = N(0,0?),

€kl AL €mnop st (4,7, k, 1) # (m,n,0,p)
avec 1 <i,m< 1< jn<J,1<ko<Ketl<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires i, (a)ix, (87)jk €t (57)i,k et des erreurs
€5kl

Dans un modeéle mixte non restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets
fixes et a effets aléatoires, ici les (ay)ix, les (87),x et les (aB7v); k. sont mutuellement
indépendants.

Il n’existe pas consensus sur une raison statistique qui permettrait de privilégier plutot
I'une ou l'autre de ces deux approches. Nous utiliserons toujours des modeles restreints.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous utilisons les quantités sca, scp, sco, scap, Scac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-
duites a la section [5.1.2

Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :
SCToT = S8CA + SCp + SCo + SCap + SCac + SCpc + SCaBc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J-—1
Facteur C nc=K-1
Interaction AB nag =1 —-1)(J—-1)
Interaction AC nac = (I —1)(K —1)
Interaction BC npe = (J—1)(K —1)
Interaction ABC' | nape = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—1)

| Totale nror = IJKL — 1 |
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
sca s
2 ! !
Facteur A sC4 na 5= — fa= =~ F, ou H;
scp s
2 1! 1
Facteur B scp np sp=— fB=—" Hy ou H;
nB SBC
sco s2,
2 111 "1
Facteur C sco ne Se = — Jo=— H, ou H,
SCAB S ) ()
Interaction AB SCAB NAR 31243 = faB = TB Hy” ou H;
NAB SaBc
SCAC 3,240 (5) (5)
. 2
Interaction AC' scac NAC Sac = Jac = 5 | Hy” ou 3
nNac Sk
SCBC sho (©) (6)
. 2
Interaction BC SCBC npc SBc = Jec=—- | Hy oul
SCABC shpc (7) (7)
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = Jfapc = —5— | Hy’ ou H;
naBc Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng 32R = —
ngr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
Hy:onm=ay=--=ar=0

contre

H, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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5.3 Modéles a effets mixtes

qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothese nulle f}CE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Hy :fr=PBa=-=8;=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que Bj, 7 0.

Sous I'hypothese nulle 5—(’0/ précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J—1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I'’hypothese nulle }Cg est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

11
L2
Hy :02=0
contre
111
.2
Hy rop #0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & K — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

He : (aB)1s = (aB)1z =+ = (aB)1s = (af)21 = -+ = (aB)r; =0

contre

HW 1 existe (io, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que (af)ig.jo # 0.

Sous I’hypothese nulle 5—(84) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.
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5
%8)301240:

contre

9{55) co%o # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{(()5) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil « du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f o est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

6
%8)30%02

contre

}(56) c 0% # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{(()6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J — 1)(K —1) et I[JK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fge est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

7
9{6)50,2430:0

contre

9{57) t 0hpe # 0.

Sous I'hypothese nulle 5{((]7) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK (L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

. PO —~ N N e S S
Les estimateurs fi, aq, ..., &g, B, -, B1, 08, (@f)11s -, (@B)1.y, O4cs OBy Oape, 02
des paramétres p, aq, ..., ar, Bi, ..., By, 02, (aB)11, .-, (@B)1.5, 040, 080, TApe, 02
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du modele sont donnés par les formules suivantes :

f=Yeeee =Y,
a\i:}/i,.,.7._/fb7 1 -[ 63— e.je ﬂ, 1<]<J;
) 1
2 = 2 Q2
O_C_IJL (SC SR)?
(Oéﬁ)l,j = }/;',j,o,o - K,o,o,o - K,j,o,o + ,au 1 < 1 < [7 1 g] < J7
— 1
Thc = TL (Sic - 512;:) ’
— 1
Oho = 1L (SJQBC - S?z) ’
— 1
oApc = i3 (Sch S?z) ’
o2 SCr 52,

SCe SCac SCpe SCapc SCr
on % ="—2 S =" Sk = —2, Shpe = et §% = —=.
e T e TP npe T TAPYT nupe nr
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues - pour la liste de données Y et notées u(y), a(y), ..., ar(y),
Buw), .. Bi(y), 02(y), (@B)iay). .. (@B)11(y), Pic(¥), he(y), Tpe(y), o2(y) des
parametres Hy, @y .oy O, ﬁla SRR ﬁ]a 0%’7 (Ckﬁ)l,l, R (QB)I,Ja 0,2407 U%C? 0-124307 o® du

modeéle se déduisent des formules ci-dessus :

ﬁ(y) = Yo,000 = U
Qi(Y) = Viooo — 1Y), 1 <i< I, Bj(Y) = Yojoe —(Yy), 1 <j<

7() = 757 (%~ %),

(aB)i;(Y) = Vijoo — Yiwws — Yojon+ 1, 1 <i<I, 1<5<

Frow) = 5 (o — ).
o) = 77 (she — 53).
PFinc) = 7 (hae — %),
o2 (y) = UKS(C;_D = sh-

Deuxieme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj, les 3;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les v, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des C, les 7, sont distribués
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

suivant une loi normale centrée de variance ¢2. Pour chacun des couples de modalités
(A;, B, Ci) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijki=p+ 0+ B+ v+ (af)ij + (7)ir + (BY) ik + (@BY)ijk + €ijikis
i=1...0, j=1...J k=1...K,1=1...L,

I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I I
d(aB)i;=0,Vie{l,....,J} et > (a7)ir =0, Vk e {1,..., K},
i=1 =1
I
S (aB7)ije =0, V(5. k) € {1,...,J} x {1,..., K},

i=1

ou Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B;, Cy) lors du [—éme
essai. Nous supposons que :

L(B;) =N(0,0%), Vj,1<j<
L () =N(0,02), V k1< k<K,
L ((aB)ij) =N(0,0%p), ¥V (i,7), 1 <i< I, 1<) <,
L((ay)ix) =N(0,0%:), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
L((BY)jk) =N(O0,038¢), ¥V (5,k), 1 <j<J, 1<k <K,
L ((aB7)ijr) =N(0,0%p0), ¥ (1,5,k),1 <i<I, 1<j<J, 1<k<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, v et (57); k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Z,j,k‘,l),lézé[, 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N<OaO—2)a

€i gt L €mnop si (4,7, k,1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m<I,1<jn<J, 1<ko<Ketl<lp<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 5}, Vi, (aB)ij, (@Y)ik, (B7)ik €t (BY)ijk
et des erreurs €; .

Dans un modele mixte restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes
et a effets aléatoires, ici aussi bien les (af);; que les (), et que les (afB7v); x, ne

sont pas mutuellement indépendants a cause des contraintes portant sur leur somme,
I

S (aB)i; =0, Vj e {1,....J}, ch » =0, Vk € {1,...,K} et Zam”k =

=1

0, V(5,k) e {1,...,J} x{1,.. K} Ils le sont par contre dés que nous ne les considérons
pas tous en méme temps.

Certains logiciels travaillent par défaut avec un modele non-restreint dont la définition
est proche mais pas identique a celle du modele précédent.
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5.3 Modéles a effets mixtes

Nous introduisons le modéle :

Yiika=p+ 0+ B+ v+ (af)ij + (a))ik + (B7) ik + (@BY)ijk + €ijkis
i=1...1, j=1...J k=1...K, l=1...L,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1

ol Y; ;, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy). Nous suppo-
sons que :

N0 A1 <k

L ((aB)ig) =N(0,0%5), ¥V (1,4), 1 <i< I, 1 <j<
L((ay)ix) =N(0,0%0), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
L((BY)in) =NO0,08c), ¥V (4, k), 1 <j<J, 1<k <K,

L ((afy)ijr) =N(0,0%p0), ¥V (1,5,k),1 <i< I, 1<j<J, 1<k<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires 5;, vk, (aB)ij, (a7)ik, (B7);k €t (@BY)ijk-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(27]7kal>71<Z<]7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(€i,j,k,l>:N(070—2>7
€i,5,k,l AL €m,n,0,p s1 <27]7k l) 7é (m n,o p)
avec 1 <i,m< 1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires 5;, Vi, (aB)ij, (@Y)ik, (B7)ik €t (@BY)ijk
et des erreurs € ;.

Dans un modele mixte non restreint, les effets aléatoires croisant des facteurs a effets fixes
et a effets aléatoires, ici les (af);;, (y)ix et les (B7)ijk, sont mutuellement indépen-
dants.

Il n’existe pas consensus sur une raison statistique qui permettrait de privilégier plutot
I'une ou l'autre de ces deux approches. Nous utiliserons toujours des modeles restreints.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, scap, Scac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-
duites a la section [5.1.2

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
ScToT = SCA + SCp + SCc + SCap + SCac + SCc + Sapc + SCr.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H Source Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J-—1
Facteur C noc=K-1

Interaction AB

nap = —1)(J - 1)

Interaction AC

Interaction BC

nNac = (I— 1)(K— 1)
npgc = (J —1)(K —1)

Interaction ABC

Napc = (] — 1)(J — 1)(K — 1)

Résiduelle

np=1JK(L—1)

H Totale

nTOT:[JK—l

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :

98

Plans d’expérience



5.3 Modéles a effets mixtes

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F Décision H
sca s>
! !
Facteur A sc4 na si = — fa=— 2’4 5 FH, ou H;
na Sap t Sac — Sasc
scp s
2 1! 1
Facteur B scp np sp=— fB=— Hy ou H;
nB SBC
sco s2,
2 111 "1
Facteur C sco ne So = — Jo=—5— H, ou H,
nC SBC
SCAB S ) ()
Interaction AB SCARB NAR 5?43 = faB = — B Hy” ou H;
NAB SABC
scac s 5) - 3c(5)
Interaction AC' scac nac 3?40 = fac = 2AC Hy” ou I3
nac SABc
SCpC she (6) (6)
. 2
Interaction BC SCpe nBco Spo = o= —5~ Hy”’ ou H;
SCABC 5?4 c (7) (7
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = —— fapc = —5— Hy’ ou H;
nNaABc Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng 3% = —
npR
Totale SCror nror
Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :
!
Ho:ag=as=---=ar=0
contre
/ . .
H, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

Sous I'hypothese nulle f}fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
’_ (s%p + Shc — %)

(he) . (he) . (h)
I-0HJ-1) (-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table. Lorsque I’hypothese nulle 5{6 est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy:05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle 5{/0/ précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J—1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

moo92
Hy :06=0
contre
11
.2
H, o #0.

Sous 'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

9{(()4) coip =0
contre

9{54) co4p #0.

Sous 'hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J —1)(K —1)

8. Nous utilisons toujours I’approximation de Satterthwaite.
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5.3 Modéles a effets mixtes

degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5
9{(())3‘7%0:

contre

fJ'C§5) 050 # 0.

Sous I’hypothese nulle U—C(()E’) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

J’Céﬁ) co%e =0

contre

5{56) c0ho # 0.

Sous I'hypothese nulle 5-6[()6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K — 1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

7
fH(()) L 0%pe =

contre

7
fHE) t 0hpe # 0.

Sous I’hypothese nulle ﬂ{(()?) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C' et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK(L—1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 1'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

— — — — — — —
Les estimateurs fi, ay, ..., 07, 0%, 02, 045, 0acs Osc, Oapo, 02 des parameétres u, ay, . . .,
ar, 0%, 0%, 0Ap, 040, 0ho, 0o, 0 du modele sont donnés par les formules suivantes :

ﬂ — Yo,o,o . ?
_

0 = Yieee 1<i< I,
cﬁzi(s2 S3e) ﬁzi(s - $30),
B IKL B BC ) » C IJL C
— 1
0AB KL (5313 812430) ’
— 1
Tho = TL (Szxc Sch) ,
— 1
2 (e 2
— 1
o4BC i3 (Sch 812%) ’
IJK(L—1)
SCp SCeo SCap SCac SCpe SCapc
ol S5 =""2, 82 =" 5, =" 5% = LSt = S, =
I 7 e AT g 7Y Tnue PO e PABCT e
et S; = iy
nr
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues s pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
UB<y)7 Uc(y)a UAB(y)a UAC(?J)7 05c(Y), ohpc(y), 0*(y) des parametres p, o, ..., ar,

0%, 02, 045, 040, 080, Taine, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

~

:u(y) = Ye,0,0,6 — Y,

T(Y) = Yiews — fily), 1 <i <1,
2
B

They) = = (sho — %)
Finc®) = 1 (Fipc — %)
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Chapitre 6

Analyse de la variance a trois
facteurs totalement emboités

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [1.1]

Nous sommes dans la situation particuliere, semblable a celle du chapitre [} ou les effets
des niveaux du facteur B n’ont pas de signification concrete, par exemple ces niveaux
dépendent du niveau du facteur A considéré et une étude des effets principaux du facteur B
n’a pas de pertinence. Nous compliquons la situation en rajoutant un niveau d’imbrication
par rapport aux modeles exposés au chapitre [l Ainsi le facteur C' est emboité dans le
facteur B qui lui méme est emboité dans le facteur A.

Un tel plan d’expérience est dit complétement hiérarchisé ou totalement emboité[] 11
n’est utilisable que si nous disposons de répétitions. Dans le cas contraire ot les essais ne
seraient pas répétés, l'effet dii au facteur C' ne pourra étre étudié et le modele que nous
devrons utiliser pour étudier les données sera I'un de ceux exposés au chapitre [4]

Pour signaler cette situation particuliere, nous notons les effets du facteur B par ;) et
ceux du facteur C' par vi(j())-

6.1. Modéeles a effets fixes

6.1.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur contrélé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Un facteur controlé C' se présente sous
K modalités, chacune d’entre elles dépendant du niveau Bj(; du facteur B et donc du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Cjy;(;)). Pour chacun des couples de modalités
(As, Bjiiy, Crjgiy)) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable
continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

1. en anglais completely nested model ou completely hierarchical model.



Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Nous introduisons le modéle :

Yijht = o4 i+ i) + k(i) + gy
i=1...0,j=1...J k=1...K, 1=1...L,
I J
avec les contraintes supplémentaires » a; =0, > B4 =0, Vie {1,..., I},
i=1 =1

K
et > gy =0, VG, 5) € {1,..., I} x {1,...,J},
k=1

ol Y; jx, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Cr(j))) lors du
[—eme essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,7,k0),1<i<I, 1<j<J, 1<k< K, 1<I<L, L(6;51) = N(0,02),
€i gl L €Emnop si (4,7, k,1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m <1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude

de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(), Cr(j)))
lors des L essais dans le tableau [6.11

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :
I
SCA = JKL Z(E,.,o,o - K,o,o,o)Z'
i=1
Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B dans A est définie par :
I J
SCB\A = KLZ Z(Y;,j,op - }/i,o,o,o)2-

i=1j=1

La variation théorique due au facteur C' dans B qui lui-méme est emboité dans A est
définie par :

K
Z (}/;7_771670 - }/;7j7o,o)2-

1k=1

SCcipja =L

I
=17

J

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K
SCr=1L Z Z Z(YM}M — Yijke).
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6.1 Modéles a effets fixes

9310qUId
Juowa)[duos wed un,p SINoloe] SI0I} SOP XIBIAIU SOP UOIJOUO]J U A SO[RIUOWILIOAXD S99UUOP P 93SI[ B[ op uoIjejuasolday] — 7'9 d1dV],

TMTIf TT1rIf TMTIf TTTIf T TT1r10 7 s TMTIf TT11f
Huﬁ.\&m 1:.:3 R Gﬁ.ﬁS T'T'T'IR 3&.\.,5 3%5 . . 311/ T'T'T'1IA
: ((Dr)x1r 7 7 (D)1 : : (D01 7 7 (DD : 7 7 : (M 7 7 (M1 : : (WD 7 7 (D1 :
: Drg [ g L[] Wrg [ Wi :
: v [ 1 v |
9)I0qUId

Juow[dmos ued Un,p SINOJOR}] SIOI} SOP XINRBOATU SOP UOI}OUOJ U0 osUOdOI op SOII0YRI[R SO[(RLIRA SOp UOIIRIUASOIdOYy — 1°9 ATAV],

[

qu::m\w q;,\q\w %x;q\w j;q\w qu:;\w q{z.\w 7 qu?;\w T
Gﬁ.\:ﬁ 13.&% Huw.:\ﬂ H{?\ﬂ Huw.\;ﬂ\w Siﬁ Huﬁ.?\w H{?\w
: (D 7 7 (D)1 : : (DD 7 7 (@1 : 7 7 : : (G275 7 7 : (M 7 7 (M1 :

= g
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Enfin la variation totale théorique est égale a :

J K L
SCror = 4 Z Z Z(Y;,j,k,l - Y-,-,-,o)Q-

@
I
—
<
I
—
ES
Il
—_
—
Il
—

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SCy + SCB\A + SCC|B|A + SChp.

La liste y des données expérimentales y1 111, -+ -, Y1,1,0,0, - s YL1005 - - > YT 1L Y1,20,15 - - -
YrJ1.L, Y1121, - Yrak.L bermet de construire le tableau qui est une réalisation du
tableau [6.1]

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

1
SCp = JKL Z(yi,.,.,. - yo,o,o,o)2-

=1

La variation due au facteur B dans A observée sur la liste de données y est définie par :

I J
SCB|A =KL Z Z(yi,j,o,o - yi,o,o,o)2-
i=1 j=1

La variation due au facteur C' dans B qui lui méme est dans A observée sur la liste de
données y est définie par :

K
SCC|B|A = L Z(yiaj’k7. o yiyjy.v.)Q'
i=1j=1k=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I J

K
scp = L Z Z Z(yz‘,j,k,l - yi,j,k,O)Q'

i=1j=1 k=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J

K L
SCror = Z Z Z Z(yi,j,k,l - y.,.,.,.)Q-
k=1

i=1j=1 =1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

Scror = SCA + SCp|a + SCo|B|a + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | npga=1(J—1)
Facteur C dans B | ngpja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)
| Totale | ngor =1JKL—1 |
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6.1 Modéles a effets fixes

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 . ! /
Facteur A sCa na 54 =— Ja=—+ FH, ou H,
5CB| Sh
2 . B|A __ °B A 7 "
Facteur B dans A 5CB|A npB|A Spla = —— IBlA = —5 H,y ou H;
SCc|B| scip
2 C|B|A C|B|A 1 "
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= feBla = —5 H, ou H;
nc|BlA Sk
;- SCR
Résiduelle SCR ng sfz —
ngr
Totale scror nNrorT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
Hy:on=ay=-=ar=0

contre

3, : Nexiste ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle fHE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a [ — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle 3, est rejetée, nous pouvons procéder & des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho : By = Boy = -+ = Byy = By = -+ = By = 0
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

contre

H, : Nexiste (io, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que Bjy(i0) # O.

Sous I’hypothese nulle .’J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpj4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fp|4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

111

Ho = maa) = 200y = - = VKAQW) = NaE) = = VK@) =0

contre

. 3 (io,jo,ko) & {1,2,,]} X {1,2,,J} X {1,2,,K} ‘ Yko (o (i0)) #0

1

I

Sous I’hypothese nulle }Cg/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d'une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I[J(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs g, ay, ..., ay, ﬁ/l\ o B/J(\I), VAW -« -5 VRIS o2 des paramétres
Wy a1, .y, Biay, -, Baays ay)s - YKID) o? du modele sont donnés par les

formules suivantes :

ﬁ/j(\z) = 1/ri,j,o,o - }/z,o,o,u g Z < [7 1 < ] § J,
TG@) = Yijre = Yijee 1 <i<I, 1<j<J 1<Ek<K,
SCr
o2 =R 2
T IK(IL -1 °R
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ai(y),
51 1) ( )y - @] (), v (1(1))(y), o 'VK( (1 ))(y), 0%(y) des parametres u, oy, ..., oy,
By, - - - 5 T Y1) - -+ VKD o? du modele se déduisent des formules ci-dessus :
ﬁ(y) = Yo,0,06 — @,
a\l<y) = Yie00 — ﬁ(y)a 1 < { < [>
5]()( ) = VYi,jo0 — Yieee, 1 < 1 < I, 1 < ] < J,
VoG (Y) = Yijhe — Yijoer 1 <i<I, 1<j<J 1<k<K,

2 _ SR _ 2
W= R -1
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6.2 Modéles a effets aléatoires

6.2. Modéeles a effets aléatoires

6.2.1. Avec répétitions

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les a;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les Bjcy représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les
effets des Bj), les B, sont distribués suivant une loi normale centrée de variance a?gl A-
Les 7i(j(i)) représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population impor-
tante dépendant du niveau Bj(; du facteur B et donc du niveau A; du facteur A. Nous
admettrons que les effets des Cji)), les Yi(j)), sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance aé‘ BlA- Pour chacun des couples de modalités (A;, Bj), Cr(j(:))) nous
effectuons L > 2 mesures d’'une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons
n=1xJ x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijre: = 1+ i + By + (i) + €k
i=1...1,j=1...J k=1...K, l=1...L,

olt Y; jr; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Ck(j(iy)) lors du
[—eme essai. Nous supposons que :

£ (a;) =N(0,0%), ¥i,1<i<I,
£ (Biy) = N(0,0%,). ¥ (1,), 1 <i <1, 1<5 <,
£ (mgn) =N, 02 54), ¥ (1,5,k), 1 <i <, 1< < J, 1<k <K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires o, B3, et Vi(i))-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(lvjakvl>7]-<2<]7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N(an-2>7

€i gt L €mnop si (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,om< 1< jn<J,1<ko< Ketl<<l,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires oy, B, et Vi) et des erreurs €; k.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait I’objet d’un autre cours.
Nous utilisons les quantités sca, scpja, Scc|pja, Scr et scror introduites a la section [6.1.1}

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCrorT = SCA + SCp|A + SCo|B|A + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B dans A | npga=1(J—1)
Facteur C dans B | ngpja = [J(K — 1)
Reésiduelle ng=I1JK(L—1)
| Totale | ngor =1JKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F Décision H
sca s>
! !
Facteur A sca na 5?4 = — fa= Q—A H, ou H,
5Cp| SB)
2 B A B A 11 11
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = —— fBla= — H, ou H;
nB|A SC|BlA
5Cc|B| scip
2 C|B|A C|B|A m m
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SC|BlA = JoiBla = —5 H, ou H,
NC|B|A SR

s - SCR
Résiduelle scp ng s?_—{ = —
nr

Totale scror nroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy: 0% =0
contre
H, 04 #0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
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6.2 Modéles a effets aléatoires

I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

1

J‘COIO%‘A:O

contre

:J%M%O.

1

G

Sous I'hypothese nulle J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp|a est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a
I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue

de la table.

1

o2 _

contre

L 08pia 70

1"

H,

Sous I’hypothese nulle }Cg/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

—

— —_— —
. -~ 2 2 2 2 N , . .
Les estimateurs pi, 0%, o BlA> 0C|B|As O du modele sont donnés par les formules suivantes :

- 1
J2B|A KL (‘S%\A - 5(21|B|A) 5
1

0%’|B|A -7 (S(zj|B|A - S}%) 5
— SCr

2 = —-———— 2
SR =) "R
. SCx SCpla SCc|B|A SC
ou 5124:7, S%‘A:7n | ’S%|B|A:7| ! et 812%:7}{
B|A nc|BlA ngr

Ce sont des estimateurs sans biais.
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Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), 51\24(31)7 0/12;'14(1;),

— o
2 3 ; 2 9 2 2 5 S

UC|B‘A(y), 0%(y) des parametres u, 04, Opias Ocipas 0 du modele se déduisent des for-

mules ci-dessus :

Ply) = o (4~ Fha)
‘7/123;,4@) KlL (3123|A - SC\B\A) )
070\;4(3/) = 2 (320|B\A SR) )
o*(y) = ]JKS(C;_ 0 = Sp

6.3. Modéeles a effets mixtes

6.3.1. Avec répétitions

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée
A;. Un facteur contrélé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant
du niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Nous admettrons que les effets des
Cr(ji))» 1es Vi(j(s)), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance aa BlA- Pour
chacun des couples de modalités (A;, B, Ck(j(iy)) nous effectuons L > 2 mesures d'une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele :

Yijrts = 1+ i + Bi) + YeGe) + €kl
i=1...0, j=1.. . J k=1.. K I=1.. 1,

I J
avec les contraintes supplémentaires » a; =0, > B =0, Vie {1,...,1},
i=1 j=1

ol Y; j x, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Cr(j))) lors du
[—eéme essai. Nous supposons que :

£ (mgan) =N, 0254), ¥ (1,5,k),1 <i <1, 1<j < J, 1<k <K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires vi(;()).-
Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :
V(i 5,k 1), 1<i< I, 1<j<J, 1<k< K, 1<I<L, L(6 1) = N(0,0?),

Eivjvkvl J_L €m7n707p Si (Z.’j7 k’ l) % (m7n70’p)
avec 1 <it,m <1< n<J, 1<ko<Ketl<Il,p<L,
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6.3 Modéles a effets mixtes

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires ;) et des erreurs €; ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.
Nous utilisons les quantités sca, scp|a, scc|p|a, SCr et scror introduites a la section m

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SCA + SCp|A + SCo|B|A + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H

Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | npga=1(J—1)
Facteur C' dans B | ngpja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—1)
H Totale ‘ nror = IJKL —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy s4
2 ! !
Facteur A sCA na 54 =— Ja=— FH, ou H;
nA Sc|BlA
5CB| SB)
2 B|A B|A 7 7
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = IBla = — H, ou H;
npa SC|BlA
Scc|B| scip
2 C|B|A C|BlA " "
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= foiBla = —% H, ou H,
nc|BlA Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng 82R = —
ng
Totale SCroT nror
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Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

}Cozalzagz---:oq:O

contre

H, : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle f}CE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle f}CE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho : By = Pay =+ = Boy = Puyy = -+ = Bary = 0

contre

H; : 1 existe (g, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que B,y # 0.

Sous I'hypotheése nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a
I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

1"

.42 —

contre

L 0¢pia 7 0.

11

I

Sous I'hypothese nulle J—Cg/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.
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6.3 Modéles a effets mixtes

—

Les estimateurs [, ag, ..., aj, 6/1(\1), e ﬁ;(\l), UQCIBIA’ o2 des parametres u, o, ..., ar,
Biys -+ By U%‘B‘A, 0% du modele sont donnés par les formules suivantes :
K,.,o,o ?7
Odi:}/;ooo_,a, 1\Z<[,
Bi)) = Yijeo — Yiews 1 <i<I, 1<j<
- _ 1/ 2
O%|B|A s (SC|B|A - SR) )
o2 — _ SCr _ g2
IJK(L—1) %
SC, SC
ou SC‘B‘A_ ﬂ et S%i: 7R
nc|BlA nR
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),
61(1)(:_'-/)7 ) BJ(I)(y)u O-%’|B‘A(y)7 02(’!/) des paramétres My, &,y ..y Ay, ﬂl(l)) ) 5J(I)
08 514> 0> du modele se déduisent des formules ci-dessus :
ﬂ(y) = Yo,0,0,6 =

Y

I
SIS Iy,

—

y
Qi(Y) = Yieoo —fI, 1 <i <
6](1) (y) = VYi,je0 — Yieee, 1

—_— 1
O%|B|A(y) =7 (320|B|A - 5?2) ;
-5 SCR .

o?(y) = m = 5?«}

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les Bjq) représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante
dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des Bj;, les (35,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0]23| A~ Les Y(j(i)) représentent
un échantillon de taille K prélevé dans une population importante dépendant du niveau
Bj;y du facteur B et donc du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des
Cr(j(i))» 1es Vi(j(s)), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance aé‘ p|a- Pour
chacun des couples de modalités (A;, Bj), Cr(j(iy)) nous effectuons L > 2 mesures d'une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele :

Yijrk: = 1+ i + By + YeGa) + €k
i=1...1, j=1...J k=1...K, l=1...L,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
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ol Y; j x, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Cr(j))) lors du
[—eéme essai. Nous supposons que :

£ (Biy) = N0, 0%,). ¥ (1,)), 1 <i <1, 1< 5 <,
£ (i) = NO, 0250, ¥ (1.4, k).1<i <1< < T 1<k <K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires (), et vi(j())-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(7’7.]7k7l)’1<2<-[7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N<Oag2)a

€t L €Emnop si (4,7, k,1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m< 1< n<J,1<ko< Ketl<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires B;qy, et i) et des erreurs € ;.
Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’objet d’un autre cours.

Nous utilisons les quantités sca, scpja, sco|pja, Scr et scror introduites a la section [6.1.1}

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
Scror = SCA + SCp|a + SCc|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H

Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | npa=1(J —1)
Facteur C' dans B | ngpgja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—1)
| Totale | ngor =IJKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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6.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sCA s4
2 ! !
Facteur A sca na 54 =— Ja= 5~ FH, ou H;
5CB) 5B
2 B A B A 11 11
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = ——— IBla = — H, ou H;
npja SC|BlA
5CC|B| S&iB1A
2 C|B|A C|B " "
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SoIBlA= — feBa = —5 H, ou H;
nc|BjA SR
;. SCR
Résiduelle SCRr ng s% = —
ng
Totale scror nNroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy:ag=as=--=a;=0

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle i}Cg précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil v du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 3{6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

1
L2
Ho :opa=0
contre
11
.2
Hy opa #0.

Sous I'hypotheése nulle H;, précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpj4 est la réalisation d’une variable

Frédéric Bertrand

117



Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a

I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

1

42 —

contre

1

s

L 0¢pia 7 0.

Sous I’hypothese nulle 9{8/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fc|pja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs /i, ay, ..., ay, a%‘\A, O\B)As o2 des parametres u, a1, . . ., g, TB1a T|B)A)
0? du modele sont donnés par les formules suivantes :

[=Yeeee=Y,
6‘? = Y;p,o,o IL/Z, 1<1< [7
5= 1

OBlA = KL (5123|A - SZ‘|B|A) 5

— 1
U%‘|B|A 7 (Sg‘|B|A - Szzz) )

SC
it LN 512%,
[JK(L - 1)

SC SC, SC
01\1 S%lA — B|A SC‘ BlA ﬂ et 3}22 = 7R

npja no|BlA nR
Ce sont des estimateurs sans biais.
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ai(y),
054(Y)s 08p1a(y), 02(y) des parametres p, aq, ..., ar, TB1a» Toipa, 00 du modele se

déduisent des formules ci-dessus :

=)

(y) = Ye,0,0,06 — ?;

0(Y) = Yieoo — f(y), 1 <i < I,

— 1

0%|A(y) KL (SB|A SC\B\A)
— 1

O%\B\A(y) 7 (SC|B|A - SR) ;
) 5¢€ 2
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Chapitre 7

Analyse de la variance a trois
facteurs partiellement emboités

7.1. Introduction

Un modele d’analyse de la variance est dit partiellement emboité ou partiellement hiérar-
chisé si, contrairement aux modeles complétement emboités présentés aux chapitres [ et [6],
ce modele fait intervenir certaines interactions. Nous remarquons que pour qu’'un modele
soit partiellement emboité, il doit contenir au moins trois facteurs. Ce type de modele
nécessite généralement des répétitions, ceci sera précisé au cas par cas pour chacun des
modeles exposés.

A nouveau chacun des facteurs peut étre a effets fixes ou a effets aléatoires a condition
de respecter les deux regles suivantes :

1. Toute interaction mettant en jeu un facteur a effets aléatoires est a effets aléatoires.

2. Tout terme emboité dans un facteur a effets aléatoires est a effets aléatoires.

A cause de la grande multiplicité des modeles que nous pouvons obtenir ainsi, nous nous
bornerons a exposer ci-dessous les équations des différents modeles comportant trois fac-
teurs et partiellement emboités qu’il est possible de construire.

Il est commode d’utiliser une représentation graphique pour améliorer la compréhension
des modeles partiellement emboités. Pour plus de détails sur ce type de schéma, nous
renvoyons le lecteur a [Dag98b].

7.2. Les différents modeles partiellement emboités

7.2.1. Nécessitant des répétitions

Il s’agit du cas ou le troisieme facteur C' est emboité dans les différents termes d’'un modele
de I'analyse de la variance a deux facteurs comportant les facteurs A et B.
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Yijks =i+ i+ B+ (aB)ij + Yrly) + ik

avec les hypotheses de rigueur associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
a effets aléatoires ou a effets fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et
I'indépendance des erreurs ¢; et 1 <t <1, 1<j<J, 1<k<K,1<I<L.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les effets fixes
ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous pouvons
considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Les facteurs A et B sont a effets fixes, le facteur emboité C est a effets aléatoires.

— L’un des facteurs, A ou B, est a effets aléatoires. Puisque ces deux facteurs jouent un
role symétrique dans la définition du modele, nous supposons que le facteur A est a
effets fixes et que c’est le facteur B qui est a effets aléatoires. Alors nécessairement
nous devons considérer que le facteur C, qui est emboité dans le facteur B, est a effets
aléatoires. De plus le terme d’interaction de A et de B doit aussi étre nécessairement
considéré comme a effets aléatoires. Ainsi seuls les termes oy, ..., a; associés aux effets
du facteur A sont fixes.

— Les effets des deux facteurs A et B sont aléatoires et de ce fait C' doit étre nécessairement
considéré comme un facteur a effets aléatoires : tous les facteurs du modeles sont a effets
aléatoires.

7.2.2. Ne nécessitant pas de répétitions

Deux facteurs croisés B et C' sont emboités dans un facteur A
Il s’agit du cas ou les différents termes d’un modele de 'analyse de la variance a deux
facteurs comportant les facteurs B et C sont emboités dans un facteur A.

Ykt = 1+ 0 + B + i + (BY) Gy + €k

avec les hypotheses de rigueur associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
a effets aléatoires ou a effets fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et
I'indépendance des erreurs et 1 <@t < [, 1 <5< J,1<k<K,1<[< L. Dans le cas,
nous pouvons avoir le nombre de répétitions, L, égal a un, c’est-a-dire que nous pouvons
utiliser un plan d’expérience ne comportant pas de répétitions.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les effets fixes

ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous pouvons

considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Le facteur A est a effets aléatoires et de ce fait les facteurs B et C', qui sont emboités
dans A, sont nécessairement a effets aléatoires.

— L’un des facteurs B ou C est a effets aléatoires et de ce fait 'interaction entre B et C
est nécessairement a effets aléatoires.
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7.2 Les différents modeles partiellement emboités

— Tous les facteurs sont a effets aléatoires.

Une situation plus complexe
Il s’agit du cas ou le troisieme facteur C' est emboité dans le facteur B, qui lui-méme est
croisé avec le facteur A.

Ykt = 4 a5 + B + vk + (B)ij 4+ (@y)ik)y + €ijkg

avec les hypotheses de rigueurs associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
aléatoires ou fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et 'indépendance
deserreurset 1 <1< 71,1 <7< J,1<k<K,1<1[<L.Dans ce cas, nous pouvons
avoir un nombre de répétitions, L, égal a un, c’est-a-dire que nous pouvons utiliser un
plan d’expérience ne comportant pas de répétitions puis 'analyser a ’aide de ce modele.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les facteurs a
effets fixes ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous
pouvons considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Si le facteur B est a effets aléatoires, le facteur C' 'est aussi nécessairement puisque
ce facteur est emboité dans le facteur B. Il en va de méme de l'interaction entre le
facteur A et le facteur B.

— Le facteur A est a effets aléatoires. Nécessairement ses interactions avec les facteurs
B et C sont a effets aléatoires.

— Si le facteur C' est a effets aléatoires, son interaction avec le facteur A est nécessaire-
ment a effets aléatoires.
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Chapitre 8

Analyse de la variance a [ facteurs
croisés, partiellement ou totalement
emboités, [ > 3

Nous donnons dans ce chapitre quelques régles générales qui étendent les indications qui
ont été exposées, aux chapitres [2] [3| [, b}, [0, [7], dans les cas ot nous avions deux ou trois fac-
teurs et dont le domaine de validité est en fait celui de ’analyse de la variance a [ facteurs.

1. Si le plan d’expérience ne comporte pas de répétitions, il sera impossible d’estimer
'interaction d’ordre I — 1[[ entre les facteurs mais toutes les interactions d’ordre
inférieur ou égal a [ — 2 pourront étre estimées et donc la significativité de leur
influence pourra étre testée si nous faisons justement ’hypothese que l'interaction
d’ordre [ — 1 est négligeable.

2. Sile plan comporte des répétitions, nous pouvons utiliser un modele incluant jusqu’a
I'interaction d’ordre [ entre les facteurs.

3. Si le plan d’expérience ne comporte pas de répétitions, il sera impossible d’utiliser
un modele totalement emboité. Nous pourrons néanmoins nous servir de certains
types de modeles partiellement emboités.

4. Si le plan comporte des répétitions, nous pouvons utiliser un modele totalement
emboité.

5. Nous pouvons comme dans les chapitres [2] [3], [5] utiliser des modeéles dont certains
des facteurs sont a effets aléatoires et d’autres a effets fixes.

6. Lorsque les facteurs dont nous cherchons a tester 'influence sont en présence d'un
facteur a effets aléatoires, il faudra peut-étre utiliser I’approximation de Satterth-
waite. Il en va de méme pour certaines interactions. Les tests associés ne seront pas
basés sur une statistique qui suit exactement une loi de Fisher.

7. Toute interaction mettant en jeu un facteur a effets aléatoires est nécessairement
considérée comme un terme du modele a effets aléatoires.

1. Il existe un test, le test de Tukey, permettant de s’intéresser a la question de la significativité
de l’interaction d’ordre [ — 1 lorsque le plan comporte [ facteurs sans répétition. Lorsque qu’une telle
interaction n’est pas négligeable, nous devons recourir a une transformation afin d’essayer de limiter
son effet. En effet, les statistiques des tests dont nous nous servons sont exactes sous I’hypothése que
I'interaction d’ordre [ — 1 est nulle. Pour un exposé de ce test, nous renvoyons au livre [Dag98b].
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8. Dans le cas ou nous souhaitons utiliser un modele totalement emboité ou partielle-

ment emboité, tout terme du modele emboité dans un facteur a effets aléatoires est
nécessairement considéré comme un terme a effets aléatoires.

Il existe une trés grande variété de modeles partiellement emboités, d’autant plus
importante que le nombre de facteurs du modele, [, est élevé. Nous rappelons qu’il est
commode d’utiliser une représentation graphique pour améliorer la compréhension
des modeles partiellement emboités. Pour plus de détails sur ce type de schéma,
nous conseillons au lecteur de consulter [Dag98b|. Par exemple il existe 48 modeles
differents partiellement emboités lorsque nous considérons un modele d’analyse de la
variance a quatre facteurs et en présence de répétitions. Nous renvoyons a nouveau le
lecteur vers le livre [Dag98b] s’il souhaite obtenir des informations complémentaires.
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Chapitre 9

Comparaisons multiples

9.1. Contrastes

9.1.1. Définition

Pour introduire la notion de contraste, nous considérons le cas d'un modele d’analyse de
la variance pour un facteur A a effets fixes. Nous notons A;, pour 1 < i < I les modalités
controlées du facteur A et q; les effets de ces différentes modalités, toujours pour 1 <7 < 1.

Nous introduisons le modele :

Y;,j:N+Oéi+€i,j, Zzlf,j:1J7
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

ou Y ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Indép. € ; AL exy si (4,75) # (k,1) avec 1 < i,k <1, et 1 < 4,0 < J,
v (’i,j), I<i< I) I<y< J, L(Gi,j) = N(O,UQ).

Nous appelons contraste L des I moyennes i, ..., i; la somme :

L =lypy + lopo + ... + lpr,

ou ly,...,l; sont I nombres réels tels que Z{ li=0et uy =p+aq,...,ur = i+ oy sont
tels que ayq, ..., ar sont les I différents effets des I niveaux du facteur A.

Les expressions suivantes sont des exemples de contrastes :

(1 — p3, un tel contraste permettra par exemple de comparer p; et ps.

i1 — 2410 + p3, un tel contraste permettra par exemple de comparer iy + pg et 2ps.
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9.1.2. Orthogonalité

Nous considérons deux contrastes Ly et Lo :

Ly =lipy + lopo + ...+ lipg

et

Nous avons donc les relations [y, ..., [; sont I nombres réels tels que Zf l; =0et l’l, cee li,
sont I nombres réels tels que Y7 l; =0, up = p+ay,....,u; = p+ ay sont tels que
aq,...,ar sont les I différents effets des I niveaux du facteur A.

L, et Ly sont des contrastes dits orthogonaux si la relation suivante est vérifiée :
LI+ Ll + .+ 1l =0.
Par exemple, les deux contrastes suivant sont des contrastes orthogonaux :

Ly = py — po
Ly = pn + po — ps — pa-

9.1.3. Estimation

Soit L un contraste. Un estimateur sans biais L de L est obtenu de la maniére suivante :

o~

L =10y +lopiy + ...+ Iy,
OU i = ji+ oy =i+, avec 1 < i< 1.

La somme des carrés associée a 'estimateur L du contraste L est définie par :

I 2
(1)
SCr = J=L L

1
Dk
i=1

Si le nombre de répétitions differe d’un niveau A; du facteur A a l'autre, en notant n; le
nombre de répétitions pour la modalité A;, nous obtenons la formule suivante :

126 Plans d’expérience



9.1 Contrastes

9.1.4. Test d’une hypotheése impliquant un constraste

Pour le modele considéré de 'analyse de la variance a un facteur, les estimateurs Y; o des
i sont indépendants, méme si le plan n’est pas équilibré. Ainsi la variance de 'estimateur
L du contraste L est égale a :

Var[£] = 3 (i2Var[¥ia)

i=1

.

Un estimateur sans biais de cette variance est alors :

— Il2

Var[} = sRZ—

Les hypotheses du modele utilisé impliquent alors que, puisque L est une combinaison
linéaire de variables aléatoires qui suivent une loi normale et qui sont indépendantes,
I’estimateur L suit aussi une loi normale. De ce fait :

L—-1L

Var |L]

~ tnfla

ou t,_ est la loi de Student a n — I degrés de liberté.

Remarque :

——

Var [ZAL} n’est pas un estimateur sans biais de ,/Var [Z} Il est possible de corriger le

—

biais de cet estimateur en posant |/Var {E} défini par :
corrigé

S F(” - 1)
- -1 S
Var [L] corrigé — /2 5 - (%> Var [L],
2

ou I' est une fonction classique en mathématiques définie a I'aide d’une intégrale.

Néanmoins 'obtention d’un intervalle de confiance reste délicate puisque la loi de cet
estimateur n’est pas classique. P. Chapouille, dans son livre [Cha73], propose la formule
approximative :

s — [2n—2 —= 1
[ Var [L}corrigé ~ |/ Var [L},/QZ_S ~ |/ Var [L] (1+ TP

Nous perdons alors la propriété ci-dessous qui permet de connaitre la loi de la statistique

L—1L

Var |L]
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—

¢’est pourquoi nous préférons utiliser l'estimateur biaisé |/ Var {f/} a la place de l'esti-

—

mateur sans biais |/ Var [L} _ lorsque nous cherchons a obtenir une estimation par
corrigé

—

intervalle de 4/ Var [IA)} et a la rigueur nous nous servirions de ,/Var {IA}} . pour obte-
corrigé

nir une estimation ponctuelle de /Var [L} avec la réserve qu’'une estimation par intervalle

est beaucoup plus intéressante qu’une simple estimation ponctuelle d’un parametre et lui
doit étre systématiquement préférée lorsque c’est possible.

L—-L

Le résultat ci-dessus sur la loi de ——=== permet de déterminer un intervalle de confiance
Var {E}

de niveau 100(1 — a) % pour la valeur du contraste L.

Nous nous donnons désormais un nombre réel Ly et nous souhaitons tester I’hypothese

contre

|3, L+ Ly.|

Sous I’hypothese nulle Hy et les hypotheses du modele,

est une réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi de Student a n — I degrés de
liberté. En comparant la valeur [ calculée a I’aide de 1’échantillon a la valeur critique au
seuil a pour une loi de Student a n — I degrés de liberté nous pouvons décider de la signi-
ficativité du test. Certains logiciels peuvent vous fournir directement la p—valeur associée
au test d'un contraste ce qui permet également de conclure quant a la significativité du
test.

9.2. Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homos-
cédasticité

Dans le paragraphe ci-dessus, nous nous sommes intéressés au test d’'une seule hy-
pothése concernant les effets des niveaux du facteur A. Le contexte des tests de com-
paraisons multiplesﬂ est radicalement différent puisque nous cherchons a comparer tous
les effets des niveaux A; du facteur A entre eux ou avec un niveau de référence dit de
controle. Nous devons ainsi réaliser I(/ — 1)/2 comparaisons dans la premiére situation
ou I — 1 comparaisons dans la seconde situation ot nous comparons les effets a un niveau

1. Ces tests sont souvent appelés post-hoc tests ou multiple comparisons tests en anglais.

128 Plans d’expérience



9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

de controle.

Tester I'égalité des effets de deux niveaux A; et A;, @ # j, d'un facteur A revient a tester
la nullité du contraste L = p; — p;. Nous exposons dans la suite les procédures de test
simultané de plusieurs contrastes en gardant a ’esprit que nous appliquerons principale-
ment les résultats au cas ou ces contrastes sont des différences de moyennes.

Nous rappelons que nous n’utiliserons 'un des tests de comparaisons multiples que si le
facteur étudié est a effets fixes et que nous avons rejeté I’hypothese nulle d’absence d’effet
de ce facteur sur la réponse.

Nous exposons ici la théorie des comparaisons multiples pour le cas d’'un modele a un
facteur a effets fixes. De maniere plus générale, il est possible de comparer les effets
des différents niveaux d’un facteur si ceux-ci sont a effets fixes. Il n’est généralement
intéressant de comparer les effets des différents niveaux d’un facteur que si aucun des
termes d’interaction mettant en jeu ce facteur n’a un effet significatif au seuil «.

9.2.1. La méthode de Tukey

Cette méthode n’est valable que si le nombre de répétitions J; d’'une modalité a 'autre
du facteur A est constant. Ce nombre commun de répétitions est alors noté J. Pour une
version de la méthode de Tukey adaptée au cas ou le plan n’est pas équilibré voir le pa-
ragraphe sur la méthode de Tukey-Kramer.

Si L est un contraste dont un estimateur est Z, alors un intervalle de confiance de niveau
simultané 100(1 — «) % pour tous les contrastes considérés est donné par la formule

suivante :
fy) TR lim LIy +Ty R lim
y 7 \2& y 7 \2& 1)

ouT =q(l,1(J—1);1—a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de I’étendue Studentisée
a I et I(J —1) degrés de liberté. Si 'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0,
nous décidons que le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil . Au
contraire si I'intervalle de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste
est significativement différent de 0 au seuil a.

L’intérét de cette procédure est que, si nous fixons «, les intervalles définis ci-dessus sont
valables simultanément pour tous les contrastes qu’il est possible de construire !

Nous souhaitons tester I'hypothese

:H:()IL:O

contre
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Le test est significatif au seuil a et nous décidons de rejeter '’hypothese nulle Hy « L =
0 » en faveur de I’hypothese alternative H; « L #£ 0 » si :

L(y)|

2 I
s 1
2=
(5 (5m)
Le test n’est pas significatif au seuil « et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hg « L=0» si:

Zq(I(J —1);1—a).

L(y)|

2 (14
TVE =N L
V5 (zm)

Appliqué au contexte des comparaisons multiplesP] I'intervalle de confiance ci-dessus se
transforme de la maniere suivante puisque les contrastes étudiés sont du type L = p; — 5,

i

<q(,I(J-1);1—a).

14 1 1
,E:li—flju—l =—(1+1)=1.

Ainsi, dans le cas des comparaisons multiples, les intervalles de confiance ci-dessus se
simplifient en :

—~ _ 52 . - [42
wi(y) — iy (y) — T\/E < i — py < (y) — py(y) + 7T TR-

Les hypotheses et les statistiques des tests se transforment, quant a elles, en :

Ho + pi = py
contre
Ha ot pi # iy

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho o = ay

contre

o #ay.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
iy » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # por » si:

i (y) — iy (y)]
Sk

J

zq(1,1(J = 1);1 - a).

2. Cette procédure est souvent appelée Tukey’s HSD, pour Tukey’s Honestly Significance Difference.
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut I'hypothese
nulle Ho « p; = p » si:

o~

1i(y) — i1y ()|

<q,1(J-1);1—-a).

K“pgbw

En utilisant ces intervalles de confiance pour décider simultanément de la significativité
des I(I — 1)/2 différences entre les effets des modalités du facteur A, nous sommes
assurés que la probabilité qu’aucune des différences n’est significative est exactement de
1—oa.

9.2.2. La méthode de Tukey-Kramer

Il s’agit d’'une adaptation de la méthode de Tukey au cas ou le plan expérimental n’est
pas équilibré. Si nous voulons comparer les deux moyennes p; et j,7, nous remplagons
simplement la valeur J correspondant au nombre total constant d’essais réalisés dans des
conditions les modalités A; du facteur A par la moyenne harmoniquerf] du nombre de ré-
pétitions effectuées dans la modalité A; et dans la modalité A, .

Les intervalles de confiance ci-dessus se modifient en conséquence :

)~ ot -1y B (L D) < <)~y B (L L
,uz y /J’z y 2 n; n; /sz ,LLZ 223 "J luz y 2 n; n/ )
ounT =q(l,n—1I;1—a)est le 100(1 — ) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a [
et n — I degrés de liberté.

Les hypotheses sont toujours :

Ho = i = py
contre
Ho ot pi # iy

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho o = ay

contre

j{l o7 7é Q,r.

3. Nous rappelons que la moyenne harmonique Harm(a, b) de deux nombres réels strictement positifs
a et b est définie par :

Harm(a,b) =

N[ =
—
Sl
=
S—
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Le test est significatif au seuil o et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
p » en faveur de 'hypothese alternative JH; « p; # py » si:

|i(y) — i (y)]

2
sp(1 1
JZ (nl+n;>

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut I'hypothese
nulle Hy « p; =y » si:

|i(y) — 17 (y)
2
sp (1 1
\l 2 <n1+n;>

9.2.3. La méthode de Hochberg

Dans le cadre des comparaisons deux a deux de moyennes, Hochberg a proposé la modi-
fication suivante de la méthode de Tukey-Kramer, exposée au paragraphe [9.2.2 :
Les intervalles de confiance ci-dessus sont modifiés en :

— _ 1 1 - - 1 1
fily) — i (9) — mJ () < e <) - o) + mJ (x )

>q(I,n—1I1;1—-a).

<q(I,n—1;1-a).

oum=m(l,n—1I;1— «) est le 100(1 — o) quantile de la loi du maximum du module
Studentisé a I et n — I degrés de liberté.
Les hypotheses sont toujours :

Ho + pi = py
contre
Hoopi # py

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

g{o Loy =y

contre
J—Cl o7 7& Q,r.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
py » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pr » si:

9 =
sh(1 1
\l 2 (nz—i—n;)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Ho « p; = p;r » si:

<m(I,n—1;1—-a).
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

9.2.4. La méthode de Scheffé

Contrairement a la méthode de Tukey exposée au paragraphe la méthode de Scheffé
est valide si le plan est déséquilibré. Soit n; le nombre de répétitions effectuées pour la
modalité A; du facteur A.

Si L est un contraste quelconque estimé par L alors un intervalle de confiance de niveau
100(1 — ) % est donné par la formule suivante :

L(y) — S\J (I —1)s% (zlj l?) < L

et

L < Ly + S\J (I—-1)s% <§Ij 12>

i=1 "%

ou S? =F(I—1,n—1I;1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fishera I —1et n—1
degrés de liberté. Si 'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0, nous décidons que
le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil a. Au contraire si 'intervalle
de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste est significativement
différent de 0 au seuil a.

L’intérét de cette procédure est que, si nous fixons «, les intervalles définis ci-dessus sont
valables simultanément pour tous les contrastes qu’il est possible de construire !

Nous souhaitons tester I'hypothese
j{o :L=0
contre

Le test est significatif au seuil o et nous décidons de rejeter 'hypothese nulle Hy « L =
0 » en faveur de 'hypothese alternative H; « L £ 0 » si :

L(y)|

J(I -0 (L E)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « L =0 » si:

2\/F(]—1,n—];1—oz).

<\/F(]—1,n—];1—a).

Appliqué au contexte des comparaisons multiples, 'intervalle de confiance ci-dessus se
transforme de la maniere suivante, puisque les contrastes étudiés sont du type L = p1; — pu;,
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12 1 —1)2 1 1
C*_1,

(A
n; n; Ty n; Ty '

Ainsi, dans le cas des comparaisons mulitples, les intervalles de confiance ci-dessus se
simplifient en :

- __ 1 1
m@%—mﬂn—5¢ﬂ—1ﬁéav+n) < W=y
et
_ _ 5 (1 1
pi—ne < Ty) - @)+ Sy (- sk (- + ).

Les hypotheses et les statistiques des tests se transforment, quant a elles, en :

Ho i = py

contre
Hy ot i # iy

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho :a; = ay

contre

Hi oo # ay.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
ey » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pur » si:

i(y) — i (y)]

\/(1 —1)s2, (; 4 nl)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:

i (y) — g ()| < JF(I-1n-1I1-a)

\/(1— 1)s2, (; + nl)

En utilisant ces intervalles de confiance pour décider simultanément de la significativité
des I(I — 1)/2 différences entre les effets des modalités A; du facteur A, nous sommes
assurés que la probabilité qu’aucune des différences n’est significative est exactment de
1—oa.

2\/F(]—1,n—f;1—a).

Dans le cas ou le plan est équilibré nous obtenons l'intervalle de confiance de niveau
100(1 — «) suivant :

2(1 —1)s%

2(1 —1)s%
b a3

< pi = py < i(y) — pg (y) + 9 7

ri(y) — py(y) — S
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9.2.5. La méthode de la plus petite différence significative de
Fisher

La méthode de la plus petite différence significative de Fisher[] est une méthode jugée
par beaucoup de statisticiens comme inadéquate, voir par exemple [Phi82], puisqu’elle ne
tient pas compte du contexte méme des comparaisons multiples c¢’est-a-dire du fait que
nous réalisons I(I — 1)/2 comparaisons qui ne sont pas indépendantes. Nous ’exposons
néanmoins brievement ci-dessous. Cette méthode s’applique que le plan soit équilibré ou
nonm.

Un intervalle de confiance au niveau 100(1 — «) pour la différence de deux moyennes
i — by est :

)~ (0) 03 (=) < e < o) — ) oy s (4 ),

n; Uz n; gy

ol t = t,_r1-qas2 est le 100(1 — «/2) quantile de la loi de Student a n — I degrés de
liberté. Si I'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0, alors nous ne pouvons pas
rejeter 'hypothese que le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil a. Au
contraire si I'intervalle de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste
est significativement différent de 0 au seuil a.

Nous souhaitons tester I'hypothese :

Ho  pi = py
contre
oo # py

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho :a; = ay

contre

Hy oy # .

Le test est significatif au seuil o et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
py » en faveur de 'hypothese alternative 3y « p; # p » si:

7

[1i(y) — iy (y)|

A )
R n; Ny

Le test n’est pas significatif au seuil « et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:

= tn—[;l—a/Q-

|i(y) — i (y)]

=
R n; T

4. En anglais ce test de comparaisons muliples est souvent noté Fisher’s LSD pour Fisher’s Least
Significant Difference.

< tn—[;l—a/Q'
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9.2.6. La méthode de Bonferroni

Supposons que nous souhaitons réaliser £ comparaisons de moyennes ou k tests de contrastes
et prendre une décision conjointe au risque de premiere espece . Nous notons E; 1’éve-
nement associé au rejet de I'absence de différence significative au seuil aj,q lors de la
i—eme comparaison ou le test du i—eéme contraste. La méthode de Bonferroni est basée
sur I'inégalité suivante :

< PE]+P[E]++P[E
< k*ajyg

1mn

Ainsi si nous voulons étre stir que le risque de premiere espece « associé globalement
a la prise simultanée de toutes les décisions lors des k comparaisons ou des k tests de
contrastes est plus petit qu’'une valeur «y fixée a ’avance, il suffit de choisir :

Qo

L

Nous procédons alors a des comparaisons des moyennes deux a deux avec un test ¢ de
Student de seuil ap/k ou & un test de chacun des contrastes avec la statistique exposée au
paragraphe au seuil agp/k. Cette procédure s’applique donc si le plan est équilibré
ou non.

Aypd S

Les intervalles de confiance pour k comparaisons de deux moyennes p; et py de deux
groupes d’effectifs n; et n, sont :

11 11
) — i () —toy|sh (= + = ) < — g < F(y) — G (y) + oy sh(—+ =),
1i(y) — ity (y) BJ Sh <n + n) i — py < Wi(y) — iy (y) + B\l 5% (n + n)

outp=tln—1I;1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a n — I degrés
de liberté.

Remarque :

Il est conseillé, par Fleiss voir [Fle86], d’utiliser la procédure de Bonferroni dans les cas

suivants :

1. Le nombre de comparaisons k n’est pas tres élévé, cette procédure étant trop conser-
vativePl si k est élevé.

2. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Scheffé si le nombre de compa-
raisons est strictement inférieur a I2.

3. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Tukey si le nombre de compa-
raisons est strictement inférieur a I(/ — 1)/2 ou si nous souhaitons tester en plus un
petit nombre de comparaisons autres que celles des effets principaux des modalités A;
du facteur A.

5. Une procédure est dite conservative si son niveau de confiance est supérieur a celui fixé, ici 1 — ay.
La détection de différences significatives étant alors « trop difficile » par rapport au seuil que nous avions
fixé en avance pour le test.
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4. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Dunnett si nous souhaitons
tester en plus d’autres comparaisons que celles des effets principaux des modalités A; du
facteur A au niveau de controle A;, ou si nous souhaitons tester d’autres comparaisons
que celles des effets principaux des modalités A; du facteur A au niveau de controle
A,

5. Les mémes recommendations s’appliquent si nous considérons des tests portant sur
des contrastes.

9.2.7. La méthode de rejet séquentiel de Bonferroni de Holm

La méthode de rejet séquentiel de Bonferroni de Holm[f|est dérivée de la méthode de Bon-
ferroni exposée au paragraphe [9.2.6] Elle a été introduite pour augmenter la puissance
de la méthode de Bonferroni. Elle consiste simplement a modifier le seuil des tests de
comparaison de la maniére suivante : si I'un des tests de comparaison est significatif au
niveau o;,q = a/k, alors nous effectuons le test suivant au niveau a;,q = a/(k — 1) et
ainsi de suite...

Les conseils d’utilisation sont les mémes que ceux exposés au paragraphe [9.2.6| et nous
pouvons aussi bien nous en servir pour des plans équilibrés que des plans déséquilibrés.

9.2.8. La méthode de Dunn-Sidak

La méthode de Dunn-Siddk est basée sur la méme idée que celle de Bonferroni, seule
'inégalité utilisée pour déterminer le seuil individuel de chacune des comparaisons, aj;,q,
est modifiée.

Supposons que nous souhaitons réaliser £ comparaisons de moyennes ou k tests de contrastes
et prendre une décision conjointe au risque de premiere espéce . Nous notons FE; 1’éve-
nement associ¢ au rejet de I'absence de différence significative au seuil a;,q lors de la
i—eme comparaison ou le test du i—eéme contraste. La méthode de Dunn-Sidak est basée
sur I'inégalité suivante :

0% S 1— (1 — aind)k.

L’inégalité de Bonferroni est plus grossiére que celle de Dunn-Sidék et de ce fait la procé-
dure de Bonferroni est plus conservative que celle de Dunn-Sidak. Ainsi si nous voulons
étre stir que le risque de premiere espece « associé globalement a la prise simultanée de
toutes les décisions lors des k comparaisons ou des k tests de contrastes est plus petit
qu'une valeur o fixée a I'avance, il suffit de choisir :

Oélnd < 1-— \k/l — Q.

Nous procédons alors a des comparaisons des moyennes deux a deux avec un test ¢ de
Student de seuil 1 — {/1 — ap ou & un test de chacun des contrastes avec la statistique
exposée au paragraphe au seuil 1 — /1 — ag. Cette procédure s’applique donc si le

6. En anglais Holm’s SRB criterion pour Holm’s Sequentially Rejective Bonferroni criterion.
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plan est équilibré ou non.

L’intervalle de confiance de niveau 100(1 — ) % pour p; — p1 est alors le suivant :

— _ 1 1 e . 1 1
AMw—qu—hm$%Qm+,><m—m“ﬂmw—uﬂw+hm$%<'+,>

i i n; o ny

ol tps = t(n—1I;+v/1 — ag) est le 100v/1 — ag quantile de la loi de Student a n — I degrés
de liberté.

9.2.9. La méthode de Newman-Keuls

Cette procédure est également connue sous le nom de test de Student-Newman-Keuls et
est utilisable si le plan est équilibré ou déséquilibré.

. Nous commengons par ordonner les estimations des moyennes fi1(y), ..., f;(y) par

ordre croissant. Nous obtenons donc fz1y(y) < ... < fi(1)(y). Nous ordonnons de la
méme maniere les moyennes iy, ..., fis.

. Nous calculons la quantité £ (y) — 11 (y), qui est toujours positive, et nous la

comparons a Wiy ot :

2
Wiy =q(l,I(J = 1);1 - a) 37R
avec q(I,I(J —1);1 — «) le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Iet I(J — 1) degrés de liberté.

Si fury (y)— i) (y) = Wi alors nous décidons que le groupe de moyennes fi(1y, . . . ji(1)
n’est pas homogene et nous créons les deux groupes i1y, ..., -1y €t [y, - f
sinon nous considérons que le groupe de moyennes (1), ... ji(r) est homogene et la
procedure s’arréte la.

. Nous calculons les quantités f17_1)(y) — 1) (y) et ) (y) — fi2) (y), qui sont toujours

positives, et nous les comparons a W_;) ou :

2
Wiy = q( = LI(J = 11— )y =%,
avec ¢(1 —1,1(n—1);1—a) le 100(1 — ) quantile de la loi de I’étendue Studentisée
al—1etI(J—1) degrés de liberté.

Si -1 (y) — fy(y) = Wiy alors nous décidons que le groupe de moyennes
(s - - - f(1—1) N'est pas homogene et nous créons les deux groupes fiyy, ..., fh1—2)
et f), ..., -1y sinon nous considérons que le groupe de moyennes (i), . .. fi(1—1)
est homogene et la procedure s’arréte la pour ce groupe. Nous pratiquons la méme
analyse pour le groupe i), . .., fi(1)-

. Nous réitérons le processus, en utilisant la valeur critique W, avec :

2

S
Wiy = q(k, (] = 1);1 = a)y/=F
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

avec k le nombre de moyennes que comporte le groupe dont nous testons 1’homo-
généité, jusqu’a ce que tous les groupes obtenus soient homogenes ou que toutes
les moyennes aient été comparées entre elles. Dans la pire des configurations nous
obtiendrons I groupes disctincts ce qui prouve que cette procedure se termine bien.

L’avantage de cette procédure est d’aboutir & la constitution, au risque global de o = 5 %,
de groupes de moyennes homogenes.

Pour tenir compte d'un éventuel déséquilibre du plan expérimental nous remplacons, dans
les expressions ci-dessus, J par la moyenne harmonique du nombre de répétitions dans les
modalités pour lesquelles les moyennes sont la plus petite et la plus grande de I’ensemble
considéré. Ainsi, par exemple, nous comparerons la quantité /i (y) — 1) (y), qui est
toujours positive, a W) défini par :

s% (1 1

nw

avec q(I,n—1I;1—«) le 100(1 — o) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a I et n— I
degrés de liberté.

9.2.10. La méthode de Duncan

Le test de I’étendue multiple de Duncanlz] est basée sur le méme algorithme, c’est-a-dire la
méme suite de décisions, que celle du test de Newman-Keuls exposée au paragraphe[9.2.9]
La seule différence entre ces deux procédures réside dans le fait que les estimations des
étendues des groupes de moyennes comportant k£ moyennes sont comparées a la valeur
D,y ou Dy est définie par :

2
Dy = R(k, 1(J = 1);1 = a)y| =%,
avec R(k,I(J —1);1—«) le 100(1 — «v) quantile de la loi de I’étendue multiple de Duncan
a ket I(J—1) degrés de liberté, I le nombre de niveaux du facteur A et J le nombre de
répétitions commun a toutes les modalités A; du facteur A.

Pour tenir compte d’'un éventuel déséquilibre du plan expérimental nous remplacons, dans
les expressions ci-dessus, J par la moyenne harmonique du nombre de répétitions dans les
modalités pour lesquelles les moyennes sont la plus petite et la plus grande de I’ensemble
considéré. Ainsi, par exemple si nous cherchons a tester ’homogénéité de k moyennes
dont I'estimation la plus petite est pour j;) et 'estimation la plus grande pour [y, DOUS
comparerons la quantité i) (y) — fi;y(y) & D) définie par :

2 1 1

Ny Tl

avec q(k,n — I;1 — «a) le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue multiple de Duncan a
k et n — I degrés de liberté.

7. En anglais Duncan’s Multiple Range Test.

Frédéric Bertrand 139



Chapitre 9. Comparaisons multiples

9.2.11. La méthode de Dunnett

Le test de Dunnett a été proposé pour le contexte particulier de la comparaison des effets
des modalités A; d’un facteur A avec un niveau de référence de ce facteur, souvent appelé
niveau de controle et noté A.. Cette procédure peut étre utilisée si le plan est équilibré
ou non.

Il s’agit simplement d’une modification de la valeur critique utilisée avec la statistique du
test ¢ de Student pour deux moyennes. Ainsi la valeur de la différence des estimations de
la moyenne de la réponse u; obtenue pour la modalité A; du facteur A et de la moyenne
e de la réponse obtenue pour le niveau de contrdle A. du facteur A.

Nous souhaitons tester I'hypothese :

Ho @ pi = pe
contre
|30t g # pee.

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho : oy =

contre

‘9{1 . Oéi7£Oéc.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
e » en faveur de 'hypothese alternative Hy « p; # pie » si :

1
fi(y) = fie(y) = DU~ 1,n— I;1 - a) %(‘+>,

ni o ne
ou D(I —1,n—1I;1 — «) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Dunnett & I — 1 et n — I

degrés de liberté. Le test n’est pas significatif au seuil o et nous décidons de conserver
par défaut I'hypothese nulle Hy « p; = pie » si:

1
Bi(y) = fe(y)l < DU~ 1,n — I;1 ~ a) %(n+n>,

ou D(I —1,n—I;1— ) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Dunnett a [ — 1 et n— 1
degrés de liberté.
Le test doit étre préféré aux autres procédures lorsque nous souhaitons seulement com-

parer les effets des modalités A; avec I'effet de la modalité de contrdle A, d'un facteur A.
En effet ce test est dans ce cas généralement plus puissant.
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9.3. Comparaisons multiples sous ’hypothése d’hétéros-
cédasticité
9.3.1. La méthode de Games et Howell

Il s’agit d’une modification des statistiques du test de Tukey-Kramer pour tenir compte
de 'hétérogénéité des variances o2 des niveaux A; du facteur A ainsi que d’'un éventuel
déséquilibre du plan. Nous remplagons ainsi S% par :

sz 53
Sp ==~ + -1,
R n; ni/

ou

1 i
S7 = (Vij — Yie)®,
’I’LZ—]_JE:1 J
2 1 n B 2
Si'—n;_ljg(iﬁ,j Yi,.)a

sont les estimateurs sans biais des variances au sein des niveaux A; et A, du facteur. Nous
désignons par s? et s?, les estimations de o7 et 02,2, associées aux estimateurs S? et Sf,.

Cette modification permet donc de tenir compte des éventuelles différences entre les va-
2 % ou entre le nombre de répétitions n; et ny d'un niveau du facteur A a

riances o; et o7

Pautre.

Nous modifions également un des degrés de liberté de la loi de I'étendue Studentisée dont
nous nous servons pour trouver les quantiles nécessaires au test. Plus précisement, nous
utilisons ¢(I,v, ;1 — a) avec :

7?7100

9.4. Deux méthodes recommandées

Les procédures de Newman-Keuls et de Duncan sont toutes deux basées sur des méthodes
de tests multiples de I'étendue séquentiels. I a été montré que ces procédures sont sta-
tistiquement invalides. Les deux méthodes suivantes sont valides et recommandées par
I'encyclopédie de statistique, pour plus de détails voir [KRBI6].
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9.4.1. Le test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch

Nous souhaitons utiliser des tests multiples de 1’étendue, nous utilisons les valeurs sui-
vantes pour les seuils :

am:{l—(l—a)l si m=2,...,1—2, (9.4.1)

« si m=I1-1,1.

La validité du test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch est basée sur la
validité du procédé plus général de comparaisons descendant décrit ci-dessous.

Pour tout sous-ensemble K inclus dans I = {1,..., I}, soit Hg I'hypothese :

Hg : p; = pj pour tout 7, j de K,

et soit |K| le nombre d’éléments de K. Nous ne considérerons dans ce paragraphe que des
sous-ensembles de I formés d’entiers consécutifs.

1. Tester au seuil @ = ay = a;, donné par Péquation (9.4.1), Hy : py = ... = py. Si
Hiy n’est pas rejetée au seuil @ = ay, alors nous décidons que nous ne pouvons rejeter
aucune des hypotheses Hyx pour K C I et nous arrétons le procédé a cette étape. Sinon
nous décidons qu’il existe i et jo dans {1, ..., I} tels que p;, # pj, et nous nous rendons
a ’étape 2..

2. Tester au seuil a = ay—; = a;_;, donné par I'équation , chaque Hp, avec
IL| = I — 1 et en imposant la condition que les entiers qui appartiennent a L sont
consécutifs qui n’a pas encore été acceptée. Si I'hypothese Hp, est acceptée, alors nous
décidons que nous ne pouvons rejeter aucune des hypotheéses Hyx pour K C L. Sinon
nous décidons qu'’il existe iy et jo dans L tels que p;, # pj,. Si aucune des Hy, n’est
rejetée, nous avonsrréte la procédure ; dans le cas contraire, nous nous rendons a 1’étape
3..

3. Tester au seuil a = ar|, donné par I'équation , chaque Hp, et en imposant la
condition que les entiers qui appartiennent a IL sont consécutifs qui n’a pas encore été
acceptée lors d’une étape précédente. Si Hy, est acceptée, alors nous décidons que nous
ne pouvons rejeter aucune des hypotheses Hyx pour K C L. Sinon nous décidons qu’il
existe iy et jo dans L tels que 1, # fj,-

4. Continuer jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucune hypothese Hy,, pour laquelle les entiers
qui appartiennent a I sont consécutifs, a tester au seuil ayy).

5. Enfin décider que p;, # 1), si tout Hy, telle que g, jo € L est rejetée.

Pour réaliser le test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch nous testons les

hypotheses Hp, au seuil o de la manicre suivante :
e Nous ne pouvons pas rejeter I’hypothese Hy, au seuil ajy si

- N 2s%
max f1i(y) — i;(y) < o\ %
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ou Cay, est défini par :

i — fij
o =P max ; > Cayy,
el fog
R
n

Ainsi avec le choix de I'équation (9.4.1)) pour les valeurs des a,,, 1 < m < I nous
obtenons, si 2 < |L| <1 —2:

1—(1—a)¥:1@ maxul 'uj>cam :
1,j€L 252
n
etsi I —1<|L|< T
a=1P maﬁcm_gj > Cayy
n

Ainsi ¢, est donc le 100(1 — ) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a [L| et
n — I degrés de liberté.
e Nous décidons de rejeter 'hypothese Hy, au seuil o si

max 1i(y) — 15(y) = cayy, o

ou Cay, est défini comme ci-dessus.

Si les valeurs critiques ¢,,, 1 < m < I utilisées sont croissantes avec m alors le test mul-
tiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch est un cas particulier de la procédure
descendante ci-dessous et de ce fait valide. Malheureusement, avec la définition de «,
donnée par I’équation ((9.4.1)), il n’y a aucune garantie que la valeur critique ¢, soit crois-
sante avec m. Pour comprendre pourquoi cette condition est absolument nécessaire, nous
pourrons consulter I'exemple page 5067 dans [KRB96|

Ainsi, nous préférerons utiliser, si les valeurs critiques calculées a 'aide de 1’équation (9.4.1))
ne sont pas monotones, c’est-a-dire si elles ne sont pas croissantes, les valeurs critiques
modifiées définies par :

!
¢, = max ¢, m=2,.... 1.
M agj<m U R

Attention a bien vérifier ce point si nous ne voulons pas obtenir de résultats incohérents.

Remarque :
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Nous aurions pu utiliser la procédure ci-dessous avec une autre maniere de tester les hy-
potheses Hyp, par exemple des tests t a deux échantillons, nous utilisonsra alors I'inégalité
de Bonferroni et les valeurs suivantes pour les seuils :

1

Mo si m=2,...1—2,
Qy, =
« si m=1-1,1.

Toutefois cette procédure possede le méme défaut que celle de Bonferroni par rapport a
celle de la méthode de Dunn-Sidak : elle est plus conservative, voir le paragraphe [9.2.8

9.4.2. Tests F'—multiples

La validité de la méthode des tests F'—multiples est basée sur la validité du procédé plus
général de comparaisons descendant décrit ci-dessous.

Pour tout L C I = {1,...,1}, soit Hy, 'hypothese :

Hy @ p; = py pour tout 4, 5 de L,

et soit |L| le nombre d’éléments de L.

1. Contrairement aux tests basés sur ’étendue nous ne pouvons nous contenter de tester
des hypotheses Hj, pour lesquelles les indices appartenant a I sont consécutifs. Atten-
tion a bien faire tous les tests au seuil ay, pour toutes les hypotheses Hp, possibles, avec
I C I si nous ne voulons pas obtenir de résultats incohérents au seuil a.

2. Continuer jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucune hypothese Hy, a tester.

3. Décider alors que p;, # pt;, au seuil a si toutes les hypotheses Hj, pour lesquelles
19, Jo € IL sont rejetées au seuil ar.

Pour réaliser les tests F'—multiples nous testons les hypotheses Hy au seuil o de la

maniere suivante :

e Nous ne pouvons pas rejeter I'hypothese Hy, au seuil oy si

Sienn (fy) — ily))’
(LT- 1) %

< Caypys

ot Jir, est défini par

= Zz‘e]L 2221 Yz‘,a
HL = ’
2ieL N

ainsi que ¢, par

\2
il N (l/l\i_m>
(LI - 1) S%

QL) = > Cayy
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Ainsi avec le choix de I’équation (9.4.1)) pour les valeurs des «;, 1 < 7 < [ nous obtenons,
si2<|L|<T-2:

|L

l1-1—a)T =P

>ieL (ﬁz - ﬁ)Q
(L] —1)S%

> C@Uu ,

etsi/ —1<|L| <1

>ieL (ﬂ\z - ﬁ)Q
(L] —1)S%

a= > Cayy,

Ainsi ¢y, est donc le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a IL| —1 et n— I degrés
de liberté.
e Nous décidons de rejeter 'hypothese Hy, au seuil o si

Siewn (fly) - W)
(L= 1) % 7 Conp

ou Cay, st défini comme ci-dessus.

9.5. Comparaisons avec le « meilleur »

Dans certains cas il peut étre intéressant de comparer les effets de tous les niveaux d'un
facteur avec l'effet extréme, maximal ou minimal, que nous avons observé et que nous
considérons comme le « meilleur ». Ce type de problématique ne peut étre traité a ’aide
d’une approche basée sur la méthode de Dunnett puisque nous ne savons pas a priort
pour quelle modalité nous allons observer le « meilleur » effet.

Nous utilisons alors des techniques de comparaisons multiples avec le « meilleurﬁ », le
plus souvent celle de Hsu ou celle de Edwards-Hsu.

Nous nous intéressons ici donc non pas a toutes les comparaisons possibles mais seulement
a celles-ci :
e Sile « meilleur » est la valeur la plus élévée nous utilisons :

i —maxp;, t=1,...,1,
JFi

ainsi si 1, —max;.;, 1; > 0 alors la modalité iy est celle pour laquelle 'effet est maximal
et de ce fait la « meilleure ». Par contre si p;, — max;4;, pt; < 0 alors la modalité ¢,
n’est pas celle pour laquelle I'effet est maximal.

Si leffet de la modalité 75 n’est pas le plus important mais que nous avons néanmoins
iy, — MaXz;, (h; > —0 avec 0 un petit nombre réel strictement positif alors la modalité
19 est proche de la « meilleure ».

8. Ceci est souvent abrégé en anglais en MCB pour « Multiple comparisons with the Best ».
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e Sile « meilleur » est la valeur la moins élévée nous utilisons :

i —minpg, 1=1,...,1,
J#

ainsi si f;, —minj.;, p1; < 0 alors la modalité g est celle pour laquelle I'effet est minimal
et de ce fait la « meilleure ». Par contre si p;, —minj;, p; > 0 alors la modalité 7; n’est
pas celle pour laquelle I'effet est minimal.

Si l'effet de la modalité 75 n’est pas le plus important mais que nous avons néanmoins
i, —MiNjz, ft; > 6 avec 0 un petit nombre réel strictement positif alors la modalité i,
est proche de la « meilleure ».

9.5.1. La méthode de Hsu

Hsu a développé des intervalles de confiance simultanés de niveau de confiance 100(1 — «)
pour p; — max;; ft;, ¢ = 1,...,1. Ces intervalles contiennent tous la valeur 0 et sont
construits ainsi : pour chaque i, soit d; la valeur critique telle que

_ _ 1 1 O
P ,Ui_/%>ﬂj_:uj_di\J512%<n‘+‘>a VJIJ#Z] =1-a.

(2 n]

Nous remarquons que d; est la valeur critique pour les comparaisons multiples unilatérales
en considérant le i—eme niveau comme le niveau de controle.

Les intervalles fermés [D[ D }, i=1,...,1ou

1 1
DI = 0,min |72 — 7; — d; | S5 | — + —
’ max{,r;;g(u Hi \JR<m+nj>)}

¢ = {i| DS >0}
0 sit ¢ G

Dy = : DU 1 1 .
i MINjeq £ (,U,l — [ — dj\l 512% (n + n)) siie G
? J

forment un ensemble d’intervalles de confiance simultanés de niveau de confiance 100(1—«)
pour ji; — max,z; fj, 1 =1,... 1.

Lorsque le plan est équilibré les intervalles se transforment en :

2 2 2 2
{—min{o, (ﬂ\i—ma,xﬁ} - d\/SR) } ,max{(), (@—maxﬁj _dMSR)}
J# n e n

oul<i<letd=d, =...=dj.

Y

9.5.2. La méthode de Edwards-Hsu

Si nous cherchons a avoir également des bornes sur 1’écart minimum entre la valeur du
« meilleur » traitement et celle des autres traitements que celui dont ’estimatinous avons
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été la meilleure, alors nous pouvons utiliser la méthode de Edwards-Hsu. Celle-ci permet
d’obtenir des intervalles de confiance simultanés pour p; — max;<j<r 5, ¢ = 1,...,1 que
nous ne forcons plus a contenir la valeur 0.

Pour chaque ¢, soit |d|, la valeur critique telle que

1 1

P ﬁ\i_ﬂi_(ﬁ;_ﬂj)<|d|i\JS€2 (n-—i_n-), VJ‘J#Z] =l-a

? J

Nous remarquons que d; est la valeur critique pour les comparaisons multiples avec un
controle en considérant le i—éme niveau comme le niveau de contrdle et de ce fait le
nombre |d|; est supérieur a d; qui est utilisé dans la méthode de Hsu.

Les intervalles [L;, U;] définis par

1 1
S = {z tels que min{m—ﬁ}—lﬂdli\lSé (—1—)} >O},
J# n; n;

0 sit =7
0 siit =7
Uy = _mm{o,(m—@+rd|jdsz<;+;>)} i)
? J

L, =min L;; U, = max U,
toTes Y Yo Tjes Y

pour ¢ = 1,..., I, forment un ensemble d’intervalles de confiances simultanés de niveau
100(1 — @) pour p; — max;<j<y b, 1 =1,..., 1.

Lorsque le plan est équilibré les quantités utilisées pour construire les intervalles se trans-
forment de la maniere suivante.

Il n’y a qu'une seule valeur critique |d| = |d|, = |d|; définie par :

- _ 25% L
Pl ai — i — (1 — 1) < |d| T,Vﬂ]?éz =l-a

Nous remarquons que d est la valeur critique pour les comparaisons multiples avec un
contrdle en considérant I'un quelconque des niveaux comme le niveau de controle et de ce
fait le nombre |d| est supérieur a d qui est utilisé dans la méthode de Hsu.
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Les intervalles [L;, U;] définis par

S = {z tels que mln{ ,u]+|d|\/ } >0}

0 sii=j
L = - 252
’ i — g —ldly = sii#
0 sit =3

L= 25%
Uy —min{O, (,uz w; + |d| o )} sii#j

L, =min L;; U, = max U,
toTjes Y Y Tjes Y

pour ¢ = 1,..., I, forment un ensemble d’intervalles de confiances simultanés de niveau
100(1 — CY) pour p; — maxX;<;i<r Hy, 1= 1, ce ,[.

9.6. Deux facteurs sans répétition

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] et dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs sans interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe ou du paragraphe en fonction
de la situation étudiée.

9.6.1. Contrastes

Les contrastes mettent en jeu des moyennes associées soit au premier facteur A, s’il est
a effets fixes, soit au second facteur B, s’il est a effets fixes. Il y a ainsi deux types de
contrastes :

L=l + lbas+ -+ l1ay,
L'=0B+16 4+ 1.
avecz L —OetZ] 1 ] =0.
Des estlmateurs sans biais de L et L sont alors :
221154\1—1‘520/4\2—1-"'-1-510/4\1,
L =05+ 1B+ + 1,5
Ainsi des estimations sans biais de L et L’ s’écrivent :
Z(Z/) =Lyre +l2Y2e + -+ 11Yre,
L'(y) = hyer + loen + -+ Ly
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9.6.2. Meéthode de Tukey

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I'étendue Studentisées en I et (I — 1)(J — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

HED

ouq(l,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Iet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence
de différence entre L et 0 au seuil a.

> gL, (I - D)(J ~ 1);1-a).

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets
fixes, nous utilisons 'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et
nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de ’étendue Studentisées en J et
(I —=1)(J—1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)|
/

2 J

sp (1

I (221 )
‘]7

j
ouq(J,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a
Jet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence
de différence entre L' et 0 au seuil a.

> q(J,(I =1)(J = 1);1 - a).

9.6.3. Meéthode de Scheffé

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% calculée pour le modeéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et (I —1)(J — 1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|
(1_1)5%% ! 2

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter '’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil «.

> \F(I=1,( = 1)(J = 1);1 - ),

A . ! . .z \
De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets fixes,
nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
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changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en J — 1 et (I —1)(J —1).
Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)|

> \F(J - 1,(I-1)(J —1);1—a),
(J = 1)sh &

-~ 7 v /‘2
ool

ou F(J—1,(I—-1)(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher & J — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

9.6.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées
Nous adaptons ici, de maniére similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui

en découle.

Alinsi si nous ne souhaitons comparer que deux niveaux d’un méme des deux facteurs,
ici par exemple deux niveaux du facteur A, nous pourrons utiliser la valeur critique

VZH(I=1)(J =11 =3)

a la place de
q(,(I=1)(J = 1);1-a)

out((I—-1)(J—1);1—a/2) est le 100(1—a/2) quantile de la loi de Student a (I —1)(J—1)
degrés de liberté.

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k£ de comparaisons nous pourrons utiliser
la valeur critique

V2H(I = 1)(J = 1)1 - o)

a la place de
a1, (1= 1)(J — 11— a)
out((I-1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (I —1)(J —1)
degrés de liberté.
9.7. Deux facteurs avec répétitions

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] [9.2] et 9.3 dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs avec interaction a
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effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencgons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe ou du paragraphe en fonction
de la situation considérée. La différence fondamentale entre ces deux situations résidant
dans le fait que pour la premiere, deux facteurs a effets fixes, nous utiliserons le carré
moyen résiduel s% dans les statistiques de test tandis que dans la seconde, un facteur
a effets fixes et un facteur a effets aléatoires, nous utiliserons le carré moyen
associé au terme de I'interaction s%; dans les statistiques de test.

9.7.1. Contrastes
Modéle a effets fixes
Dans le cas d'un modele ou les deux facteurs sont a effets fixes, c’est-a-dire le cas envisagé

au paragraphe|3.1.2] il peut étre intéressant, en fonction de la significativité des différents
tests auxquels nous avons procédé, d’étudier les constrastes exposés ci-dessous.

}Cg/ @B = (afhig == (af)ig = (aB)y1 == (aB)rs =0

contre

H, : D existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,..., J} tel que (aB)i, j, # 0.

Si nous rejetons 'hypothese nulle U-Cg' il peut étre intéressant de comparer entre elles les
réponses moyennes dans chacun des couples de modalités A; et B;. Les contrastes Lup
qui permettent de comparer les moyennes de la réponse y; ; = p + a; + 3; + (af);; dans
deux différentes configurations expérimentales modalité ¢ du facteur A et modalité j du
facteur B contre modalité i du facteur A et modalité j' du facteur B sont :

LAB == [LZJ — Mi/,j/'

Une estimation sans biais de L est donnée par :
Lag(Y) = Yijo = Yi j o

Si nous ne pouvons rejeter I'hypothese nulle Jfg/ il peut étre intéressant de comparer entre
elles les réponses moyennes dans chacune des modalités A; ou dans chacune des modalités
B;.
Les contrastes mettent en jeu des moyennes associées soit au premier facteur A soit au
second facteur B. Il y a ainsi deux types de contrastes :

L= llOél + lgOéz + -+ l[Oé[,
L' =181+ 1B+ -+ 1,8y,

avec YL i =0et 27,1 =0.

Jj=1%j
. . . I
Des estimateurs sans biais de L et L sont alors :

~

L =hay+ g + - - + 10,
L'=0p1 + 1B+ + 1By
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. . . . o . ! , .
Ainsi des estimations sans biais de L et L s’écrivent :

E(y) = llyl,o,o + l2?J2,.,. +--+ lIyI,.,.;

—

L/ (y) - l/lyo,l,o + l;yo,Q,o + -+ lf]yo,J,o-

Modeéle a effets mixtes

Dans le cas d’un modele mixte, c¢’est-a-dire le cas envisagé au paragraphe [3.3.2] il peut
étre intéressant, en fonction de la significativité du test de l'effet du facteur a effets fixes,
d’étudier les constrastes du type :

L= llal —|-ZQC¥2+"'+Z[OU,

avec Y1 1; = 0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

L=0La +lbas+ -+ 1a;.
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :
E(y) = llyl,O,O + l?y?,o,o + -+ lIyI,o,o-

9.7.2. Meéthode de Tukey
Modeéle a effets fixes

L p est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; j o = Yy
avons :

nous

./
7.] 7.7

M >q(IJ,1J(K —1);1—a),

[5h
K

ou q(IJ,1J(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de 'étendue Studentisée a
IJ et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter 'hypothese d’absence
de différence entre L4p et 0 au seuil a.

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% calculée pour le modeéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en I et IJ(K — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|
Eaell)

ou q(I,1J(K —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a I
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de

> q(1,1J(K —1);1 - a).
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différence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B & effets
fixes, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et
nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de ’étendue Studentisées en J et
IJ(K —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :
L'(y)|

(14

IK \2—Q

J_
ou q(J, IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a J

et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

> g(JIJ(K ~1);1 - a).

[

J

Modéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% ; calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I'étendue Studentisées en [ et (I —1)(J — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

>q(l,(I =1)(J=1);1-a).

ouq(I,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Iet (I—1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence
de différence entre L et 0 au seuil a.

9.7.3. Meéthode de Scheffé
Modele a effets fixes

L p est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; ;o = Y
avons :

nous

./ ,
] 5@

L(y)|

252
IJ—1)=£
(17 - )=

> JF(IJ - LIJ(K —1);1—a),

oun F(IJ —1,1J(K —1);1 — «) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I.J — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L4p et 0 au seuil «.
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Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en [ — 1 et [J(K —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|
J (1 ;;{)5}2 ; li2

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de dif-
férence entre L et 0 au seuil a.

> JF(I - 1,1J(K —1);1 - a),

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets fixes,
nous utilisons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en J — 1 et [J(K —1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)|
(’] — 1)5%% XJ: l’2
K =Y

ou F(J —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil o.

> JF(J = 1LLJ(K —1);1 - a),

Modele a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% 5 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I —1 et (I —1)(J —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)

(I —1)shp ¢
e

=1

>F(I—1,(I-1)(J-1);1—a).

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1 —a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypotheése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

9.7.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniere similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.
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Modéle a effets fixes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

HIJ(K —1);1 - %). % (Zj zg)
(LTI = 1)1 = o)y (;;\m)

ou t(IJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & IJ(K — 1)

a la place de

degrés de liberté.

. . 7 . . ’ . ./
Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
au facteur B nous pourrons utiliser la valeur critique

a la place de
o7, T3~ 1)1 —apy S (L5
’ ’ IK \2 !

a ) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)

o}
) —1)31—-— 1—-—
ou t(IJ(K —1); 2k’) est le 100( o7

degrés de liberté.
Modele a effets mixtes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini £k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

(=00 -1 g0 52 (xe)
a0 = 0= 1oy e ()

out((I—-1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (I —1)(J —1)
degrés de liberté.

a la place de
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Ainsi dans le cas de comparaisons deux a deux des effets des modalités du facteur A a
effets fixes la valeur critique que nous utiliserons avec la procédure de Bonferroni est :
g> 81243
2k°V JK

ot t((I—1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (I — 1)(J — 1)

V2 H((I = 1)(J = 1);1
degrés de liberté.

9.7.5. Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a
deux

Dans les deux situations, effets fixes ou mixtes, nous pouvons utiliser la procédure de

Tukey en remplacant le nombre de répétitions K par la moyenne harmonique K; du

nombre de répétitions K; et K, effectuées dans chacune des deux conditions dont nous
souhaitons comparer les effets. Nous rappelons I'expression de K, :

1
(1 1
2\ K, K,

9.8. Deux facteurs emboités

Ky =

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] et dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs sans interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencgons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe ou du paragraphe en fonction
de la situation considérée. La différence fondamentale entre ces deux situations résidant
dans le fait que pour la premiere, deux facteurs a effets fixes, nous utiliserons le carré
moyen résiduel s% dans les statistiques de test tandis que dans la seconde, un facteur
a effets fixes et un facteur a effets aléatoires, nous utiliserons le carré moyen
associé au terme emboité 32B| 4 dans les statistiques de test.

9.8.1. Contrastes
Modeéle a effets fixes

Dans le cas d’'un modele ot les deux facteurs sont a effets fixes, c’est-a-dire le cas envisagé
au paragraphe il peut étre intéressant, en fonction de la significativité des différents
tests auxquels nous avons procédé, d’étudier les constrastes exposés ci-dessous.

Le contraste met en jeu des moyennes associées au premier facteur A.

L:llal—l—l2a2+---+l10q,

156 Plans d’expérience
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avec Zi]:l l; =0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

E:l154\1+l207§+"'+1107}-
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :
f/(y) =lY1,00 T 12Y200 T -+ 1YL 00

Le contraste met en jeu des moyennes associées au second facteur B emboité dans le
premier facteur A.

L/ = l;(l)ﬁl(l) + l;(l)ﬁl(l) + -4 lj]([)ﬁ]([),

’

avec ZiI:1 ijl lj(i) =0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

—

L'= Laybiay + bayBaay + -+ + LBy
Ainsi une estimation sans biais de L' s’écrit :

L'(y) = l;(l)yl,l,o + 1/2(1)?/2,1,. + -+ lj]([)yJ,I,o-

Modele a effets mixtes

Dans le cas d’un modeéle mixte, c¢’est-a-dire le cas envisagé au paragraphe [3.3.2] il peut
étre intéressant, en fonction de la significativité du test de 'effet du facteur a effets fixes,
d’étudier les constrastes du type :

L =1lioq + oy + -+ l1ay,

avec YL 1; =0.
Un estimateur sans biais de L est alors :
L =lLay +lyos + -+ + ljag.
. . . . . . / , .
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :

E(y) =l1Y100 +12Y20e+ + 1Yl 0.

9.8.2. Meéthode de Tukey
Modeéle a effets fixes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en I et IJ(K — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

z
{3k (30)
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ouq(I,IJ(K —1);1— ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a I
et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées aux niveaux du facteur B
pour un niveau i du facteur A fixé, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modele
incluant les deux facteurs et nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de
I'étendue Studentisées en J et [J(K —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)
\/g L&y
K \2=lb

ou q(J, IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — o) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a J
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil o

>q(J,IJ(K —1);1—a).

Modeéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous
utilisons l'estimation 82B| 4 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en [ et
I(J—-1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

2 I
A (s,

ou q(I,1(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a
I et I(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

2 q(l,1(J —1);1—a).

9.8.3. Meéthode de Scheffé
Modele a effets fixes

L p est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; ;o = Y nous

avons

./ ;
] 5@

L(y)|

(IJ - 1)

> JF(IJ —1,1J(K — 1);1 —a),

K
ou F(IJ—1,1J(K —1);1 —«) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a IJ — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
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9.8 Deux facteurs emboités

différence entre L g et 0 au seuil a.

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et [J(K —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

(I - 1)3%% 2
(s

=1

> JF(I -1, 1J(K —1);1 - a),

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de dif-
férence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées aux niveaux du facteur B
pour un niveau ¢ du facteur A fixé, nous utilisons l'estimation s% calculée pour le modele
incluant les deux facteurs et nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de
Fisher en J —1 et IJ(K —1).

Nous décidons que le contraste L' est significativement différent de 0 au seuil o si :

L
) > \F(J - 1,1J(K —1);1 - a),
(J = sk & o
K jlej

ou F(J—1,1J(K —1);1 — «a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

Modele a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous
utilisons I'estimation S2B| 4 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et I(J —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|
(1 = Dshia &~
J JK | ;l

ou F(I —1,1(J —1);1 — «) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I et I(J — 1)
degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de différence entre
L et 0 au seuil a.

>F(I-1,1I(J—-1);1—a).

Frédéric Bertrand 159



Chapitre 9. Comparaisons multiples

9.8.4. Méthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniere similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.

Modeéle a effets fixes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini £k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

- 2o (5

oI, LI(K —1): 1 — Q)@ (; 22 w)

ou t(IJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)
degrés de liberté.

a la place de

. . 7’ . . ’ . .-/
Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
aux niveaux du facteur B pour un niveau ¢ du facteur A fixé nous pourrons utiliser la
valeur critique

a la place de
s (1
g(J LT(K = 1)1 =)y =2 | 5 3 1|

ou t(IJ(K —1);1— Qik/) est le 100(1 — Qik/) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)
degrés de liberté.

Modeéle a effets mixtes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

HI(J = 1)1 — — B'A <Zl2>

o110~ 11— ) F( )
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out(I(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a I(J — 1) degrés
de liberté.

Ainsi dans le cas de comparaisons deux a deux des effets des modalités du facteur A a
effets fixes la valeur critique que nous utiliserons avec la procédure de Bonferroni est :

2
@ [5B|A

V2 HI(J —1);1— o\ T

out(I(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a I(J — 1) degrés
de liberté.

9.8.5. Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a
deux

Dans les deux situations, effets fixes ou mixtes, nous pouvons utiliser la procédure de
Tukey en remplagant le nombre de répétitions K par la moyenne harmonique K du
nombre de répétitions K; et K, effectuées dans chacune des deux conditions dont nous
souhaitons comparer les effets. Nous rappelons ’expression de K, :

1

Ky = .
ST
2 \K, ' Ky
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Chapitre 10

Puissance des tests de ’analyse de la
variance

Les moyens de calculs désormais a la disposition de I'expérimentateur permettent de calcu-
ler directement, c’est-a-dire sans avoir a recourir a une table ou a un abaque, la puissance
des tests, dits F' ou de Fisher, de I'analyse de la variance. Si nécessaire, nous renvoyons le
lecteur & 'ouvrage [Dag98b| pour consulter la plupart des tables ou abaques servant au
calcul de la puissance d'un test dans un tableau d’analyse de la variance.

La puissance d’un test est une fonction complexe des différents parametres de ce test.

Nous soulignons certaines relations qu’il faut toujours avoir a ’esprit :

e Les erreurs de premiere espece et de deuxieme espéce sont antagonistes, c’est-a-dire
qu’elles évoluent en sens contraire. Si les autres parametres du test sont fixés, plus nous
diminuons le risque de commettre une erreur de premiere espece, plus nous augmentons
celui de commettre une erreur de deuxieme espece et réciproquement plus nous dimi-
nuons le risque de commettre une erreur de deuxieme espéce, plus nous augmentons
celui de commettre une erreur de premiere espece.

e Plus les effets du facteur sont marqués, soit en terme d’amplitude des écarts entre
les modalités d’un facteur a effets fixes ou soit en terme de dispersion des effets des
modalités d'un facteur a effets aléatoires, plus la puissance est grande.

e Plus la dispersion de I'erreur est faible, plus la puissance est grande.

e Plus le nombre de répétitions effectuées pour une modalité du facteur est important
plus la puissance est grande.

Parmi tous les parametres ci-dessous, le seuil du test o étant fixé, il n’est possible pour
Iexpérimentateur que d’agir sur le nombre de répétitions effectuées pour une modalité
du facteur. C’est pourquoi I'expérimentateur a un intérét particulier a bien choisir ce
parametre lorsqu’il élabore le protocole expérimental dont il va servir s’il souhaite garantir
un niveau de puissance correct pour les tests qu’il va réaliser.



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

10.1. Analyse de la variance a un facteur

10.1.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe Nous nous intéressons a la puissance
1 — B4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espece, du test F'
d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

%03@1:@2:“':@[:0‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1= Ba=P[F(I=1,1(J=1)\) > F(I - 1,1(J = 1);1 - a)],
ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1); A4) est une variable aléatoire qui suit une loi de

Fisher non-centrale & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité
Aa. Ce parametre de non-centralité A vaut :

J I
R )
A 20212206Z

Lorsque nous utilisons une loi de Fisher non centrale a v; et vy degrés de liberté et de
parametre de non-centralité A, nous introduisons souvent le parametre de non-centralité

normalisé ¢4 défini par :
[ 2X4
¢A N vy + 1

Nous obtenons ainsi dans notre situation :

¢a =

Si le nombre de répétitions n; effectué pour chaque modalité A; du facteur A n’est pas
constant, c’est-a-dire si le plan expérimental n’est pas équilibré, le parametre de non-
centralité \4 devient :

1 &,
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10.1 Analyse de la variance a un facteur

Le parametre de non-centralité normalisé ¢4 est alors :

1

-
N
|
Q|+

I
Z TLZOéz2
i=1

~|

Nous constatons que la puissance évolue bien comme indiqué au début de cette lorsque
a;, 1 <i< I, I,n;, 1 <1< 1,0 et avarient.

Puissance a posteriori

Nous obtenons la puissance a posteriori du test de I’absence d’effet du facteur A en
remplacant dans la formule appropriée ci-dessus. Le choix se fait en fonction du fait que
le plan expérimental est équilibré ou non, les valeurs des parametres par les estimations
que nous avons obtenues en réalisant I’analyse de la variance. Généralement nous consi-
dérons qu’'une puissance de 0,8 est satisfaisante et qu’alors la décision de ne pas rejeter
I’hypothese nulle Hy est « vraiment » associée a ’absence d’effet du facteur considéré.

Détermination du nombre de répétitions

Une autre approche, celle développée lorsque nous faisons de la planification expérimen-
tale, serait de déterminer a priori le nombre de répétitions J nécessaires pour obtenir
une valeur de puissance du test supérieure a un niveau fixé a 'avance. L’intérét de cette
démarche réside dans le fait que nous ne connaissons pas a priori si le test que nous allons
réaliser une fois que les expériences ont été réalisées sera significatif ou non a un seuil
a % fixé a 'avance. Le fait de ne pas rejeter ’hypotheése nulle en ayant un risque élevé de
commettre une erreur de deuxiéme rendrait cette décision tres peu fiable et ne permettrait
pas de conclure avec une confiance suffisante a ’absence d'un effet du facteur étudié sur
la réponse. C’est pourquoi dans de nombreux domaines comme les études cliniques, ou
les expériences peuvent durer plusieurs années, il est primordial de s’assurer que si une
différence existe il y aura un faible risque de ne pas la mettre en évidence. Généralement
nous considérons qu’une puissance de 0,8 est satisfaisante ; dans certains cas nous visons
méme une puissance de 0,9.

Nous pouvons utiliser directement la formule ci-dessus pour déterminer le nombre de ré-
pétitions nécessaires a 1'obtention d’un valeur minimale de puissance. Il faut néanmoins
avoir une idée de la valeur minimale que peut prendre la somme >/_, n;a? et la valeur
maximale que peut avoir o2. Ces valeurs doivent étre déterminées par un expert du do-
maine considéré.

Détermination du nombre de répétitions a 1’aide de la plus petite différence
détectable

Dans ce type d’étude prospective, la situation est compliquée par le fait qu’il est difficile
d’évaluer le terme Y°7_, a?. Nous introduisons alors le concept de plus petite différence
détectable A, ce qui revient a évaluer le sensibilité du test en terme d’amplitude entre les
effets des différents niveaux du facteur étudié. Ainsi nous chercherons a ce que la proba-
bilité de détecter une amplitude |a; — ;| entre les effets a; et a; de deux modalités A; et
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A; différentes du facteur étudié strictement supérieure a A soit élevée.

Ainsi pour faire le calcul de la puissance nous nous plagons dans le pire des cas, c’est-a-
dire celui pour lequel tous les effets sont nuls sauf deux «;, et o, pour lesquels il existe
un écart en valeur absolue égal a A. Alors |a;,| = |a;,| = A/2. Nous obtenons alors :

A= 202i
~ o (o + >

26

402

Nous utilisons la formule ci-dessus pour déterminer les valeurs de J pour lesquelles la
puissance 1 — 4 est supérieure a une valeur 1 — 84 fixée a I'avance, généralement 0,8
soit 80 %. Remarquons que la encore il est nécessaire de connaitre o2 ou au moins d’avoir
une idée précise de la valeur de ce parametre ce qui n’est malheureusement généralement
pas le cas. Dans cette situation nous considérons plutot le parametre de sensibilité A/o
a la place de A.

10.1.2. Modeéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe Nous nous intéressons a la puissance
1 — B4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espece, du test F
d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho: 04 =0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I-1,1(J—-1);1—a)

1—Bu=P|F(I—1,1(J-1)) >

ou F(I—1,I(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J—1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher
al—1etI(J—1) degrés de liberté.

Si nous cherchons a évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité A4 suivante :
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10.2 Analyse de la variance a deux facteurs sans interaction

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposés
au paragraphe [10.1.1] est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

Puissance a posteriori

Nous obtenons alors la puissance a posteriori du test de I'absence d’effet du facteur
A en remplacant dans la formule appropriée ci-dessus, le choix se fait en fonction du
fait que le plan expérimental est équilibré ou non, les valeurs parametres par les estima-
tions que nous avons obtenues en réalisant ’analyse de la variance. Généralement nous
considérons qu’une puissance de 0,8 est satisfaisante et qu’alors la décision de ne pas re-
jeter I’hypothese nulle Hy est « vraiment » associée a I’absence d’effet du facteur considéré.

10.2. Analyse de la variance a deux facteurs sans in-
teraction

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de I'analyse de la variance.

10.2.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe |3.1.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

f}CO:a1:OzQ:---:oz1:O‘

contre

H; : I existe ig € {1,2,...,1} tel que «, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);¢a) > F(I = 1,(I = 1)(J = 1);1 - a)],

ou F(I —1,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & [ — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,(I —1)(J —1);4) est une variable aléatoire
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qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

1
4= — af.
o

=1

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

‘%0:51:52:”':5J:O‘

contre

H;y - Il existe jo € {1,2,...,J} tel que f;, # 0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :
1= B =P [F'(J=1,(I=1)(J = 1);65) > F(J = 1,(I = 1)(J = 1);1 - a)],

ou FI(J—1,(I —1)(J —1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher & J —1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1); ¢5) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢p
vaut :

10.2.2. Modeéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe|3.2.1]. Nous nous intéressons a la puissance
1—[4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
H,y : 0% #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1—Ba=P F(I—1,(1_1)(J_1))>F(I—l,(l—l)(J—l);1_a)

ou F(I —1,(1 —1)(J —1);1— «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I —1
et (I —1)(J —1) degrés de liberté et F(I —1,(I — 1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
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évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A4 suivante :

Jo?
g

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bp est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 0% =0
contre
H, 0% #0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

F(J-1,I-1)(J-1);1—-«)

2
Iog

1—Bp=P|F(J—1,(I-1)(J—1)) >

1+ >
ou F(J—1,(I —1)(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l'aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ag suivante :

Io2
Ap =11+ —L.
o
La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [10.2.1] est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur

une loi de Fisher non-centrale.

10.2.3. Modeéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe|3.3.1l Nous nous intéressons a la puissance
1—p4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieéme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

ﬂ'(o:ozlzozzz-'-:oq:O‘

contre

Hy : I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);¢a) > F(I = 1,(I = 1)(J = 1);1 - a)],

ou F(I —1,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F' (I —1,1(J—1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
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une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

2
o;.

1
ba=
g i=1

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho:0%=0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

1—-pBg=P F(J_L(I_l)((]_l))>F(J—l,(I—l)(J—l);l_@)

ou F(J—1,(I —1)(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A\p suivante :

o2
A B = 1+ 72B

o
Les puissances des tests sont donc identiques a celles ot le facteur a effets fixes serait avec
un autre facteur a effets fixes et le facteur a effets aléatoires serait avec un autre facteur

& effets aléatoires.

10.3. Analyse de la variance a deux facteurs avec in-
teraction

Les idées développées dans la section [10.1] précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.
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10.3.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [3.1.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

f]'(o:ozlzoz2:~-:oq:O‘

contre

Hy : existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,1J(K=1);¢4) > F(I - 1,LJ(K = 1);1-a)],

ou F(I — 1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F' (I —1,1J(K —1); ¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1 |JK &,
U=\ T L

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bg est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

[Ho: =P =---=p,=0]
contre

H; - I existe jo € {1,2,...,J} tel que B;, # 0.

Cette puissance 1 — 5 est donnée par la formule suivante :
1= B =P |F'(J—1,1J(K —1);¢5) > F(J = 1L, IJ(K = 1);1-a)|,

ou F(J—1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,1.J(IK —1); ) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢p vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: (@B)ip = (aBha="-=(aB)s=(af)e1 =" = (af)r; =0
contre

Hy @ 1 existe (io,jo) € {1,2, e ]} X {1,2, RN J} tel que (a6>i0,j0 7é 0.
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Cette puissance 1 — B45 est donnée par la formule suivante :
1= Bap =P [F (I =1)(J = 1), IJ(K = 1);¢a5) > F((I = 1)(J = 1), LJ(K = 1);1 - )],

ou F(I —1)(J—-1),IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I =1)(J—1) et IJ(K —1) degrés de liberté et F'((I —1)(J —1),1J(K —1); ¢ap) est une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale & (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-
centralité normalisé ¢ 4p vaut :

I
K3 > (aB);

bap = —\| ot
A\NT-DT-1)+1

10.3.2. Modeéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe |3.2.2

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

j‘fo : 0'124 =0
contre
H, : 04 #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

FI-1,I-1)(J-1);1-«)
JKo? ’
o2+ Kop

1-Ba=P|FI—-1,(I-1)(J—-1))>
1+

ou F(I —1,(1 —1)(J—1);1—«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1)

t (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F(I —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l'aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A4 suivante :

JKa?
A =1+ —FF5—.
4 J +02+K01243

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 0% =0
contre
H, : 0% #0.
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Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

FJ-1,I-1)J-1);1-«)
IKo% ’
0?2+ Ko?pg

1—Bp=P|F(J—1,(I -1)(J—1)) >
1+

ou F(J—1,(1 —1)(J—1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I — 1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ag suivante :

IKo?
Ap = |1+ —5—E—.
& J +a2+K0%B

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou Gap est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

H, : 045 #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

P —1)(J —1),IJ(K —1);1—a)

L= fan =B [F((I = )(J = 1), LJ(K ~ 1) > o ,

ou F(I —1)(J—-1),IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I-1)(J—1) et IJ(K—1) degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),IJ(K —1)) est une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

2
Ko%p

Aap=\1+——.

o

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [3.1.2] est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur une
loi de Fisher non-centrale.

10.3.3. Modeéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe |3.3.2

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése
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f}fo:alzagz-n:oz]:O‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);¢a) > F(I = 1,(I = 1)(J = 1);1 - a)],

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J—1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKY  of
i=1

I(c2+ Ko%p)’

da =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bp est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho: 0% =0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — 5 est donnée par la formule suivante :

F(J—1,1J(K —1);1—a)
IKo% ’
02+ Ko?p

1-Bp=P|F(J—11J(K—1)) >

1+

ou F(J—1,I1J(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1) et
IJ(K —1) degrés de liberté et FI(J —1,1J(K —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a J — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l'aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité
Ap suivante :

IKo2
Ap= |14+ T2
B $ +02+K0§13

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou S4p est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0
contre

Hy : 045 #0.
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Cette puissance 1 — 845 est donnée par la formule suivante :

1—Bap=P|F(I-1)J—-1),IJ(K—-1)) > F(I-1)(J-1),1J(K—-1);1-a)

ou F(I-1)(J—1),IJ(K —1);1—«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I-1)(J—1) et IJ(K—1) degrés de liberté et F((I—1)(J—1),IJ(K—1)) est une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I — 1)(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

2
Koig

o2

Aap =1\/1+

Les puissances des tests sont donc identiques a celles ot le facteur a effets fixes serait avec
un autre facteur a effets fixes, le facteur a effets aléatoires serait avec un autre facteur a
effets aléatoires et I'interaction dans un modele ou les deux facteurs seraient aléatoires.

10.4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de 'analyse de la variance.

10.4.1. Modéele a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphel4.1.1] Nous nous intéressons a la puissance
1—p4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieéme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

3'603061:@2:"':@[:()‘

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 84 est donnée par la formule suivante :

L= Ba=P[F(I-1,1J(K =1);¢1) > F(I - 1,LJ(K = 1);1-a)],
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ou F(I —1,IJ(K —1);1 — a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1); ) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et I[J(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parameétre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1| JK K,
A=\ 2o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : iy =By == Bsy =By = =B =0
contre

Hy : 1l existe (4o, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,...,J} tel que By # 0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

/

1 —Bpuy =P [F (I(J = 1), IJ(K = 1); ¢p(ay) > F(I(J = 1), IJ(K —1);1 — a)} ,

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F' (I(J —1), [J(K —1); ¢p(ay) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
¢B(A) vaut :

I J

KY > B

_ i=1j=1

o5 = NI 1
10.4.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [4.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
H, : 0% #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I—1,1(J —1);1—a)
JKo? ’
o2 —i—KJ%'A

1—Ba=P|FI—-1,1(J—-1))>

1+
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ou F(I —1,1(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et
I(J—1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J—1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons & évaluer cette puissance a
I’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A, suivante :

JK o2
Ag= |14+ 74
A \l +02+K<7]23|A

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

}CO:JQBM:O

contre

H :ops # 0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

FUI(J—1),IJ(K —1);1— a)

2 5

1~ Bogy =P [F(I(J — 1), LI(K — 1)) >

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(.J — 1)
et 1J(K — 1) degrés de liberté et F(I(J — 1), IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et [J(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap4) suivante :

2
KO’B|A

Apa) = \[1+ —3

10.4.3. Modeéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [4.3.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

}CO:O{lZOZQ:"':O[]:O‘

contre

Hy : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P[F'(I—-1,1(J=1);61) > F(I = 1,1(J = 1);1—a)],

ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J—1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1);¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de
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Fisher non-centrale & [ — 1 et I(J — 1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité
normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKY o?
i=1

b4 = ](JQ—i-Kcr%lA)'

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

}CO:J%|A:0

contre

3{1:0?3|A750.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

FI(J-1),IJ(K—-1);1—«)
2

0BlA
0-2

L~ By = B | F(I(J ~ 1), TI(K — 1)) >
1+ K

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J — 1),IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap(a) suivante :

0129|A
Ay =\|[1+ K O

10.5. Analyse de la variance a trois facteurs sans in-
teraction

Les idées développées dans la section [10.1] précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.
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10.5 Analyse de la variance a trois facteurs sans interaction

10.5.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.1.1}]

Pour des problemes de concision nous ne présenterons que la puissance d’un type de test,
effet principal, interaction d’ordre 1, interaction d’ordre 2, les valeurs de puissance asso-
ciées aux tests restants s’en déduisant en remplacant les quantités associées aux facteurs
mis en jeu par celles associées aux facteurs pour lesquels nous voulons calculer la puissance
du test.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

‘f}(o:ozlzozgz-'-:oq:O‘

contre

Hy : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1—pa=P [F/<V17 vo; pa) > Fvi,ve;1 — 04)} ;

oty =I—-letwvy=I-1)J-1)(K-1), FU-1,I-1)J-1)(K—-1);1—-a«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de
liberté et F'(I —1,(1 —1)(J — 1)(K — 1);¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher non-centrale & I —1 et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1 |JK &,
=N T &0

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : (aB)ig = (aB)ipg =" = (aB)g = (af)21 =" = (af)r,; =0
contre
Hy Il existe (do, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);j, # O.

Cette puissance 1 — S4p5 est donnée par la formule suivante :
l—fap =P [F/<V17 vo; Pap) > F(vr,va;1 — 04)} )

ouvy=I—-1)(J=1etvp=UT-1)(J-1)(K—-1), F({-1)(J—1),(I=1)(J—1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I —1)(J—1),(I —1)(J —1)(K —1); pap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4p. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

I J
KZ Z(@B)?j
i=1j=1

OAB= N T )T -1+ 1

Frédéric Bertrand 179



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

10.5.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho:05=0
contre
H, : 0% #0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(Vl,l/g; 1-— Od)
JKo? ’
02+ Ko?p

1—5A:]P) F(l/l,l/z)>

ouvy=1—1et

2
(s + Sac — %)

Gl B
I-nHJ-1) ({(I-1)(K-1) ({I-1)J-1)(K-1)

Vo =

F(I —1,19;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et v, degrés de
liberté et F'(I — 1,14) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I — 1 et 1,
degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous
serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A4 suivante :

2
)\Azdl‘i‘ JKo5

o2+ Ko?y

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

F(r,v; 1l —a
1 —Bap =P |F(r,1n) > (1 ;{2 ) ;
1 OAB
o2
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10.5 Analyse de la variance a trois facteurs sans interaction

ouvy=[—-1)(J=1)etvpo=UI-1)(J-1)(K—-1), F({-1)(J—=1),(I=1)(J—1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«a) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I —1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

2
Koig

o2

Aap =11+

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposés
au paragraphe [10.5.1} est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

10.5.3. Modele a effets mixtes
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.3.1]

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes, A et B, et un facteur C est a
effets aléatoires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

‘J’Co:ozlzoz2:~'-:oz120‘

contre

Hy : existe ig € {1,2,...,1} tel que o, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(K —1);¢4) > F(I = 1,(I - 1)(K - 1);1 - )],

ou F(I—1,(/—1)(K —1);1—a«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I —1 et
(I —1)(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,(I —1)(K —1); ¢4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

I
JKY o7
Pa= 73 T3 =L
I (0?4 Joie)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B¢, ou ¢ est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 0l =0
contre
H, : 02 #0.
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Cette puissance 1 — (¢ est donnée par la formule suivante :

FOK — 1,1 —1)(J —1)(K —1);1 - a)
IJo% ’

1—Bo=P|F(K—1,(I-1)(J—1)(K —1)) >

1+

g

ou F(K—1,(I-1)(J —1)(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
K—1et(I—1)(J—1)(K —1) degrés de liberté et F(K —1,(/ —1)(J —1)(K — 1)) est
une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a K — 1 et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés
de liberté. Si nous cherchons & évaluer cette puissance a 1’aide d’une table, nous serons le
plus souvent amenés a évaluer la quantité \o suivante :

Lo}

Ao =+/1+ 5

o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : (aﬂ)l,l = (045)1,2 == (045)1,,] = (045)2,1 == (QB)I,J =0
contre

Hy @ 1 existe (io,jo) S {]., 2,... ,]} X {]_, 2,..., J} tel que (a6>i0,j0 7é 0.

Cette puissance 1 — S4p5 est donnée par la formule suivante :
1—Bap=P |:F,(I/]_,V2; dap) > F(v1,v9;1 — a)} ,

oty =I—-1)(J=1etvy,=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«a) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I—1)(J —1)(K —1); ¢ap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ ,5. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

K

. Z(aﬁ)?j

Jj=1

7

(I—li(J—1)+1'

$ap = —

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4¢, ou [Bac est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 04 =0

contre

Hy : 04 # 0.
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Cette puissance 1 — 4¢ est donnée par la formule suivante :

1 —Bac =P |F(1n,1,) >

ouvy=I-1)(K-1)etvo=I-1)(J-1)(K-1), F({-1)(K-1),(I-1)(J-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—a) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(K—1) et (I—-1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I — 1)(K —1),({ —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I — 1)(K — 1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité A\ ,¢ suivante :

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou G4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

ﬂ'(ozog:oz2:~--:og=0‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1— B4 :P[F/<I/1,V2,¢A> > F(Vl,l/g;l—Oé)},
ourv;=1—1cet

2
(55 + sAc — S%)

Gl B
I-HJ-1) ({(I-1)(K-1) ({(I-1)J-1)(K-1)

F(I —1,v5;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,15) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale &
I—1 et vy degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre
de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Vo =

I
JK o?
i=1

1 -
I02+ Koip+ Jo%,

Pa =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bp est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése
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Ho:0%=0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — 8p est donnée par la formule suivante :

F(J-1,(J-1)(K-1);1—«)
IKo% ’
o2+ Io%,

1 - B =P|F(J—1,(J - 1)(K —1)) >

ou F(J—1,(J —1)(K —1);1 —«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et (J —1)(K — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (J —1)(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ag suivante :

IKo?
Ap = 4|1+ 72—
b \l +02+IUJ230

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : o4y #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

oty =I—-1)(J—-1etvo=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I—-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I —1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

2
Koip

o2

Aap ={[1+
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10.6 Analyse de la variance a trois facteurs avec interaction

10.6. Analyse de la variance a trois facteurs avec in-
teraction

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.

10.6.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.1.2]

Pour des problemes de concision nous ne présenterons que la puissance d’un type de test,
effet principal, interaction d’ordre 1, interaction d’ordre 2, les valeurs de puissance asso-
ciées aux tests restants s’en déduisant en remplacant les quantités associées aux facteurs
mis en jeu par celles associées aux facteurs pour lesquels nous voulons calculer la puissance
du test.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou G4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

‘%03@1:@2:"':@120‘

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1-— BA =P [F,(VUVQ;QSA) > F(Vl,l/z; 1-— Oé):| ,

outvy=I1—-letvy=IJK(L-1), F(I-1,IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile
de la loi de Fisher & I —1 et IJK (L —1) degrés de liberté et F' (I —1,IJK(L—1);$4) est
une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale a I —1 et IJK (L — 1) degrés
de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité

normalisé ¢4 vaut :
1 |JKL &

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese
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Ho : (045)1,1 = (065)1,2 == (aﬁ)l,J = (045)2,1 == (045)[,] =0

contre

Hy @ 1 existe (io,jo) S {]., 2,... ,]} X {]., 2,..., J} tel que (aﬁ)imjo 7é 0.

Cette puissance 1 — S4p5 est donnée par la formule suivante :
1—Bap="P [F/(V17V2§ bap) > F(v1,v2;1 — 04)} ;

oty = (I —1)(J—1) et vy = IJK(L — 1), F(I —1)(J — 1), IJK(L — 1);1 — a) est
le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1)(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F'((I —1)(J —1),IJK(L — 1); ¢4p) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher non-centrale a (I — 1)(J — 1) et IJK (L — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢ 45 vaut :

I J

KLY > (aB)j

i=1j=1

- -1)+1

bap = —

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4pc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : (afy)i11 = (@BY)112 = = (@BY)11,x = (@BY)211 = -+ = (af¥) 5 =0

contre

5‘(1 : 3 (io,jo,ko) -~ {1,2,,[} X {1,2,,J} X {1,2,,[(} ’ (ozﬂ’y)iod‘o’ko #O

Cette puissance 1 — S4pc est donnée par la formule suivante :
1 —fBapc =P [FI(V17V2; ¢apc) > F(vi,v2;1 — 04)] 5

ouvy =([-1)(J-1)(K=1)et vy =IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et [JK(L—1) degrés
de liberté et F'((I — 1)(J — 1)(K — 1), IJK(L — 1); ¢ apc) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher non-centrale a (I — 1)(J — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ spc. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 4pc vaut :

I J

LYY S (e

1 i=1 j=1 k=1

OABC = N T )= (K =1+ 1

10.6.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.2.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese
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Ho:05=0
contre
Hy : 0% #0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(vi,v9;1 — )
JK Lo? ’
0%+ Loz + KLo?z + JLo%

1—pBa=P|F(n,1n) >

1+
ouvy =1—1et

9
(s + S%c — Sasc)

(31243)2 n <32Ac>2 n (SZXBC>2 ’
I-HJ-1) (-1)(K-1) ({[I-1)(J—-1)(K-1)

Vg =

F(I —1,v5;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,15) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a [ — 1 et v»
degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous
serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A4 suivante :

KLd?
)\A:\J1+ JK Loy

02+ Lo%pe + KLo%g + JLo%

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

F(Vl, Vy; 1— Oé)
KLo%g |’
0%+ Lo’ zc

1—/6AB:]P) F(Vl,V2)>

1+

ouvy=[—-1)(J=1etvp=UI-1)(J-1)(K-1), F(U-1)(J—=1),(I=1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I — 1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
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nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité A, p suivante :

KLd?
)\AB - 1+27A23
0?+ Lojpe

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4pc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.42 —

contre
Hy : oipe # 0.

Cette puissance 1 — S4p¢c est donnée par la formule suivante :

F(I/l, Va3 1-— Oé)
Lo%ipc

1 _BABC =P F(Vl,VQ) >

b

oury = I-1)(J-1)(K-1)etvy=IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K—1),IJK(L-1);1—a)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A\4pc suivante :

2
Loipe

)\ABC: 1+ 5 -

g

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [10.6.1}, est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

10.6.3. Modele a effets mixtes
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.3.2]

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes, A et B, et un facteur C est a
effets aléatoires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou G4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieéme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

%03@1:@2:”':&[:0‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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Cette puissance 1 — 84 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);¢a) > F(I = 1,(I - 1)(J = 1);1 - a)],

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,(I —1)(J —1);$4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢ 4
vaut :

1
JKLY of

ba= |

Nous nous intéressons a la puissance 1 — ¢, ou ¢ est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 02 =0
contre
Hy :0f #0.

Cette puissance 1 — B¢ est donnée par la formule suivante :

F(K —1,1JK(L —1):1—a)
IJo}, ’
o2

1—Bc=P|F(K—-1,IJK(L—1))>
1+

ou F(K —1,IJK(L —1);1— «) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a K — 1 et
IJK (L —1) degrés de liberté et F(K —1,1JK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher a K —1 et [JK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité

Ac suivante :
IJo?
Ac =1\[1+ 720
o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : (065)1,1 = (045)1,2 == (045)1,J = (045)2,1 == (045)1,J =0
contre

H; - I existe (4o, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (), , # 0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

1—Bap="P [F/<V17 Vo; pap) > Fvi,va;1 — 04)} ;
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ouvy=[—-1)(J=1etvo=UI-1)(J-1)(K—-1), F({-1)(J—=1),(I=1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«a) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I—1)(J —1)(K —1); ¢4p) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

KL Z Z(aﬁ)?j

i=1j=1

(I =D = 1)+ 1)(0? + Lofpc)

bap =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S40, ol [Bac est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 04c =0

contre

Hy : o%e #0.

Cette puissance 1 — S4¢ est donnée par la formule suivante :

F(r, ;1 —a)
JLo%, |’
2

1—5140 =P F(Vl,l/g) >

1+

o

ouvy =L —-1)(K—-1)etw=I1JK(L-1), F({ —1)(K —-1),IJK(L —1);1 — «)
est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher & (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F'((I —1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a (I —1)(K —1) et IJK(L —1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité

Aac suivante :
JLo%
)\AC =+4/1+ 5
o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Sapc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.42 —

contre

Hy : 04pc # 0.

Cette puissance 1 — S4pc est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 —a)
LU,zach

1_BABC:IP> F(Vl,VQ) >
1+

o2
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oury = I-1)(J-1)(K-1)etvy=IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité \4pc suivante :

2
Loipe

Aapc = A/ 1+ 5 -

o
Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-

toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

}CozalzaQ:---:a[:O‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 84 est donnée par la formule suivante :

L= Ba="P[F (vi,v,64) > F(vr, 15,1 — a)],
ouvy =1—1et

2
(55 + Shc — Sanc)

(he) (he) (hee)
(I-1)(J—-1) ([I-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Vy =

F(I —1,19;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et v, degrés
de liberté et F'(I — 1,15, ¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-
centrale a I — 1 et v, degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4.
Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1
JKLY o}
=1

1

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bp est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho:0%=0
contre
Hy : 0% #0.
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Cette puissance 1 — Bp est donnée par la formule suivante :

F(J-1,(J-1)(K—-1);1—a)
[KLo?, ’
o2+ ILo%.

1—Bp=P|F(J—1,(J-1)(K—1)) >

ou F(J—1,(J —1)(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J —1
et (J —1)(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (J —1)(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A\p suivante :

IK Lo?
Ap = |1+ —5—5—.
b J T TLo,

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou G4p est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 0545 =0

contre

Hy : o4 #0.

Cette puissance 1 — B4p5 est donnée par la formule suivante :

F(vi,v9;1 — )
KLo%p |’
0%+ Lo?ge

1= Bap =P |F(vy,1n) >
1+

outvy=I—-1)(J—-1etvo=I—-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I—-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I —1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

K Lo?
Aap =1+ 55—
0?+ Lojpe

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B, ou e est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de ’hypothese

Ho: 0% =0

contre

Hy : 0% #0.
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Cette puissance 1 — Sg¢ est donnée par la formule suivante :

F(I/l, Va3 1-— CY)

1 —fBpc =P |F(n,1n) >

)

2
14+ K178
o

ouvy = (J—-1)(K—-1)et vy =I1IJK(L-1), F(J—-1)(K —-1),IJK(L—1);1 - «)
est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F((J — 1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a (J—1)(K —1) et IJK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a 1’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité

Apc suivante :
o2
Apc = \/1+ KL-22.
o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4pc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test I’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.2 —

contre

H, : 040 # 0.

Cette puissance 1 — S4p¢ est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 — )

Lodipe
ouvy; =([-1)(J-1)(K=1)etvy, =IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A apc suivante :

1 — Bapc =P |F(v1,12) >

?

Lo?
Aapc = \|1+ 7;230-

10.7. Analyse de la variance a trois facteurs totale-
ment emboités

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
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exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de 'analyse de la variance.

10.7.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [6.1.1}]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

%0:a1:a2:~--:a1:0‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P[F(I-1,1JK(L—1);¢4) > F(I - 1,IJK(L—1);1-a)],

ou F(I —1,IJK(L—1);1— «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a [ — 1 et
IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(I —1,1JK(L —1);$4) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher non-centrale & I —1 et [JK (L —1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
ba = — ﬁza

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), out Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho - 51(1) = 52(1) == 5J(1) = 51(2) == 6J(1) =

contre

Hy @ 1 existe (io,jg) c {1,2, e I} X {1,2, RN J} tel que ﬁjo(io) # 0.

Cette puissance 1 — 8p(4) est donnée par la formule suivante :
1= Bpy =P [F'(I(J = 1), IJK(L = 1);¢p(a) > F(I(J = 1), [JK(L - 1);1 - )],
ou F(I(J—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(J —1)

et IJK(L—1) degrés de liberté et F'(I(J —1),IJK(L—1);¢p) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et de
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parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
¢p(a) vaut :

I J
KLY Y 87

i=1j=1

ona) = o I(J—1)+1"

Nous nous intéressons a la puissance 1— B¢ (p(a)), 0t Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : M) = r2a0) =+ = VKQQ) = NaE) = 0 = Ye@) =0

contre

IJ'CI:EI (io,jo,ko)6{1,2,...,]}X{1,2,...7J}X{1,2,...,K}|’7k0(]‘0(i0))§é0.

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

1 - Bempay) =P [F/<V17 Vva; bo(B(ay)) > Fv,ve; 1 — Oé)] :

oty = IJ(L—1) et vy = [JK(L—1), F(IJ(L—1),IJK(L—1);1— @) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher a IJ(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
1),I1JK(L —1); ¢c(B(ay)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale
alJ(L—1)et [JK(L—1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé
¢c(B(a))- Ce parametre de non-centralité normalisé ¢c(p(a)) vaut :

I J
L Zl Zl VG
i=1j5=

IJ(L—1)+1

Pewa) =

10.7.2. Modele a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [6.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho: 04 =0
contre
H, : 04 #0.

Cette puissance 1 — 84 est donnée par la formule suivante :

F(I—1,1(J - 1);1—a)
JK Lo? ’
o2 4 La%‘B‘A + KLO?BlA

1—Ba=P|FI—-1,1(J—-1)) >
1+
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ou F(I —1,I(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et
I(J—1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J—1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons & évaluer cette puissance a
I’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A suivante :

JK Lo?
Ao =\ |1+ 2 4 2 -
o +LUC\B\A+KLUB|A

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

J-CO:O-%LA:O

contre

H o ops # 0.

Cette puissance 1 — Bp(4) est donnée par la formule suivante :

F(I(J—-1),IJ(K—-1);1—«)
N KLo} ’
02 + LoC|B|A?

1~ Bogy =P |F(I(J — 1), LI(K — 1)) >

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J —1),IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap(a) suivante :

KLo% ,
Mgy = |1+ 4
B \l 0%+ LoC|B|A?

Nous nous intéressons a la puissance 1— B¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

.2 —

contre

I o U%"B‘A # 0.

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

Fr, ;1 —a
L= Boway =P | Fri,v) > (1L20%B,4) ’
14 —<iBiA
g

ouvy =IJ(L-1)et vy =1JK(L—-1), F(IJ(L—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher & I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
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1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a 1'aide d’une
table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A\c(p(a)) suivante :

2
LUO\B\A

Ay = \|1+—5—.

g

10.7.3. Modele a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe (6.3

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

%0:a1:a2:---:a120‘

contre

Hy : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 84 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P[F(I-1,1J(K =1);¢4) > F(I - 1, LJ(K = 1);1 - a)],

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,IJ(K —1); ¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKLY of

ba= S
1 (02 + KU?JIBVJ

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

contre

Hy : Il existe (do, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,..., J} tel que B,y # 0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

/

1 — Bpa ZP[F (I(J = 1), IJ(K — 1); ¢p(ay) > F(I(J —1),IJ(K —1);1 —a)} ,

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F' (I(J —1), IJ(K —1); ¢p(a)) est une variable aléatoire
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qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
¢B( A) vaut :

I J
> B

KL i=1j=1
I(J-1) +1a2+LU%|B|A'

Ppa) =

Nous nous intéressons a la puissance 1— B¢ (p(a)), 0t Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

C 42 —

contre

H o aé‘B‘A # 0.

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

F(r,v; 1l —a
L= Boway =P | Frr, ) > (1L20?;BA) ’
[ R——L
g

ouwvy=I1J(L—1)etvy=1JK(L—-1), FIJ(L—1),IJK(L—1);1—a) estle 100(1 — «)
quantile de la loi de Fisher & I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a 1'aide d'une
table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A\c(p(a)) suivante :

Lot p1a
Aoy = |1+ — %

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

9’(0:(11:&2:---:@]:0‘

contre

H; : I existe ig € {1,2,...,1} tel que o, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1I(J=1);¢a) > FI—1,1(J - 1);1—-a)],

ou F(I—1,I(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J—1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1);¢,) est une variable aléatoire qui suit une loi de
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10.7 Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Fisher non-centrale & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité
normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKLY of

$a= =1 :
I(0”+ KLo} 4 + Lo )

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), olt 8p(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test I’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

%O:U2B|A:0

contre

9'(110'?3|A7é0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

F(I(J—-1),IJ(K—-1);1—«)
N K Lo, ’
0% + LoC|B|A?

1= Bogy =P [F(I(J — 1), LI(K — 1)) >

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J —1),IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap4) suivante :

K Lo?%

1A

ABa) = 4|1+ :
B \l 0% + LoC|B|A?

Nous nous intéressons a la puissance 1— 3¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

.42 —

contre

o U%‘BM # 0.

Cette puissance 1 — B¢ (p(a)) est donnée par la formule suivante :

Fri,ve;1 —«a
1 — Bepy =P | Frn, 1) > v ngg ) :
14 Lo
0—2

ouvy =IJ(L-1)et vy =1JK(L—-1), F(IJ(L—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher & I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
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Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a l’aide d'une
table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A\ (p(a)) suivante :

2
LJC|B\A

Aoy = \[1+ —3
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