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Introduction

Ce premier cours a pour but de faire un rapide exposé de ce
que 'on appelle un modéle statistique tout en vous permettant
de revoir, ou de découvrir, certaines des notions que vous avez
apprises dans le passé.

Nous allons revoir ensemble :
@ L'analyse de la variance a 1 facteur
@ Le test non-paramétrique de Krukal-Wallis
@ La régression linéaire simple
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Relations

Pourquoi a-t-on besoin des statistiques pour analyser des
résultats expérimentaux ?

Il existe plusieurs types de relations en des grandeurs
physigues comme la masse, la taille, la température...

On en distingue principalement deux :

@ les relations déterministes comme celle qui lie
'expression d’une température en dégré Celsius et
I'expression de cette méme température en Kelvin. Ici rien
de plus mystérieux qu’une addition a faire et étant donné
une méme température de départ le résultat sera toujours
le méme.
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@ les relations stochastiques comme celle qui lie la masse
d’un idividu a sa taille. On ne peut pourtant pas nier qu'’il y
a une association entre la taille et la masse d’'une personne
mais celle-ci n’est pas aussi simple que celle ci-dessus. En
effet si vous comparez la masse de deux personnes qui
ont la méme taille il est fort probable que celles-ci different.

Pourtant une telle relation existe. Comment peut-on alors la
mettre en évidence ?
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Pour mettre en équation la relation du transparent précédent
entre le poids et la masse on écrit :

Masse(Individu) = Fonction(Taillejgiviay) + Erreur(Individu)
Ce que I'on appelle Erreur représente la variabilité

inter-individu, c’est-a-dire ce qui permet d’expliquer pourquoi
deux personnes de méme taille n’auront pas la méme masse.
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Probleme
Comment trouver Fonction et Erreur ?

On ne connaitrait vraiment Fonction et Erreur que si I'on
réalisait une infinité d’expérience !

C’est pourquoi en statistique on adopte la démarche opposée :

Réponse

On va proposer des canditats pour Fonction et Erreur puis
évaluer 'adéquation du modéle proposé avec la réalité.
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Le cas de I’erreur

Jusqu’a présent on vous a sans doute dit d'utiliser des erreurs
qui suivent des lois normales, mais savez-vous pourquoi ?

Dans beaucoup de problémes expérimentaux I'erreur qui vient
perturber le résultat d’'une expérience est la somme de plus
petites erreurs du méme ordre et indépendantes.
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Un théoréme de probabilité, le théoréme central limite, nous
dit qu’alors une bonne approximation de la loi de la variable
aléatoire d’erreur peut étre réalisée en utilisant une loi
normale.

Bien entendu ceci ne fonctionne pas a tous les coups et il
existe alors des alternatives :
@ changer la loi de I'erreur

@ utiliser des tests comme celui de Kruskal-Wallis qui ne fait
quasiment pas d’hypothése sur la loi des erreurs.
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Quelle fonction utiliser ?

Quelles fonctions peut-on utiliser ?
Appelons Y la réponse observée, ou facteur expliqué, et X le
facteur explicatif.

Y=1f(X)+e¢

La réponse a cette question dépend avant tout de la nature de
la variable X.

@ Si X est une variable continue comme le poids ou la taille
on pourra utiliser f(X) = ax X + b.

@ Si X est une variable discréte on utilisera plutét, en notant
Xi les différentes valeurs possibles pour X, f(Xj) = pu + «;.
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Synthese

On résume ce que I'on vient de voir a propos des modéles
statistiques.

@ Si X est continue on s’intéressera a une relation du type
Y=axX+b+e

ou les variables d’erreurs ¢ suivent toute une loi normale.
Cette situation est celle de I'analyse de régression simple.

@ Si X est discréte on s’intéressera a une relation du type
Y=p+Xi+e

ou les variables d’erreurs ¢ suivent toute une loi normale.
Cette situation est celle de TANOVA a un facteur contrélé.
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Introduction

Supposons que I'on mesure plusieurs fois une méme grandeur
on trouve en général des résultats différents. De trés nombreux
facteurs peuvent influencer les résultats et il n’est pas possible
de tous les étudier. On en sélectionne un certain nombre : on
retiendra ainsi ceux qui a priori peuvent justifier une grande
part de la dispersion des mesures.

Ces facteurs sur lesquels nous fixons notre attention seront dits
facteurs contrélés. Ceci implique qu’avant d’effectuer les
mesures on aura pris des dispositions pour qu’ils soient
maintenus constants et mesurés.
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Pour l'instant nous ne nous intéressons qu’au cas ou il y a un
seul facteur contrdlé.
Lexpérimentateur peut se poser alors différentes questions :

@ Le phénomene étudié est-il ou non inluencé par le facteur
controlé ?

@ Sila réponse est affirmative, quelle est alors la modalité la
plus intéressante ?
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Le modele s’écrit, en notant y; ; la jéme mesure obtenue au
iéme niveau du facteur X :

Y,"j:u—i-a,'—l—e,',j, i=1,...1 j=1,...,J.
avec les hypothéses suivantes pour les résidus :
Y (i,)) <(eij) = N(0,0%) et Cov(e;j, ers) = 0'si (i,f) # (r,S)

Notez qu’ici le plan de 'ANOVA est dit équilibré carily a le
méme nombre de répétitions pour tous les niveux du facteur.
Vous verrez en exercice, un cas de plan déséquilibré.
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Dans le slide précédent, il est a noter que y;; n'est pas égal a
Y; ;. Dans le premier cas y;; est une valeur mesurée dans le
second cas Y est la variable aléatoire.

Cette remarque a déja été faite dans les années passées mais
il vaut mieux le mentionner ici.
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On voit ainsi que I'on fait plusieurs hypothéses trés
importantes. Dans chaque cas ou vous essayerez d'utiliser
cette outil statistique vous DEVREZ vérifier que les hypothéses
que l'on fait sont compatibles avec les données expérimentales
dont vous disposez.

Si vous utilisez un outil statistique alors qu'’il n’est pas adapté
vous obtiendrez des résultats qui peuvent étre trompeurs voire
completement faux.

Votre logiciel de calcul statistique ne s’occupera pas de cette
partie du travail. Elle vous incombe exclusivement et est
primordiale.
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Les hypotheses :

Le détail des hypothéses est le suivant :
@ Normalité des erreurs
@ Homoscédasticité (égalité des variances des erreurs)
@ Indépendance des erreurs

ertrand et Myriam Bertrand Modeéles statistiques



Introduction
Modeéle statistique
Un cas concret ’ANOVA a 1 facteur controlé Les hypothéses

Lindépendance des erreurs

Il n’existe pas de test permettant de déterminer si les erreurs
sont indépendantes ou non.

Un test que vous pourrez rencontrer est le test de
Durbin-Watson qui détermine s’il y a une corrélation temporelle
entre les résidus. Une telle corrélation peut découler, par
exemple, de l'utilisation d’'un appareil de mesure qui se
déreglerait progressivement.

Généralement une représentation graphique des résidus
permet de « voir »si I'hypothése est réaliste.

Attention aux données appariées !
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L'égalité des variances

Cette hypothése est primordiale. En effet a la fois le test de
Kruskall-Wallis (équivalent non-paramétrique de 'ANOVA) et
'’ANQOVA requiérent qu’elle soit vérifiée.

Il convient ainsi de la tester avant I'hypothése de normalité de
I'erreur. Puisque I'on ne connait alors pas encore la loi des
erreurs il faut utiliser un test non-paramétrique.

Il s’agit du test de Levenne qui est utilisable dés que le nombre
de répétitions pour chaque niveau du facteur est supérieur ou
égal a trois.
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Si 'hypothése d’homoscédasticité est vérifiée on peut passer a
la vérification de I'hypothése de normalité des erreurs.

Dans le cas contraire, Minitab ne propose pas de test prenant
en compte ce défaut. Si par contre vous avez accées a d’autres
logiciels comme R, qui est gratuit et disponible sur internet
mais assez difficile d’acces, SPSS, payant mais intuitif, ou SAS,
pour les utilisateurs expérimentés uniquement, vous aurez a
votre disposition des tests pouvant prendre en compte
l'inégalité des variances.
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La normalité des erreurs

Afin de tester la nomalité des erreurs on doit calculer ce que
I'on appelle les résidus du modéle. En termes statistiques, il
s'agit des réalisations des variables d'erreur ¢; ;.

On doit donc commencer par calculer une estimation des
coefficients u, aq, ..., a; du modéle.

On notera toujours une estimation d’un coefficient ¢ du modele
statistique par c.
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Estimation
Il s’agit d’'une valeur que I'on calcule a partir des observations
de telle sorte que I'on juge qu’elle est une représentation de la

valeur du paramétre c.
Par exemple vous connaissez une estimation de la moyenne p
d’'une population par un échantillon d’effectif K :

. 1
M:mzk:xk
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On est capable de caculer les estimations 1, aq, ..., ay.

Les résidus

B =Vl = 0 = @
Un résidu e; ; n'est rien d’autre que le défaut d’ajustement du

modele statistigiue pour la jéme répétition du iéme niveau du
facteur.
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On doit alors tester la normalités des variables d’erreur. Or les
effectifs ne permettent généralement pas de séparer les
différents niveaux du facteur explicatif et de tester la normalité
des résidus pour chacun des niveaux.

Pour obtenir une puissance convenable cela exigerait plus
d’'une cinquantaine de répétitions par niveaux !

On décide alors de regrouper tous les résidus ensemble et de
procéder a un test de normalité sur tous les résidus.

Le nombre de tests de normalité existants est trés important, il
y a méme des livres entiers sur le sujet... Lequel doit-on
utiliser ?

Frédéric Bertrand et Myriam Bertrand Modeles statistiques



Introduction
Modele statistique

Un cas concret ’ANOVA a 1 facteur controlé Les hypothéses

Les logiciels de calcul statistique mettent a la disposition de
l'utilisateur plusieurs tests de normalité. Bien entendu ils ont
tous leurs qualités mais dans le contexte qui est le notre,
c’est-a-dire celui de petits échantillons, effectif entre 10 et 100,
c’est le test de Shapiro-Wilk qui est recommandé.

Tous les logiciels mentionnés plus haut permettent de réaliser
ce test et en particulier Minitab, attention il a été renommé en
test de Ryan-Joiner.
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Si le test de normalité des résidus est significatif, vous n’avez
pas le droit d’utiliser les résultats de 'ANOVA.

Il vous faut alors opter pour une alternative non paramétrique,
le test de Kruskal-Wallis.

Ce test est disponible dans le logiciel Minitab.
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Si la normalité n’est pas rejetée, on reteste I'hypothése
d’égalité des variances en utilisant cette fois le test de Bartlett.

Ce test est plus puissant que le test de Levenne car il repose
sur une hypothése de normalité des variables. C’est donc un
test paramétrique.

Si 'hypothése d’homoscédasticité n’est toujours pas rejetée, le
modéle statistique est alors vérifé et I'on peut utiliser les
résulats de TANOVA.
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