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T. D. n°7
Suites et séries de fonctions.

Exercice 1 : D’apres le concours d’inspecteur des impots, épreuve 2, 2008.
Pour tout n € N*, on considere la fonction s,, définie par :

Siz=0 $,(0) = n?

‘v’xE]O,g[ sn(x):%

On considere la suite (I,,),en+ définie par
r .. 92 us
2 sin“(nx 2
In:/ #dmz/ Sp(x) dx
o sin®(z) 0
1. Pour tout n € N*, montrer que s, est continue sur [O, g}, puis que s, est
s
minorée sur [O, —} .
o 2n
Indication :
, m x .
On démontrera que pour tout x € [0, 5], — <sin(z) <z
s

2. Montrer que lirf I, = 4o0.

3. Soit W une fonction continue sur [0, 2] telle que ¥(0) = 0.
On pose

1 [2
Uy = —/ U(z)s,(z)dx
I, Jo

€
(i) Montrer que pour tout € >, il existe 0 < n < 7 tel que sup [¥(t)| < 3
t€[0,n]

(ii) Démontrer que lim w, = 0.

n—-+00
4. Démontrer que si f est une fonction continue sur [0, %], alors
1 i
lim — [ f(@)su(z)dz = [(0)

Exercice 2 : D’apres le concours d’inspecteur des impots, épreuve 3, 2007.
On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
4
r)=295——
fla)=5--
On définit formellement la suite (f™)nen des fonctions composées par :
fo = Id
fm = fofrlsin>1

On note D,, 'ensemble de définition de la fonction f™. En particulier Dy = R.

1
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A— Etude des fonctions ffn>1
1. Déterminer I’ensemble de définition D; de la fonction f! = f, puis I'ensemble
de définition D, de la fonction f2.
2. Démontrer que = € D, si et seulement si "~ !(z) #0et z € D,_;.

3. Démontrer que pour tout n € N :
R\ [0;1][C D,

Indication : considérer z < 0, puis x > 1.

4. Etudier les variations de f sur ]0; 1], puis en déduire les variations de f™ sur
10; 1] pour tout n € N.

5. Démontrer que pour tout n € N* il existe un unique z,, €]0; 1] tel que f"(z,) =
0.

6. Démontrer que la suite (z,,)nen+ est strictement croissante. En déduire qu’elle
converge vers [ € }‘—;; 1].

B— Suite récurrente
Avec les notations de la partie précédente on pose :
D =R*\ {z,|n € N*}.
On fixe ug € D et on considere la suite (u,),eny définie pour tout n € N par :

Up+1 = f(un)

1. Montrer que si u converge alors sa limite appartient a {1;4}.
2. Etudier la suite u lorsque le premier terme est uy = 1, puis lorsque ug = 4.
3. On suppose que ug € D\ {1;4}.

a. Démontrer que si ug > 4 alors pour tout n € N, u,, > 4.
En déduire que si ug € R\ [0; 4] alors pour tout n € N*, u,, > 4.
Démontrer que si uy € R\ [0;4] alors u est décroissante.
Conclure.

b. Démontrer que si ug € R\|1;4[ alors u est croissante, puis en déduire
qu’elle converge vers 4.

c. Démontrer que si ug € DNJ0; 2| alors u converge vers 4.
d. Démontrer que si ug € DN]3; 1[ alors il existe k > 1 tel que u;, € DNJ0; 3.

e. Conclure.
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Exercice 3 : D’apres le concours d’inspecteur des impots, épreuve 3, 2009.
17¢ partie
On considere les suites téelles (u,)f et (v,)5 définies par :

U1:’U1:1

1
5 et vy = vy + ———-

1
Ut = Un T nn+1)

1
1. Montrer que l'on a v, = 2 — —, pour tout n € N*.
n

2. Montrer que l'on a u, < v,, pour tout n € N*.

3. Montrer que la suite (u,),en+ est convergente.
2¢ partie

On considere les fonctions numériques C,, et S, de la variable réelle t et de parametre
n (n € N*) définies sur [0; 7] par :

Cn(t) = Z coskt et S,(t)= Z sin kt.
k=1 k=1

1. a. Montrer que 'on a C,(0) = n et S,,(0) = 0 pour tout n € N*.
b. On pose K,,(t) = C,(t)+1i5,(t). Montrer que pour tout ¢ non nul K,,(t) =

1— nt
exp (it) L= SR,
1 — exp (it)
c. Déduire de ce qui précede que si t est non nul alors :
(n+1)t . nt (n+1)t . nt
cos sin — sin sin —
Co(t) = 22 ot S,(t)= 2 2
S11 b sin 5

d. Montrer que les fonctions C,, et S,, sont continues sur [0; 7).

2. On considere la fonction numérique g,, de la variable réelle ¢ définie sur [0; 7]

par :
gn(t) = 2C,(t) + 1.
2 1)t
gin 2011
Montrer que si ¢ est non nul alors g,(t) = %
sin 5

3. Soit n un entier positif non nul.

e 1
a. Montrer que / (— — t) cos (nt)dt = —-
0

27 n?
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b. En déduire que u, = / h(t)C,(t)dt ou h est une fonction que l'on
0

déterminera.
s . 9 7 " h/<t)
c. Déterminer la valeur de l'intégrale —=dt.
0 2
, . 7T2 1 ™
d. En déduire que u,, — =3 h(t)g,(t)dt.
0
3¢ partie

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [0; 7] par :

t? )
f0)=2 et f(t)= (—2: si ¢ est non nul.
sin (—)
2

1. a. Montrer que la fonction f est continue sur [0; 7].
b. Montrer que l'on a : Vt € [0;7], f(t) > 0.

2. On considere u un réel de I'intervalle }0; 1}.

3
U
a. Montrer que sinu — u + 3 > 0.
2 .
U sinu
b. En déduire que 1 — 5 < < 1.
U

48

~— 5 bour tout réel ¢ de
-7

t
c. En posant u = Y montrer que 1 < f(t) < 94

I'intervalle |0; 7].

48
3. On pose M = YR et on considere A un réel de l'intervalle |0; 7|.
-
A
2 1)t
a. Montrer que / f(t)sin (%) dt‘ < AM pour tout entier naturel
0
b. Montrer que |f’(t)] < Mj pour tout réel ¢ de l'intervalle [\; 7] avec M} =
T
1+ —
+ 2
A
2N
sin” 5

T 2 1)t
4. On pose a présent I, = / f(t)sin (%) dt avec n € N et A €]0;7].
0

Q[M—FM;\(W—)\)]‘
2n+1

a. Montrer que |I,,| <

7.(.2

b. En déduire que la suite (u,),en converge vers —-
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Exercice 4 : D’ aprés le concours d’Attaché de 'INSEE, 2003.
Soit I,(z) = [* . On note I = |—%; 2| le domaine de définition de I,(z).

0 cos" 272
1. L’intégrale [n( ) est-elle bien définie sur /7

2. Soit la fonction f(z) = In|tan (£ + Z)| (In désigne le logarithme népérien et
tan la fonction tangente). Montrer que f est définie et dérivable sur I.

Calculer la dérivée f'(x) de f pour tout = € I.

Calculer Iy(z), I1(x), I(x) pour tout x € I.

Etablir une relation de récurrence entre I,(x) et I,_o(x) pour tout n > 2.
En déduire I3(x).

AR AN

Exercice 5 : D’apres un Sujet blanc EN3S, 2009.

a) Soit deux séries numériques ) u, et > v, a termes dans R7 telles que :

Un+1

(H) 3ng € N,Vn > ny, Untl

n Un

N

Soit k = 0.

Unyg

(i) Montrez que pour tout n > ng, u, < kvy,.

(ii) Quelle implication peut-on alors écrire entre les propriétés > u,, converge
et > v, converge ?

b) (i) Donnez le développement en série enriere de la fonction x — 1+ =z
a l'origine sous la forme 1+z = > ., a,2" et précisez le rayon de
convergence.

(ii) Soit a > 0, u,, = |a,| et v, =n"*.
Calculez un développement limité en = a l'ordre 1 de *2H — Zntl.

Par un choix convenable de «, montrez que la série > u, converge.

(iii) Montrez que la série > a,z" converge uniformément sur [—1;1].
(iv) Montrez que : Vo € [-1;1},V1+ 2=} -, a,2"
(v) Montrez qu'il existe une suite (P,),en de polynomes telle que (P,)nen

converge uniformément sur [—\/5; \/5] vers la fonction f définie sur [—\/5; \/5]

par f(t) = .

Exercice 6 : D’apres le concours d’Attaché de 'INSEE, 2004.
Dans tout le probleme, on note C°([0;1]) 'ensemble des applications continues de
[0; 1] dans le corps des réels R.

Premiére partie
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On définit sur €°([0; 1]) x €°([0;1]) 'application D par :
v(f.g) € €°([0; 1)) x €°([0;1]), D(f,g) = sup|f(z) — g()].

[051]

1. Justifier 'existence de D.
2. Pour (f,g) € €°([0;1]) x €°([0;1]), que signifie D(f,g) =07

3. Montrer que D est symétrique, c’est-a-dire que :

v(f.g) € €°([0; 1)) x €°([0;1]), D(f,g) = D(g. /).
4. Montrer que D vérifie I'inégalité triangulaire :

v(f,9,h) € €°([0:1]), D(f,9) < D(f,h) + D(h, g).

On a ainsi défini une distance sur I’ensemble des fonction continues sur [0; 1].

5. On définit les fonctions f et g suivantes, pour x € [0;1] : f(z) = 2% et g(z) = .
Calculer D(f, g). Tracer les graphes de f et g et représenter graphiquement
D(f,9)-

Deuzieme partie

1. Montrer que :

v ). | [ swa- [ 19(t)dt'<D(f,g)-

sin (n2x)

2. On définit sur [0; 1] la suite de fonctions de €°([0;1]) par f,(z) = ——~, ot n
est un entier naturel non nul. © désignant I'application nulle, et f! la dérivée
de f,, montrer que :

W¥n > 1, D(f,,0) = ~ et D(f.,0) = n.
n

Troisieme partie

L’objet de cette partie est d’étudier une suite de polynomes P, et sa convergence vers
une application f de €°([0;1]), la convergence étant définie par : lim,, . o, D(f, P,) =
0.

1. On note par f 'application de C°([0;1]) définie par :
2

fla) = 5

Pour n entier naturel, on définit le polynome P, élément de C°([0;1]) par :

i k

P,(z) = Z(—l)k (g) , pour tout x de [0;1].
k=0

1

Etablir que D(P,, f) = 5 on’
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2. On prend pour f la restriction a [0; 1] de la fonction exponentielle, et on définit
pour tout entier naturel n la suite de polynomes P, de C°([0; 1]) par :

n_ ok
P,(x) = Z %, pour tout = de [0;1]

k=0

avec la convention 0! = 1.
a. Démontrer que exp (JI) —Pn(x) = J(n7 I) ol J(n, 1}) _ fox [exp (t)(fft)n] gt

n!
b. En déduire que D(F,, f) < gy

c. A partir de quel rang la distance est inférieure & 10737

3. Dans cette question, on prend pour f la restriction de la fonction sinus a [0; 1].
La suite P, de polynomes de C°([0;1]) est définie par récurrence de la fagon
suivante,

Pour tout z de [0;1] :

P(x) = =x

pratel = 31 (5)-1[n. ()]

a. Donner les formes explicites des polynomes Py (z) et Ps(z).

b. On définit I'application T sur [~1;1] par : Vo € [~1;1], T(z) = 3z — 42°.
Etudier les variations de 7. Montrer que pour tous (u,v) € [—1;1],
|T(u) — T(v)| < 9u—0v|.

c. Etablir la formule : sin (3a) = 3sin (a) — 4sin® (a).

ZL’3

d. Montrer que I'on a, pour tout x € [0;1], 0 < z —sinz < I
e. Démontrer que pour tout n entier naturel non nul, on a :

Vz € [0;1], P.(z) € [-1;1]

et

SCS

9.3n

|Py(x) —sinz| <

Courbes paramétrées
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Exercice 7 : Inspecteur des impo6ts, épreuve 2, 2006

—

Dans le plan P rapporté a un repere orthonormé (O, z J ), on nomme I'; et 'y les
courbes planes paramétrées représentatives des systemes de coordonnées suivants :

t+1 t+1
r = —+ = r = -
o 2 9t o /
L 2 1 2 1 2

vy = 95T e by = g7

1. Montrer que I'y se déduit aisément de I's par une transformation simple du
plan que l'on précisera.

2. Dans toute la suite, on se limite alors a ’étude de I'y et I'on désigne par M (t)
le point courant de I'y de coordonnées x(t) et y(t).

a.

b.

Préciser le domaine de définition D du point M (t).

1
Montrer que pour t # 3 et t # 1, le point M () est un point ordinaire de
la courbe I'y tel que det (OM'( ),OM"(t )) # 0.

1
Préciser la nature des points M (—5) et M(1) ainsi que la valeur de la

tangente a I'y en ces points.
Rechercher les points de I'y a tangente verticale.

Montrer que I's coupe 'axe des abscisses en un point que 1’on précisera
et qu’elle ne coupe jamais 1’axe des ordonnées.

3. On note m(t) la pente de la tangente a I'y au point M (t).

a.

b.

Etablir I'expression de mi(t).
2
Montrer alors que la quantité — y est du signe de 2/(¢)m/(t) puis établir

I'expression de z/(t)m/(t).

En déduire, suivant les valeurs de ¢, dans quelle direction le courbe I'y
tourne sa concavité.

4. Batir le tableau des variations des coordonnées z et y du point M (t).

5. Préciser si la courbe I'ys admet des asymptotes et des branches infinies.

6. Tracer I'y en faisant apparaitre les éléments qui facilitent sa construction
(points particuliers, tangentes particulieres, asymptotes,. .. ).



