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Quelques tests non paramétriques:

1. Les tests non paramétriques sur un échantillon

Dans cette section nous nous intéressons a deux tests non paramétriques :

— le test du signe et

— le test des rangs signés.

Nous utiliserons de préférence le test des rangs signés des que les conditions de son utili-
sation sont remplies, sa puissance étant alors supérieure a celle du test du signe.

1.1. Test du signe

Soit un échantillon indépendant et identiquement distribué X, ..., X,, d'une loi continue
F dont la valeur médiane est notée m, et la moyenne p. Le test du signe permet de tester
les hypotheses suivantes :

Hypotheses :

1
Ho : me =0 ou de fagon équivalente P [X; > 0] = 5

contre

1
Hi :me. #0 ou de fagon équivalente P[X; > 0] # 3"

Remarque 1.1. La formulation de ce test est bien str la formulation d’un test bilatéral.
Nous pouvons envisager les deux tests unilatéraux correspondants. A ce moment la, la
formulation de I’hypothese alternative H; est différente et s’écrit soit :

, 1
Hy s P[X >0 < 5

soit

1Les références [2], [3] et [1] ayant servi a 1’élaboration de ce document sont mentionnées dans la
bibliographie.
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Remarque 1.2. Plus généralement ce test permet de tester I’hypothese nulle

Ho : me =mg ou de fagon équivalente P[X; > 0] =p

contre

Hy : me #mg ou de fagon équivalente P [X; > 0] # p.

oll mg est un nombre réel et p est une constante comprise entre 0 et 1,
ou encore, dans la version unilatérale, contre I'hypothese alternative

’
Hlme<m0

ou encore, dans la version unilatérale, contre I'hypothese alternative

"

H1m€>m0

Pour cela il suffit de considérer I’échantillon Z,...,Z, avec Z; = X; — mg et de lui
appliquer le test décrit ci-dessous.

Statistique : S,, désigne le nombre de variables X;, 1 < i < n, qui prennent une valeur
positive.

Propriétés 1.1. Lorsque l’hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire S, suit
exactement une loi binomiale B(n,p) de parameétres n et p.

Concretement cette hypothese nulle Hy signifie que 'effectif de I’échantillon considéré est
faible devant celui de la population dont il est issu.

Remarque 1.3. Nous pourrons prendre comme taille limite des échantillons dont les
effectifs sont inférieurs a une fraction de 1/10 de la population. Dans ce cas nous pouvons
assimiler les tirages réalisés ici a des tirages avec remise.

Cas le plus souvent utilisé : p =1/2. Nous nous proposons de tester :

Hypotheses :

1
HOP[XZ>O]:§

contre

Hl]P)[X1>O]§é

N —
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Statistique : S, désigne le nombre de variables X;, 1 <7 < n, qui prennent une valeur
positive.
Propriétés 1.2. Lorsque [’hypothese nulle Hy est vraie, la variable aléatoire S,, a les trois
Propriétés suivantes :
1. La variable aléatoire S, suit une loi binomiale B(n,1/2) de paramétres n et 1/2. De
ce fait, découle les deux propriétés suivantes :

2. E[S,] =n/2.
3. Var[S,] = n/4.
Cette distribution binomiale est symétrique. Pour n grand (n > 40), nous pouvons utiliser
I’approximation normale avec correction de continuité :
®(2h+1—n)
NZD

ou P est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Py, [Sn < h] =Py, [S =1 — h] =

Décision 1.1.  Pour un seuil o donné (= a = 5% = 0,05 en général), nous cherchons
le plus grand entier s¥, tel que P[Y < s%] < /2 ou Y suit une loi binomiale B(n,1/2) de
paramétres n et 1/2. Alors nous décidons :

Hy est vraie si Sy ops €55, 1 — Sk[
Ho est vraie si Sy ops €55, 1 — Sk

Remarque 1.4. Le niveau de signification réel du test est alors égal a 2P[Y < s%] qui
est généralement différent de a.

Remarque 1.5. Pour voir un exemple, nous renvoyons a la feuille de travaux dirigés qui
sera traitée lors de la premiere séance de travaux dirigés.

1.2. Test des rangs signés de Wilcoxon

Soit un échantillon indépendant et identiquement distribué Xy, ..., X,, d’'une loi continue
F dont la valeur médiane est notée m, et la moyenne .

Hypotheses : Le test des rangs signés permet de tester I’hypothese nulle

’HO : La loi continue F' est symétrique en O‘

contre

’Hl : La loi continue F' n’est pas symétrique en O.‘

De plus, si nous savons que la loi continue F' est symétrique, alors le test des rangs signés

de Wilcoxon devient

contre

Ici pp est un nombre réel et ce jeu d’hypotheses permet alors de s’intéresser a la moyenne
de la loi continue F'.
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1.2.1. Cas ou il n’y a pas d’ex &quo.

Soit xq,...,x, n réalisations de ’échantillon précédent. A chaque z; nous attribuons le
rang r¢ qui correspond au rang de |z;| lorsque que les n réalisations sont classées par ordre
croissant de leurs valeurs absolues.

Statistique : Nous déterminons alors la somme w des rangs r{ des seules observations
positives. La statistique WI des rangs signés de Wilcoxon est la variable aléatoire qui
prend pour valeur la somme w. Par conséquent, la statistique W, des rangs signés de
Wilcoxon s’écrit

W= > R

1<i1<n
X; >0

Propriétés 1.3. Lorsque l'hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire W, a les
trois propriétés suivantes :

1. Wit est symétrique autour de sa valeur moyenne E[W ] =n(n+1)/4.
2. Var (WS ] =n(n+1)(2n+1)/24.

3. FElle est tabulée pour de faibles valeurs de n. Pour n > 15, nous avons l’approxima-
tion normale avec correction de continuité :

P[W+<w}:¢<w+0,5—n(n+1)/4>

Vn(n+1)2n +1)/24
ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Décision 1.2.

— Premier cas : Pour tester [’hypothese nulle « Hy : La loi continue F' est symétrique
en 0 » contre l’hypothese alternative « Hy : La loi continue F n’est pas symétrique
en 0 » pour un seuil donné «, nous cherchons l'entier w,, tel que P[WF < w,] = a/2.
Alors nous décidons :

Fwe +1,n(n+1)/2 —w, — 1],

H, est vraie si W,
Ho est vraie si W, €lwa +1,n(n+1)/2 —we — 1],
— Second cas : Pour tester I’hypothése nulle « Ho @ p = po », nous introduisons
[’échantillon Zy, ..., Z, avec Z; = X; — u, 1 < i < n.

1.2.2. Cas ou il y a des ex a&quo.

Les observations zq,...,x, peuvent présenter des ex sequo et a fortiori leurs valeurs
absolues. Il s’agit en particulier du cas ou la loi F' est discrete. Deux procédures sont alors
employées.
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e Méthode de départition des ex equo

Nous départageons les ex sequo a 1’aide d’'une table de nombres aléatoires. A cha-
cune des valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par
ordre croissant de ces entiers, un rang différent a chaque observation. Ainsi chacun
des rangs des observations est différent et nous pouvons directement appliquer les
résultats du paragraphe précédent.

e Méthode des rangs moyens

. N . *
En associant a ’observation X; son rang moyen R} dans le classement des valeurs
absolues et en sommant tous les rangs pour lesquels X; > 0 nous obtenons la

statistique :
+x a*
W, = E R}
1<i1<n
Les valeurs absolues observées |zi],...,|z,| étant ordonnées puis regroupées en

classes d’ex @quo, Cy pour la premiere classe qui est constituée des nombres |z;|
nuls, s’il en existe, et C;, 1 < j < h pour les autres nombres, certaines classes C;
pouvant comporter un seul élément, si cet élément n’a pas d’ex sequo, notons d; le
nombre d’ex sequo de la classe C;. Nous avons

h
do + Zdj =n.
7j=1

Sous I'hypothese nulle Hy et si n > 15, il est d’usage d’utiliser 'approximation

normale
W—f—* o *
n—*m ~ /\/’(07 1)
g
ou )
et
1 1 &

7=1

Dans le cas ol nous utilisons cette méthode des rangs moyens, nous ne pouvons pas
utiliser les tables statistiques usuelles qui concernent la distribution de la variable
aléatoire W,F.
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2. Les tests non paramétriques sur deux échantillons

2.1. Les échantillons sont indépendants : Test de Mann-Whi-
tney

Nous observons, de maniere indépendante, une variable Y, continue, sur deux populations,
ou sur une population divisée en deux sous-populations. Nous notons £; la loi de Y sur
la (sous-)population d’ordre i. Nous allons présenter le test :

Hypotheses :

’Ho : Les deux lois £; sont égales ou encore de facon équivalente : £ = EQ‘

contre

’Hl : Les deux lois £; ne sont pas égales ou encore de fagon équivalente : £, # Eg.‘

2.1.1. Cas ou il n’y a pas d’ex aequo.

Statistique : Pour obtenir la statistique du test notée U en général, nous devons procéder
a des étapes successives :

1. En se placant sous I’hypothese nulle Hy, nous classons par ordre croissant 1’en-
semble des observations des deux échantillons (z1,...,x,,) et (y1,...,yn,) de taille
respective n; et ns.

2. Nous affectons le rang correspondant.

3. Nous effectuons la somme des rangs pour chacun des deux échantillons, notés R; et

Rs.

4. Nous en déduisons les quantités U; et Uy qui se calculent ainsi :

s (711 + 1)

R (2.1)

Un, =n1 Xng +

et
TLQ(TLQ + 1)

5 —R2:n1 XTLQ—Ul. (22)

Un2:n1><n2—|—

La plus petite des deux valeurs U,,, et U,,, notée U,, »,, est utilisée pour tester ’hypothese
nulle H,.

Propriétés 2.1. Lorsque I’hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire U,, ,, a les
trois propriétés suivantes :

1. E[Unl,nz] = (nl X 77,2)/2
2. Var [Up, n,] = (n1 X na)(ng +nge + 1)/12.

6
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3. La variable aléatoire Uy, ,, est tabulée pour de faibles valeurs de n. Pour n > 20,
nous avons l’approximation normale :

u— (ng X ng)/2 )

PUnin, Sul =@ <\/(n1 X ng)(ny +mng +1)/12

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Décision 2.1.
— Premier cas : Si les tailles ny ou ny sont inférieures a 20. Pour un sewil donné «

(= 5% = 0,05 en général), la table de Mann-Whitney nous fournit une valeur critique
c. Alors nous décidons :

Hi est vraie st Upypyobs < G,
Ho est vraie si Uy, nyobs > C-

— Second cas : 57 les tailles ny et ny sont supérieures a 20, alors la quantité est décrite

approximativement par une loi normale et nous utilisons alors le test de ’écart réduit :

Unyng — (N1 X m2)/2 .
\/(77,1 X ng)(nl “+ ng + 1)/12

Zm,nz =

Pour un seuil donné o (= 5% = 0,05 en général), la table de la loi normale centrée
réduite nous fournit une valeur critique c. Alors nous décidons :

Hy est vraie si Zpy ny.obs = C
Ho est vraie si Zny ny.obs < C.

2.1.2. Cas ou il y a des ex a&quo.

Les observations 1, ..., Zn,, Y1, - .., Yn, Peuvent présenter des ex sequo. Il s’agit en parti-
culier du cas ou les lois F' et GG dont sont issus les deux échantillons sont discretes. Deux
procédures sont alors employées.

Meéthode de départition des ex @equo

Nous départageons les ex sequo a ’aide d'une table de nombres aléatoires. A chacune
des valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par ordre
croissant de ces entiers, un rang différent & chaque observation. Ainsi chacun des rangs
des observations est différent et nous pouvons directement appliquer les résultats du
paragraphe précédent.

M¢éthode des rangs moyens

Les valeurs absolues observées x1,...,%n,, Y1, .., Yn, €tant ordonnées puis regroupées
en h classes d’ex sequo C, 1 < j < h, certaines classes C; pouvant comporter un seul
élément, si cet élément n’a pas d’ex sequo, notons d; le nombre d’ex sequo de la classe

7
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h
C;. Nous avons Zdj =Ny + ns.

j=1
En associant a l'observation X; son rang moyen R} dans ce classement et en sommant
tous les rangs de tous les X;, on obtient la statistique :

n2
* _ *
Unymy = E R
i=1

Sous ’hypothese nulle Hy : « X et Y ont la méme distribution » et pour n; > 15 et
ng > 15, il est d’usage d’utiliser I’approximation normale

ur . —m*
I~ (0, )
g
ou )
m* = § (nl(nl + ng + 1))
et
h
(07)* = L (nna(ng +n2 + 1)) — £ L Z (dj —d;) .-
12 12 (n1 + n2)<n1 + ng — 1) = J

Dans le cas ou nous utilisons cette méthode des rangs moyens nous ne pouvons pas uti-
liser les tables statistiques usuelles qui concernent la distribution de la variable aléatoire
Unl 12

2.2. Les échantillons sont indépendants : Test de la médiane de
Mood

On considere deux échantillons indépendants (X7, ..., X,,) et (Y1,...,Y,,).
(X1,...,X,,) est un échantillon indépendant et identiquement distribué d’une loi conti-
nue F et (Y1,...,Y,,) est un échantillon indépendant et identiquement distribué d’une loi
continue G.

Apres regroupement des n; + ny valeurs des deux échantillons, n; X My est le nombre
d’observations X; qui sont supérieures a la médiane des N = n; + ny observations.

Sous 'hypothese nulle Hj : « Les variables X et Y suivent la méme loi continue ¢’est-a-dire
G = F », la variable n; x My peut prendre les valeurs 0, 1,...,n; selon la distribution
hypergéométrique suivante :

k ~N/2—k
Cr . Cns
BN

N

]P)[TMXMN:]C]:
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Ainsi on a :

nl(nl + Ng — EN)
2N

E[nl X MN] =

nlng(nl + no + 1)
dny+ne—1+en)(ny+ne+1—en)’

Var [n; x My] =
ol ey = 0 si N est pair et ey =1 si IV est impair.

Lorsque ny et ny sont grands, c’est-a-dire ny > 25 et ny > 25, on utilise 'approximation
normale :

ny X MN—E[m X MN]
v/ Var [ng x My]

~N(0,1)
avec correction de continuité.

La distribution est symétrique lorsque N est pair.

Pour tester I’hypothese nulle Hy : « G = F » contre Hy : « G # F » avec un niveau de
signification égal a «a, on cherche les entiers k, et k:/a tels que P[ny; x My < ko] =~ /2
et P [nl X My >ny — k'a] ~ «/2, puis on rejette I'hypothese nulle Hj si la réalisation de
la statistique du test calculée & 'aide de I’échantillon n’est pas dans I'intervalle [kq, k..
Cette statistique permet également de réaliser des tests unilatéraux.

2.3. Les échantillons sont dépendants : Test de Wilcoxon

Nous considérons deux variables aléatoires X et Y, de méme nature, observées toutes les
deux sur les mémes unités d’un n-échantillon. Les observations se présentent alors sous
la forme d’une suite de couples (z1,y1), ..., (Zy,yn). Ce test concerne les lois des deux
variables. Pour ce faire nous testons :

Hypotheses :

Hy : Les deux lois sont égales ou encore de fagon équivalente £(X) = L(Y)

contre

H; : Les deux lois ne sont pas égales ou encore de fagon équivalente £(X) # L(Y).

2.3.1. Cas ou il n’y a pas d’ex aequo.
Statistique : Pour obtenir la statistique du test notée ST en général, nous devons
procéder a des étapes successives :

1. Ce test suppose que la loi de la différence entre les deux variables étudiées est
symétrique par rapport a 0.
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2. Apres avoir calculé les différences d;, nous classons par ordre croissant les |d;| non
nulles, c’est-a-dire les d; sans tenir compte des signes.

3. Nous attribuons a chaque |d;| le rang correspondant.
4. Nous restituons ensuite a chaque rang le signe de la différence correspondante.

5. Enfin, nous calculons la somme S des rangs positifs (P) et la somme S~ des rangs
négatifs (M).

La somme ST des rangs positifs (P) permet de tester I'hypothese nulle Hj.

Décision 2.2.

— Premier cas : Sin < 15, nous utilisons une table et nous comparons la valeur de (S*)
a la valeur critique ¢ associée au seuil o du test.

— Second cas : Sin > 15, nous utilisons [’approximation normale avec correction de
continuité :

IPHO[SJth}mCI)(

h+0,5—n(n+1)/4 )
V(n(n+1)(2n +1))/24

ou @ est la fonction de répartition d’un loi normale centrée réduite.

2.3.2. Cas ou il y a des ex aquo.

Il se traite de la méme maniere que pour la statistique de Wilcoxon pour un échantillon,
voir le paragraphe 1.2.

3. Les tests non paramétriques sur k échantillons : 1
facteur

3.1. Les échantillons sont indépendants : Test de Kruskal-Wallis

On suppose que 'on dispose de k échantillons indépendants et identiquement distribués
(Xi1,- s Xim)s ooy (Xia, ..o, Xip, ). La distribution du i—eéme échantillon est notée F;.
On admet a priori que F;(z) = G(x — a;) ou G est une fonction de répartition inconnue
mais continue de moyenne p et les «; sont des nombres réels. Ainsi on suppose que le
seul parametre qui differe d’'une distribution F; a ’autre est un parametre de position «;.
C’est pourquoi méme lorsque vous effectuez un test de Kruskal-Wallis vous devez vous
assurer que vous pouvez au moins supposer que les variances des variables sont égales d’un
échantillon a 'autre a I'aide d’un test non paramétrique de Levene d’égalité des variances.
Les hypotheses ci-dessus impliquent que 1’on peut écrire, pour tout 1 < ¢ < k la décom-
position suivante :

Xij=p+a;+e;, 1<7<n,

10
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k

les N = E n; variables aléatoires ¢; ; étant indépendantes et ayant une meéme distribution
i=1

inconnue et de moyenne nulle.

3.1.1. Cas ou il n’y a pas d’ex a&quo.

La variable KWy de Kruskal-Wallis est utilisée pour tester I’hypothese

H()ZOQI...:O%:O‘

contre

H; : 1l existe au moins un iy tel que a;, # 0.

On commence par calculer le rang R;; de X, ; parmi les N valeurs, puis la somme des

ng
rangs associée a chaque échantillon : R;, = E R;; et enfin la moyenne des rangs de
=1

B RZ °
chaque échantillon : R; s = —.
1
La statistique de Krukal-Wallis KWy prend en compte ’écart entre la moyenne des rangs

de chaque échantillon et la moyenne de tous les rangs, qui vaut (N +1)/2 :

12 N+1
[ p—— ) (R - _+)

N(N +1) = 2
Sous I’hypothese nulle Hy : « Xi,..., X, ont la méme distribution continue », qui dans
notre cas est équivalente a Hy : « a; = ... = ag = 0 », il est possible de déterminer la

distribution de KWy bien que le calcul soit complexe.

— Sil'un des effectifs n;, 1 <@ < k, est inférieur ou égal a 4, on utilise une table spécifique.
— Sin; =5, pout tout 1 < i < k on utilise 'approximation KWy = x7_,.

Pour un seuil de signification de «, on détermine ¢, tel que P[KWy > ¢,] = « et 'on
rejette 'hypothese nulle Hy lorsque la valeur prise par KWy est supérieure a c,,.

3.1.2. Cas ou il y a des ex zquo.

e Méthode de départition des ex @quo
On départage les ex s&equo a I'aide d’une table de nombres aléatoires. A chacune des valeurs
égales on associe un entier au hasard puis on affecte, par ordre croissant de ces entiers, un

rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs des observations est différent
et on peut directement appliquer les résultats du paragraphe précédent.

11
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e Méthode des rangs moyens

A chaque nombre appartenant a un groupe d’ex &equo on attribue le rang moyen du groupe
h

auquel il appartient puis on détermine la somme T = Z:(tl3 —t;) ou t; désigne le nombre

=1
d’éléments du [—eme groupe d’ex aequo. Il est d’'usage de substituer a KWy la variable

KW}, définie par :

KWy
T
N3 —N

KW}, =
1—

Comparaisons multiples
Si l'on rejette 'hypothese nulle Hy @ « a; = ... = a = 0 » d’absence de différence entre
les distributions F; des k échantillons, on peut étre amené a se demander quelles sont les

distributions qui sont différentes.

On décide que deux distributions F; et I, sont significativement différentes au seuil o

S1
N(N+1) |1 1
>/2(k—1,1— Y
VXA N =3 Vit

ot x*(k — 1,1 — a) est le 100(1 — «) quantile de la loi du x? & k — 1 degrés de liberté.

BT

(]

On décide qu’au seuil global a deux distributions F; et Fy, parmi les k(k — 1) com-
paraisons que 'on va faire, sont significativement différentes si :

2“(1_1;;(/{;011)) \/N(]X;l),/niﬁn%,

ou u (1 — ﬁ) est le 100 (1 — /{:(%—1)) quantile de la loi normale centrée réduite.

‘Ri,o — R

i e

Il s’agit d’'une application des inégalités de Bonferroni?. Cette procédure est plus puissante
que la précédente.

On décide qu’au seuil global a deux distributions F; et Fy, parmi les k(k — 1) com-
paraisons que 'on va faire, sont significativement différentes si :

20n pourra consulter le cours sur les modeles d’analyse de la variance pour plus de détails sur les
procédures de comparaisons multiples.

12
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n; n,

‘Ri,o _R_’

7,0

> q(k,+00,1 —a) —1 /3

N(N+1) /1 ( 1 1 )

_'_ )
ou q(k,+00,1 — a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de ’étendue studentisée pour k
moyennes et +o0o degrés de liberté. Il s’agit d'une procédure analogue a celle de Tukey-
Kramer? dans le cas paramétrique et valide asymptotiquement. Elle est généralement plus
puissante que les deux approches précédentes.

3.2. Les échantillons sont indépendants : Test de Jonckheere-
Terpstra

La statistique Jy de Jonckheere-Terpstra permet de raffiner I'approche de la statistique
KWy de Kruskal-Wallis : supposons que les £ modalités du facteur pour lequel on a réalisé
les expériences soient naturellement ordonnées. C’est par exemple le cas dans la situation
suivante : vous souhaitez trouver la dose optimale d’engrais a utiliser pour améliorer un
rendement. Vous allez donc réaliser des expériences avec des doses de plus en plus im-
portantes d’engrais et les modalités de votre facteur explicatif seront donc naturellement
ordonnées par la quantité croissante d’engrais utilisé.

La statistique Jy de Jonckheere-Terpstra permet de tester I’hypothese :

H()ZOq:...:Oék:O

contre

Hy o < ... < o =0 et il existe au moins un iy tel que o, < Qg41-

3.2.1. Cas ou il n’y a pas d’ex squo.

La statistique Jy est construite a l'aide de toutes les variables de Mann-Whitney U, ;,
associées a 1’échantillon ¢ et 1’échantillon j, lorsque 1 < i< 5 < k:

1<i<j<k
Sous I'hypothese nulle Hy : « ay = ... =ap =0» :
— L’espérance et la variance de la statistique Jy sont :
k
-y
E[Jy] = %7
1 k
_ 2 2 )
Var[Jy] = ™ (N (34 2N) — ;nz (3 + 2nz)> :

13
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— Les valeurs critiques de la statistique Jy sont tabulées pour de faibles valeurs de k et
des n;.
— Lorsque n; > 5, pour tout 1 < ¢ < k, on a I'approximation normale avec correction de
continuité :
Iy —E[J,]

Vo ~N(0,1).

On cherche l'entier ¢, tel que P[Jy > ¢,] = a puis on rejette ’hypothese nulle Hy au
seuil « si la valeur prise par la statistique Jy est supérieure ou égale a ¢,.

3.2.2. Cas ou il y a des ex &quo.

On peut utiliser une méthode de départition des ex sequo ou des tests de Mann-Whitney
basés sur des rangs moyens, I'inconvient de la seconde méthode étant qu’on ne peut uti-
liser les mémes tables qu’en absence d’ex sequo.

3.3. Les échantillons ne sont pas indépendants : Test de Fried-
man

On se place ici dans le cas ou les échantillons utilisés pour tester 'influence d’un facteur
ne sont pas indépendants.

Individu Facteur A
1 11 |~ | Tn,l
k Tik | " | Tk
On construit alors le tableau des rangs :
Individu Facteur A Total

1 i1 | | T || n(n+1)/2
: : : : n(n+1)/2
k Tk | * T,k n(n—|— 1)/2
Total || rie | -+ | rne || kn(n+1)/2

Si on est en présence de répétitions x; ;, on remplace z; ; par la moyenne 7; ; des valeurs
pour chaque cas ou il y a des répétitions.

On cherche alors a tester 'hypothese :

14
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’HO : Les niveaux du facteur ont tous la méme inﬂuence‘

contre

’Hl : Les niveaux du facteur n’ont pas tous la méme influence. ‘

3.3.1. Cas ou il n’y a pas d’ex aquo.

La statistique de Friedman Fj,,, est définie par :

12k <~ (Ria n+1)° 12 ",
Fpn= = — = ", — 3k 1).
o n(n+1)z(k 2 ) k’n(nJrl)ZRz" Bk(n+1)
i=1

=1

On admet que sous 'hypothese nulle Hy : « Les niveaux du facteur ont tous la méme

influence » les distributions pour chaque individu ne different que par un parametre de

position, ce que 'on peut vérifier par un test non paramétrique de Levene par exemple.

— Pour de petites valeurs de k on utilise une table spécifique. Il se peut que I'on vous
fournisse une table du coefficient de concordance W ,, de Kendall car la statistique de
Friedman Fj,, = k(n — 1)Wj ..

— Pour des valeurs de k assez grandes on utilise I’approximation asymptotique suivante :

On rejettera I'hypothese nulle H si la valeur prise par Fy,, est trop grande.

3.3.2. Cas ou il y a des ex &quo.

e Meéthode de départition des ex @equo

On départage les ex sequo a l'aide d’une table de nombres aléatoires. A chacune des valeurs
égales on associe un entier au hasard puis on affecte, par ordre croissant de ces entiers, un
rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs des observations est différent
et on peut directement appliquer les résultats du paragraphe précédent.

e Méthode des rangs moyens

Dans chaque classement présentant des ex sequo on attribue a chacun de ceux-ci le rang
moyen du groupe d’ex sequo auquel il appartient et qui n’est pas nécessairement un entier.

Lorsque le classement numéro m a h,, groupes d’ex @equo, on lui attribue la somme
hm

T, = Z (tim — tl,m) ou t,, désigne le nombre d’éléments du [—eme de ces h,, groupes.

=1
S’il n’y a pas d’ex &quo on a évidemment 7, = 0 puisque la répartition des n entiers du
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classement en classes de nombres égaux donne h,, = n et ¢;,, = 1 pour tout /. Alors la
statistique de Friedman corrigée est définie par :

Z(R/i _n;—1>2

12k(n —

1)
1k

*
Fk,n

On en déduit que :

4. Les tests non paramétriques sur nk échantillons :
2 facteurs

4.1. Les échantillons sont indépendants : Test de Friedman

On se place ici dans le cas ou les échantillons utilisés pour tester 'influence d’un facteur
sont indépendants.

Facteur B Facteur A
1 T11 | * 0 | Tp1
k Tig | 0 | Tngk
On construit alors le tableau des rangs :
Facteur B Facteur A Total
1 i1 | | T || n(n+1)/2
: : : : n(n+1)/2
k Pk | | g || n(n+1)/2
Total Tie | == | Tne || kn(n+1)/2
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Sion est en présence de répétitions z; ;. on remplace z; ; par la moyenne 7, ; des valeurs
1,5,k 1,J 1,]
pour chaque cas ou il y a des répétitions.

On admet a priori que I'influence des couples de niveaux (A;, B;) des facteurs A et B,
pour 1 <1i < n,1 < j <k, se traduit par une décomposition de la forme :

Xij=ptai+Bi+e;, 1<i<n 1<j<k
n k n
avec Zai =0 et Zﬂj = 0. Les N = Zk = n x k variables aléatoires ¢; ; étant
i=1 j=1 i=1

indépendantes et ayant une méme distribution inconnue et de moyenne nulle.

4.1.1. Cas ou il n’y a pas d’ex zquo.

La variable Fy,, de Friedman est utilisée pour tester I’hypothese

HOZOq:...:Oén:O‘

contre

H; : 1l existe au moins un iy tel que oy, # 0. ‘

On commence par calculer le rang R, ; de X, ; parmi les n valeurs de la colonne i, puis la
k

somme des rangs associée a chaque colonne : R; , = g R; ; et enfin la moyenne des rangs
=1

Ri,o
L

de chaque colonne : R;, =

La statistique de Friedman Fj,,, est définie par :

n

12k Rie n+1)° 12 K,
Fip = - -~ 2 3k(n+1).
b n(n—l—l)z( k 2 ) kn(n—i—l)ZRZ" Bk(n+1)
=1

=1

— Pour de petites valeurs de k on utilise une table spécifique. Il se peut que 'on vous
fournisse une table du coefficient de concordance Wy, de Kendall car Fy, = k(n —
D)W .

— Pour des valeurs de k assez grandes on utilise I’approximation asymptotique suivante :
Fkvn ~ X’?’L*l'

On rejettera I’hypothese nulle H, si la valeur prise par la statistique de Friedman Fj,,, est
trop grande.

Si 'on voulait également tester I'influence du facteur B on aurait analysé les tableaux
ci-dessous avec la méme méthode.
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Facteur A Facteur B
1 T11 |~ | Tp
k Tig | | Tnk
Facteur A Facteur B Total

1 g | | Tha || n(n+1)/2
; : : n(n+1)/2
]{I 7’1’].;; rn,k: n(n+ 1)/2
Total Tie | *** | The || kn(n+1)/2

Comme on a échangé le role du facteur A et du facteur B on teste maintenant :

’Ho : Les niveaux du facteur B ont tous la méme inﬂuence‘

contre

’Hl : Les niveaux du facteur B n’ont pas tous la méme influence. ‘

On ne peut pas tester l’existence d’une interaction par cette méthode puisque le modéle
utilisé ne comporte pas de terme d’interaction. Il existe d’autres tests pour étudier [’exis-
tence d’une interaction.

4.1.2. Cas ou il y a des ex squo.

e Méthode de départition des ex @quo

On départage les ex &equo a ’aide d’une table de nombres aléatoires. A chacune des valeurs
égales on associe un entier au hasard puis on affecte, par ordre croissant de ces entiers, un
rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs des observations est différent
et on peut directement appliquer les résultats du paragraphe précédent.

e Meéthode des rangs moyens
Dans chaque classement présentant des ex sequo on attribue a chacun de ceux-ci le rang
moyen du groupe d’ex sequo auquel il appartient et qui n’est pas nécessairement un entier.

Lorsque le classement numéro m a h,, groupes d’ex @equo, on lui attribue la somme
hm

T, = Z (tim — tl,m) ou t;,, désigne le nombre d’éléments du [—eme de ces h,, groupes.

1=1
S’il n’y a pas d’ex &quo on a évidemment 7, = 0 puisque la répartition des n entiers du
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classement en classes de nombres égaux donne h,, = n et ¢;,, = 1 pour tout /. Alors la
statistique de Friedman corrigée est définie par :

. 12k(n — 1) " (R, n+1\°
Fin = S (")

On en déduit que :

F]:n _ Fk,n
| 1 ! Ly T,
(n3 —n)k 7nZ:1 "
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