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Avant-propos

0.1. Notations

Nous commencons par quelques notations, couramment utilisées en statistique, a la fois
pour alléger les formules et pour les rendre plus compréhensibles.

0.1.1. La notation synthétique d’un total : application aux ef-
fectifs

Nous considérons un tableau de données provenant de résultats expérimentaux effectués
dans certaines conditions symbolisées par un ou plusieurs indices. Ces expériences peuvent
étre répétées ou non en fonction des indices que nous considérons, chacune des cases du
tableau comportant ainsi une ou plusieurs données. Nous notons l'effectif de chaque case
du tableau en remplacant y par n et en conservant les indices associés a y. La somme
des effectifs suivant I'un des indices est notée en remplacant cet indice par le symbole
+. Nous adoptons cette notation, classique en statistique, pour alléger et uniformiser les
notations. Ainsi par exemple, dans les cas ou nos données sont indexées par un, deux ou
trois indices, nous obtenons les notations ci-dessous.

1. Nous avons observé n valeurs de la variable Y. Chacune d’entre elle correspond a
un résultat expérimental effectué dans la condition ¢, 1 < ¢ < I. Nous construisons
donc un tableau comportant I lignes. L’effectif de chaque case du tableau est alors
noté n;, l'effectif total n est évidemment donné par la formule :

I
ny = E n;.
i=1

Bien entendu nous avons n, = n.

2. Nous avons observé n valeurs de la variable Y que nous regroupons en fonction des
valeurs des deux indices 7, 1 < ¢ < I, et j, 1 < 7 < J, associés aux conditions
expérimentales. Nous construisons ainsi un tableau a I lignes et J colonnes.

— Leffectif de la case (7,7) du tableau, située a 'intersection de la i—éme ligne et
de la j—eme colonne est alors noté n; ;.

— La somme des effectifs par rapport a l'indice 4, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la colonne j du tableau, est notée n, ;.

I
Ny j = E N5
=1
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— La somme des effectifs par rapport a 'indice j, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la ligne ¢ du tableau, est notée n; .

J
N+ = E nu
i=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices ¢ et j, c’est-a-dire le nombre de
données dans le tableau, est notée n, .

I J
e =35 e,
i=1 j=1
Bien entendu nous avons n4 . = n.

2. Nous avons observé n valeurs de la variable Y que nous regroupons en fonction des
valeurs des trois indices 7, 1 < ¢ < [, 5,1 < j < J,etk, 1 <k < K, associés
aux conditions expérimentales. Nous construisons ainsi un multitableau a I lignes,
J colonnes et une profondeur de K.

— Leffectif de la case (7, j, k) du multitableau, située a l'intersection de la i—eéme
ligne et de la j—eme colonne a la profondeur k est alors noté n; ;.

— La somme des effectifs par rapport a 'indice ¢, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la colonne j a la profondeur k£ du multitableau, est notée n, ;.

I
n+:jzk = : :ni7j7k'
=1

— La somme des effectifs par rapport a 'indice j, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la ligne ¢ a la profondeur & du multitableau, est notée n; 4 .

J
i+, = E Tijk-
j=1

— La somme des effectifs par rapport a 'indice ¢, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans les cases transversales, c¢’est-a-dire sur toute la profondeur du tableau, situées
aux intersections de la ligne 7 et de la colonne j du multitableau, est notée n; ; .

K
ni7j7+ = : :ni’j7k'
k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices ¢ et j, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche de profondeur & du multitableau, est notée n, ;4 .

1 J
n+7+’k = : : : :nizjzk'

i=1 j=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices i et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche verticale de position j du multitableau, est notée n ;.

I K
Nyj+ = E E nwk

i=1 k=1
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— La somme des effectifs par rapport aux indices j et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche horizontale de position 7 du multitableau, est notée n; 4 4.

J

K
=1 k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices 7, j et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans le tableau, est notée ny 4 4.

I

J K
Nttt = E E E M-
k=1

i=1 j=1
Bien entendu nous avons n, 4 4 = n.

Nous pouvons bien siir généraliser cette notation lorsque nous considérons plus de trois
indices.

0.1.2. La notation synthétique d’une moyenne

Lorsque nous disposons d’un tableau de données indexées par un ou plusieurs indices
nous notons la moyenne par rapport a I'un de ces indices en le remplagant par le symbole
e. Nous adoptons cette notation, classique en statistique, pour alléger et uniformiser les
notations. Ainsi par exemple, dans les cas ou nos données sont indexées par un, deux ou
trois indices, nous obtenons les notations ci-dessous.

1. Nous avons observé n = I valeurs de la variable Y indexée par un indice 7, notées
Y1, - --,Yn. La moyenne de ces valeurs vyy,...,¥y, par rapport a l'indice ¢ est donc
notée y,. Dans ce cas il s’agit simplement de la moyenne 7 :

I
1 1
= f ;1 Yi = 7y+

2. Nous avons observé n = [ x J valeurs de la variable Y indexée par deux indices ¢

et j, IlOtéGS yl,h . ,yLJ, y2,1> e ,yQ’J,. . .,y]“], . 7yLJ'
— La moyenne de ces valeurs y1,...,y;, s par rapport a I'indice ¢ est notée y, ;. Il
s’agit simplement de la moyenne ¥; des valeurs de la j—eéme colonne du tableau :

Zyz,] = y-l—j

— La moyenne de ces valeurs y; 1, ...,y par rapport a l'indice j est notée y;,. Il
s’agit simplement de la moyenne y; des valeurs de la i—eéme ligne :

Z Yij = yz +-
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— La moyenne de ces valeurs 1, ...,y s par rapport aux indices ¢ et j est notée
Yoo 1l s’agit simplement de la moyenne ¥, parfois aussi appelée grande moyenne
du tableau :

1 A
-,-Z—JZZ Z/++

. Nous avons observé n = I x J x K valeurs de la variable Y indexée par trois indices 1,

jet ]C, notees Y1115 Y11,k Y2115 - - -5 Y21, K5 - - Y1115 -+ - Y1, Ky - - -5 Y1215 - - - Y12 K5 - -
Yrgi, - Yr,JK-
— La moyenne de ces valeurs y; 1.1, . .., Yr,sx par rapport a l'indice i est notée y, ; :

Ye ik = [ Zyz,g k= y+,],

— La moyenne de ces valeurs y; 11, ..., yr,sx par rapport a I'indice j est notée y; o 1 :

Yiek = Z Yijke = yz +,k-

— La moyenne de ces valeurs 11, ..., yr,sx par rapport a l'indice £k est notée y; ;o :
Yije = Z Yijke = yz,] +-
— La moyenne de ces valeurs y1 1.1, .. ., ¥yr,sx par rapport aux indices ¢ et j est notée
Yook -
I J
1 1
Yook = 77 Z Z Yijk = 7Y+ 4k
— La moyenne de ces valeurs y; 11, . .., yr,7x par rapport aux indices ¢ et k est notée
Yo.jie
1 1
i=1 k=1
— La moyenne de ces valeurs y; 11, ..., yrsx par rapport aux indices j et k est notée
yi,o,o .

yi,o,o =

J K 1
ZZ Yijk = Kyz++

— La moyenne de ces valeurs y; 11, ...,y par rapport aux indices ¢, j et k, est
notée yeeo. 1l s’agit simplement de la moyenne ¥, parfois aussi appelée grande
moyenne du tableau :

1 I J K
y"”':]J—KZZZy’J’ y+++

i=1 j=1 k=1

»\H

vi
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Notations

Nous étendons cette notation a la situation ou les valeurs que la variable Y va prendre ne
sont pas encore connues, c¢’est-a-dire lorsque nous remplagons les nombres y;, ¥; ; ou y; ;i k
par les variables aléatoires Y;, Y; ; ou Y] ; ;. Ceci permettra d’obtenir des formules simples
pour les estimateurs des parameétres des modeéles étudiés par la suite.

Nous pouvons bien stir généraliser cette notation lorsque les valeurs prises par la variable
Y dépendent de plus de trois indices.
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Chapitre 1

Introduction

1.1.

i.

ii.

iii.

iv.

Un peu de vocabulaire

Nous appelons réponse une variable dont nous cherchons a comprendre le com-
portement. Nous considérerons dans le cadre de ce cours des réponses quantitatives
continues. Une réponse est généralement notée Y et c’est le cas systématiquement
dans la suite.

Nous appelons facteur toute variable dont nous voulons nous servir pour analyser
les variations de la réponse. Nous notons généralement les facteurs par des lettres
romaines majuscules A, B, .... Dans le contexte de I’analyse de la variance tous les
facteurs sont considérés comme des variables qualitatives. Les niveaux ou modalités
d’un facteur sont notés en indicant la majuscule romaine associée au facteur : A,
..., Ay ou I désigne le nombre total de modalités du facteur A. Pour I'analyse
d’une réponse a l'aide de variables quantitatives nous utiliserons des techniques de
régression, linéaire ou non, et pour 'analyse d’une réponse a 1’aide d'un mélange de
variables quantitatives et qualitatives nous pourrons nous servir de ’analyse de la
covariance.

Un modeéle statistique est une équation reliant les différentes mesures V;; = de
la réponse Y aux effets des niveaux Ai,..., Ar, Bi,..., By, ... des facteurs A, B,
... pour lesquels ont été réalisés ces différentes mesures au travers d’une relation
fonctionnelle f et tout en modélisant les fluctuations expérimentales a 'aide de
variables aléatoires d’erreur généralement notée ¢;; . sur lesquelles nous faisons
porter certaines hypotheses :

Y;qu = f(AZ, Bj, .. ) -+ €ij,...-

Les modeles associés a ’analyse de la variance ont une forme particulieére : ce sont
des modeles linéaires. Dans le cas la relation fonctionnelle f s’écrit simplement
comme une somme de différents termes. Ainsi nous souhaitons par exemple étudier
une réponse continue Y a l'aide d’un facteur qualitatif A a effets fixes, un nombre
identique J de répétitions ayant été effectuées pour chacun des niveaux du facteur.
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Nous introduisons le modéle :

Yij=ptoa+te;, i=1...1 5=1...J,
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme
répétition. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(5,9), 1 <i< I, 1< 5 < J, Lay) = N(0,07),
Cov(e j, exy) =0si (4,5) # (k1) avec 1 < i,k < I, et 1 < j,1< J.

Les p, aq, ..., oy sont donc des termes du modéle. ¢; ; est parfois appelé le terme
d’erreur dans le modele.

Nous remarquons que les hypotheses faites sur les termes d’erreur ¢; ; font partie inté-
grante de la définiton du modele. Ceci explique le soin particulier que nous devons
avoir pour vérifier que les conditions d’utilisation des modéles sont bien
remplies, la validité des conclusions obtenues a 'aide du modele dépendant
fortement de son utilisation opportune ou non.

. En fonction du type d’effet auquel les termes du modéle sont associés, ces termes
ont un nom différent.

e Un terme associé a l'effet direct d'un des facteurs du modele est appelé effet
principal, nous le notons généralement par la lettre grecque minuscule associée
a la majuscule romaine désignant le facteur, par exemple pour le facteur A nous
noterons «; 'effet du niveau A;, pour 1 <7 < 1.

e [’ensemble des termes associés aux effets de l'interaction de deux des facteurs
du modele est appelé interaction d’ordre 1. Nous les notons généralement par
les lettres grecques minuscules mises entre parentheses associées aux majuscules
romaines désignant les deux facteurs dont nous étudions l'interaction et indicées
par les niveaux des deux facteurs. Par exemple si I'interaction d’ordre 2 met en jeu
les facteurs A et B, nous notons les termes associés a ces effets par (af3)1.1, (af)1.2,

o (@B, (@), o (@B)igy - (@f) g pour 1 <@ < Tet 1 <)< J.

e Plus généralement '’ensemble des termes associés aux effets de 'interaction de k

des facteurs du modeéle, k > 2, est appelé interaction d’ordre k — 1. Nous les
notons généralement par les lettres grecques minuscules mises entre parenthéses
associées aux majuscules romaines désignant les k facteurs dont nous étudions
I'interaction et indicées par les niveaux de ces k facteurs. Par exemple (f37);
pour l'interaction d’ordre k — 1 entre les facteurs A, B et C.
Ainsi nous souhaitons par exemple étudier une réponse continue Y a l'aide de
trois facteurs qualitatifs a effets fixes A, B et C' pour lesquels nous avons fait un
nombre de répétitions identiques, noté K, pour chaque combinaison des niveaux
des trois facteurs. Le facteur A a I modalités, le facteur B a J modalités et le
facteur C' a K modalités.

Statistique Approfondie I
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Nous introduisons le modéle :

Yijiki =p+a; + 6+ v+ (af)ij+ (ay)ix + (87)jx + (@BY)ijk + €ijkis
i=1...1,j=1...J k=1...K, =1...L,

I J K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0 et Z e =0,
k=1

i=1 j=1 =

I J

S @By =0, Vi€ {L,...,J} et > (aB)i; =0, Vie {1,....]},
i=1 j=1

I K
Y (@)ix =0, Ve {1,..., K} et > (a7)ix =0, Vi€ {1,....I},
=1 k=1

J

K
> (B =0, Vke{l,... K} et Y (87);x=0, Vj€{1,...,J},
1 k=1

Jj=

]~

(O‘ﬁ’y)i,j,kzoa V(j,]{?) < {177<]} X {17"'7K}7

1

~.
I

B

(aB7)ijr =0, Y(i,k) e {1,..., I} x{1,..., K},

.
Il
-

(aﬁ’y)i,j,k:O, V(Z,j) c {1,,]} X {1,...,J},

]~

i

1

ol Y; jr; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition (A;, B;, Cy) lors
de la [—eéme répétition. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour
les erreurs :

V(i 5,k 1), 1<i< I, 1<j<J, 1<k< K, 1<I<L, L(6r1) = N(0,07),

COV(Ei,j,k,laem,n,o,p) =0 si (iajvka l) 7é (m,n,o,p)
avec 1 <i,m <1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L.

Les termes a;, 3; et 7 sont donc les effets principaux associés aux trois facteurs
A, B et C. Les termes (o/3); ; sont associés aux interactions d’ordre 2 entre les
facteurs A et B, les termes (avy);  sont associés aux interactions d’ordre 2 entre
les facteurs A et C, les termes (7),, sont associés aux interactions d’ordre
2 entre les facteurs B et C, les termes (a37);;, sont associés a ’interaction
d’ordre 3 entre les facteurs A, B et C.
Nous remarquons qu’a nouveau les hypotheses faites sur les termes d’erreur ¢,
font partie intégrante de la définiton du modele. Ceci explique le soin particulier
que nous devons avoir pour vérifier que les conditions d’utilisation des
modéles sont bien remplies, la validité des conclusions obtenues a l'aide
du modele dépendant fortement de son utilisation opportune ou non.

e Dans certaines situations particulieres, celles ot I’'un ou plusieurs des fac-
teurs sont dits emboités dans un autre facteur, nous introduirons d’autres
notations qui seront décrites a la section [ et & la section [0}
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1.2. Plans équilibrés, plans déséquilibrés

De maniere générale, tout dispositif expérimental comportant au moins un facteur et com-
portant un nombre identique de répétitions dans chacune des modalités des facteurs est
un plan équilibré. Dans la suite nous appelerons plan équilibré tout plan vérifiant cette
condition [

Pour de multiples raisons nous conseillons, lors de la phase de planification expérimentale,
de prévoir d’utiliser des plans équilibrés pour I'analyse des effets ou des interactions d’un
ou plusieurs facteurs qualitatifs sur une réponse expérimentale modélisée par une variable
continue. En particulier dans le cas ou le plan est équilibré :

1. Les estimations des parametres d’'un modele ou les facteurs sont a effets fixes seront
faciles a calculer puisque nous sommes dans une situation dénommée en statistique
par plan d’expérience orthogonal. Concretement ceci signifie que pour estimer 'effet
d’un des termes du modele, il n’est pas nécessaire d’estimer les effets des autres
termes du modele. Ceci se traduit dans les formules par le fait que ’estimation des
effets des termes du modeéle se fait comme si le modeéle ne comportait pas d’autres
termes que celui que nous cherchons a estimer.

2. Lorsque nous ne disposons d’aucune information a priori sur les possibles résultats
de 'expérience, la situation la plus propice a mettre en évidence une différence, si
elle existe, entre les différents effets pour lesquels des tests sont réalisés est associée
a une répartition des essais ou le plan équilibré. Nous renvoyons au chapitre [10| pour
un exposeé plus détaillé du calcul de la puissance associée aux différents tests réalisés
lors d'une analyse de la variance.

Néanmoins il est possible d’utiliser tous les modeles exposés dans les chapitres suivants
dans le contexte particulier des plans équilibrés lorsqu’en fait le plan est déséquilibré, ¢’est-
a-dire lorsque le nombre de répétitions varie d’une case a l’autre du tableau de données.
En aucun cas il n’est légitime de supprimer des observations pour se ramener
a une situation ou le plan est équilibré. Il y a deux faits qu’il faut absolument avoir
a 'esprit lorsque nous nous servons de ce type de modeles, donc pour lesquels le plan est
déséquilibré.

1. D’une part, 'estimation des effets des différents niveaux des facteurs ou de leurs
interactions n’est plus aussi simple que précédemment,sauf dans le cas d’'un modele
d’analyse de la variance a un facteur ou lorsque le plan est dit a effectifs proportion-
nels. En effet, ces estimations ne sont plus indépendantes les unes des autres. Voir

LCette condition est plus restrictive que celle que nous pouvons définir plus généralement en statistique
pour étudier des modeéles d’analyse de la variance. Nous pouvons aussi facilement traiter le cas ou le plan
est déséquilibré mais a effectifs proportionnels. Par exemple, dans le cas ot nous considérons deux facteurs,
un dispositif expérimental déséquilibré a effectifs proportionnels est tel que :

i XNy g

N5 = )
Ny +

ot les notattions n; j, 1 4+, Ny ; et ny 4 ont été définies au paragraphe Cette notion se généralise
directement au cas ou le plan comporte k facteurs avec k > 2.

10 Statistique Approfondie I



1.3 Risque global associé au tableau de I’analyse de la variance

par exemple la situation étudiée dans le paragraphe [11.2.3| ot nous insistons sur les
différences qui découlent de cette situation. Nous renvoyons a [Dag98b] pour plus
de détails.

2. D’autre part, les lois des statistiques de test que nous utilisons pour tester les diffé-
rentes hypotheses présentes dans le tableau de 'analyse de la variance ne sont, dans
la majorité des cas, connues qu’approximativement. Nous renvoyons a nouveau a
[Dag98b| pour plus de détails.

Dans la suite, nous nous bornerons a exposer la théorie de ’analyse de la variance dans le
cadre des plans équilibrés, c’est-a-dire dans le cas ou le nombre de répétitions est constant
d’une case a l'autre du tableau.

1.3. Risque global associé au tableau de ’analyse de
la variance

Lorsque nous réalisons une étude de la significativité des effets de deux ou de plus de
facteurs, en s’intéressant ou non a la significativité de leurs interactions, avec un modele
d’analyse de la variance, le tableau de ’analyse de la variance que nous étudions permet
de prendre plusieurs décisions, chacune associée au test d'une hypothese nulle. Nous pre-
nons ainsi en fait plusieurs décisions chacune d’entre elles étant associées a un risque de
premiere ou de seconde espece. Pour plus de détails sur les méthodes de gestion du risque
de premiere espece associée a la lecture de tableaux récapitulatifs de tests statistiques voir
le chapitre de cours consacré a ce probleme.

Exemple 1.3.1. Analyse de la variance a deux facteurs a effets fixes, aléatoires ou mixtes
et avec répétitions

Pour un exposé complet du modele d’analyse de la variance a deux facteurs controlés avec
répétitions voir le paragraphe (3.1.2

Avec un tel modele il est possible de tester trois hypotheses nulles, 9{6 d’absence d’effet
du premier facteur, 9—(3 d’absence d’effet du second facteur, ﬂ{g/ d’absence d’effet de I'in-
teraction des deux facteurs. Chacune d’elles peut étre testée avec un risque différent, o,
a’ et o Le risque global a vérifiera alors la relation :

"

a<l-(1-a)1-a)1-a")<a +a +a".

La derniere inégalité est une application de I’inégalité de Bonferonni. Ainsi si nous
voulons prendre une décision associée a un risque global de oo = 5 %, nous pourrons fixer
un seuil individuel de o' = " = o = 5/3 % = 2,67 % pour chacun des tests élémentaires
de chaque hypothese 3, H, et I, .

L’exemple précédent met en évidence le fait que, plus le tableau de I'analyse de la va-
riance étudié comporte de tests, plus la correction a apporter au niveau individuel de
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Chapitre 1. Introduction

significativité de chacun des tests réalisés sera importante. Cette correction vise a réduire
le nombre de faux positifs, effets jugés a tort comme significatifs, que nous avons détec-
tés. Elle est d’autant plus intéressante a faire que le nombre de tests réalisés est important.

Remarque 1.3.1. La nécessité de l'utilisation de ce type de correction dépend de la
formulation des résultats qui est faite par 'utilisateur. Si celui-ci s’intéresse a un risque
global portant sur l’ensemble des décisions prises a l'aide d’'un modele d’analyse de la
variance il privilégiera une mairise du risque global. Si I'utilisateur s’intéresse au risque
associé a chacune des décisions, il maitrisera le risque individuel associé a chacune d’entre
elles. Quoi qu’il advienne il faut savoir que nous entrons dans le domaine de 1’analyse de
tableaux de résultats. Nous pourrons consulter [Par74] ou [Ric89] pour plus de précisions.

12 Statistique Approfondie I



Chapitre 2

Analyse de la variance a un facteur

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section 0.1}

2.1. Modéles a effets fixes

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Pour chacune des modalités nous effectuons J > 2 mesures d’une réponse Y qui est une
variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+ai+ey i=1...1, j=1...J
I

avec la contrainte supplémentaire E a; =0,
i=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(z,y),lézé[, 1<]<J7 L(El,]):
Cov(e;;,exy) =0si (¢,7) # (k1) avec 1 < i,k <1, et 1 < 5,1 < J.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, fait
I'objet d'un paragraphe du chapitre [14]

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans la condition A; lors des
J répétitions dans le tableau suivant :

H Facteur A \ Y H
Aq Yig,..., Y1
Ai K,la".'aifiJ

AI }/I,la"w}/I,J




Chapitre 2. Analyse de la variance a un facteur

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

SCF—JZ i,0 oo .

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
I J
s3> (00 %),
i=1 \j=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
SCTOT - Z Z i o o
=1 j=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCr + SCk.

La liste y des données expérimentales y11,...,Y1,7,---,Y21,---,Y2.7,---,Yr,s permet de
construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A \ ] H
Ay Yiiy---5Y1,J
A; Yity - Yi,Jg
Ar Yri,-- - Yrg

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
scp = JZ(yi,. - y.,.)2
i=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
I J
=3 (S0
i=1 \j=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J
SCror = ZZ Yij — Z/..

i=1 j=1
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2.1 Modéles a effets fixes

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCcror = SCp + SCR.

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Degrés de liberté \ Carré Moyen \ F \ Décision H
5 SCR s%,
Facteur scp I-1 sh = J=— | Hooul,
I1—-1 5%
Résiduelle scr n—I=1I(J—-1)| s4= SCR]
n R
Totale ScroT n—1=1J-1
Nous souhaitons faire le test d’hypothése suivant :
J‘Colal:a/?:"':@]:o‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I’hypothese nulle H, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f est la réalisation d’une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I — 1 et n — I degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de
la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil « du test, ou a ’aide d'une table,
rejet si la valeur f est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table. Lorsque
I’hypothese nulle Hy est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons multiples des
différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Les estimateurs i, oy, ..., ay, 02 des paramétres p, v, ..., ay, 0 du modeéle sont donnés
par les formules suivantes :

f=Yee=Y, &;=Yie—1, 1<i<I,
5 _ SCr Y (Y — Vi) _ e
n—1 n—I R

Ce sont des estimateurs sans biaidll

1La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 2. Analyse de la variance a un facteur

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
02(y), des paramétres p, ay, ..., ar, 0 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

~

I(Y) = Yoo =7, (Y) =vie —1i(y), 1 <i <1,
I J
5 SCR Zz Z] (yld yiv‘)Q 2

2 p— p—t
U(y> n_[ n_[ SR'

2.2. Modéles a effets aléatoires

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les a;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0%. Le modéle ne dépend plus que de trois paramétres u, o>
et 0. Pour chacune des modalités nous effectuons J > 2 mesures d'une réponse Y qui
est une variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été
effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Yij=p+tai+e; i=1...1 j=1...J,

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous supposons que :

L(a;) =N(0,0%), Vi,1<i<,
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :
Cov(ay, ) =0sii#jet 1 <i,j <1,
Nous postulons les hypotheses supplémentaires pour les erreurs :

V(6,5),1<i< I, 1< 5 < J, Ley) = N(0,0%),
Cov(e; ;, €xy) = 0 si (Z,]) (k1) avec 1 < i,k <1, et 1 <j,1<J,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
Cov(as,€,) =081 1 <4, <1, et 1<k <
Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, fait

I'objet d'un paragraphe du chapitre [14]
Nous utilisons les quantités SC'r, SCr, SCror, Scr, SCr, Scror introduites a la section [2.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCr + SCk.

Nous résumons les informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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2.2 Modéles a effets aléatoires

H Source \ Variation \ Degrés de liberté \ Carré Moyen \ F \ Décision H
s  SCF s%,
Facteur scp I-1 Sh = J=— | HooulH,
I1—-1 5%
Résiduelle SCR n—I=1I(J-1)| s4= SCRI
n J—

Totale scroT n—1=1J-1

Nous souhaitons faire le test d’hypothese suivant :

Ho: 04 =0
contre
Hy : 0% #0.

Sous I'hypothese nulle Hy précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, f est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et n — [ degrés de liberté. Nous concluons alors a
I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs i, 03, 02 des paramétres u, 0%, 0 du modéle sont donnés par les formules
suivantes :

- 1 2 2 -~ SCR

ﬂ—}.7.—},Ui—_J(SF_SR),O-z—n_I—S}%,
SCr SCr
s Q2 2
ou S I_letSR m—

Ce sont des estimateurs sans biais?

—~

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), o4 (y), c;\g(y), des
paramétres u, 0%, o du modele se déduisent des formules ci-dessus :

o~

. B 1
A(Y) =Yoo =7, 05(y) = 3

(sF = sh) . *(y) = = = s

2La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 3

Analyse de la variance a deux
facteurs

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section 0.1}

3.1. Modéles a effets fixes

3.1.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons une mesure d’une réponse
Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant
été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+ai+8i+e; i=1...1 j=1.../J
I J

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0 et Z B; =0,
i=1 j=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous postulons
les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Y

V(i,5),1<i< 1

,J), 1 1<j<J, Lleiy) = N(0,0%),
Cov(e;;,€ex) = 0si (i,7) # (k

JA)avec 1 < i, k< Tet1<yl<J

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait I'objet d’un paragraphe du chapitre [I4]

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;)
dans le tableau suivant :



Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Facteur B
Facteur A | B; \...\Bj ‘...‘BJ
Ay Yig | ... | Y |... | Yy
A; Yii | ..o | Y| ... | Yis
A[ YI,I )/Lj )/[’J

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :
I
SCA = JZ(}/Z,. - Y;,Q)Q-
i=1
Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :
J
SCp=1Y (Ya;—Yaea)
j=1
La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J
SCr=Y_ (Yij = Yie = Yo, + Vi 0)%

i=1 j=1

Enfin la variation totale théorique est égale a :

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy + SCp + SCk.

La liste y des données expérimentales y1 1,...,Y1,7,-- -, Y21,---,Y2.7,---,Yr,s permet de
construire une réalisation du tableau précédent :

Facteur B
Facteur A Bl‘...‘Bj‘...‘BJ
Ay Yiag | --- [ Y15 | -+ | Y1,g
Ai yi,l . yw e yi,J
Ap Yra | --- | Y5 | --- | Yrg
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3.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCp = JZ(yz,o - yo,o)Q
i=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
scg = IZ@‘J — Yoo
j=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
I J
ScrR = Y (Yij = Yin — Yoj + Yo.s)"-
i=1 j=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :
I J
SCroTr = Z Z yz,] yo o

i=1 j=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCTOT = SCA + SCB + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | ngp = (I —1)(J — 1)

H Totale \ nror =1J —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
SCa sy
2 / !
Facteur A sCA na s =— Ja=—5 | HyouX,
na SR
scp 52
2 B /! /1
Facteur B scp ng sp = — IB=—5 | HyouH,;
np SR
- SCR
Résiduelle SCR nR 5% = —
nr
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

!
Hy:on=ar=--=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous ’hypothese nulle 5{6 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothese nulle }c{) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

11

Hy

B =0r=-=06;=0
contre

3, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I'hypothese nulle fH’O' précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle ZH'O' est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]
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3.1 Modéles a effets fixes

Les estimateurs [, ay, ..., ag, 1, ..., 87, 02 des paramétres u, ay, ..., ar, B, ..., By,
0? du modéle sont donnés par les formules suivantes :

//I:Ko:?ao/é\l:m,._ﬁy1<Z<17§7:K,j_ﬁ71<]<€]7
N SCh
I-1J-1) %

Ce sont des estimateurs sans biaidll

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),
Bi(y), ..., Bs(y), 02(y), des paramétres p, oy, ..., ar, Bi, ..., B, 0> du modéle se

déduisent des formules ci-dessus :

~

H(Y) =Yoo =7, ai(y) =yie —1(y), 1 <i <1, Bi(y) =ve; —Hi(y), 1 <5<,

W=7z 1)(RJ —7) %R

3.1.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée
B;. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons K > 2 mesures d'une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K le nombre total de
mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

}/;7]'7]6:[L—FOéi—i—ﬁj—F(Oéﬂ)iJ—l-Ei’j,k, 7,21], jzlj, k‘le,

I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; = 0, Z B; =0,
i=1 j=1
I J
Y @By =0, Vi e {L,...,J} et > (aB)i; =0, Vie {1,....1},
=1 j=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—éme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Z,j,k),lézé], 1<]<J7 1<k<K7 L(El,],k’>:N(Oa0—2)a
et Cov(€; ks €mn) = 08 (2,7, k) # (I, m,n) avec
1<l < 1< ym<Jetl <k,n<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait ’objet d'un paragraphe du chapitre {14}

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;)
lors des K répétitions dans le tableau suivant :

1La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Facteur B
Facteur A B, \ \ B, \ \ B
Ay Yigi. Yk Yiji-- Yk Yig.. Y1k
Aj Yiii.. . Yiix Yiji.  Yijk Yisi.. Yisix
Ap Yrii. Yk Yiji. Yk Yrgn. . Yok

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

I
SCs=JK> (Yies—Yeso).
=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCB =IK Z(K,j,o - }/07070)2-
j=1
Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

SCup =K

7

(Yije—
1

Yiee

1
- K,j,. + }/o,o,o)2-

J
1 j=
La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
I J

K
SCgr = Z Z Z(Yz,j,k - Y;,j,-)2-

i=1 j=1 k=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J K
SCror =Y > Y (Yijk — Yeuo)
i=1 j=1 k=1
Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :
SCror = SCs+ SCp + SCap + SCk.

La liste y des données expérimentales ¥1 1.1, ..., Y11,k Y1,21, - - Y1,2,K5 - - - s YI.J K Der-
met de construire une réalisation du tableau précédent :
Facteur B
Facteur A B \ \ B; \ \ B
Ay Yi11---Y1,1,K Y1,j1---Y1,5K Y1,01---Y1,0K
A; Yiaa---Yil K Yij1 - Yij K Yi,g1---YiJK
Ar Yraig---Yr1,x Yrj1---YrjK Yr.g1---Yr,JK
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3.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCyq = JK Z(yi’.’. — y.7.7.)2.

i=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = [K Z(y.’j’. — y.7.7.)2.

J=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

1 J
seaB =KD > (Vije = Vi = Yojio + Yoos)’-

i=1 j=1
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
SCr =

I J K

Z Z yz,]k ,%7]7

i=1 j=1 k=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

SCror = Z Z Z Yijk — Z/.,.,.

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCToT = SCA + SCB + SCAB + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J — 1)
Résiduelle ng=1J(K—1)

| Totale | npor=1JK -1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 ! /
Facteur A sC4 na s =— fa=—5 JH, ou H;
na SR
scp 52
2 B 1! /!
Facteur B scp ng Sp = — /B=—% Hy ou H,
np SR
SCAB s4
. 2 B 111 i
Interaction SCAR nAp | Sap = Jap = 5> | Hy ou H,
nNap Sk
;. SCR
Reésiduelle SCR ng §h = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/
Hy:on=ar=--=ar=0

contre

H, : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que az, # 0.

Sous I'hypotheése nulle I}Cg précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a ’aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 5{6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

9{6351:52:"‘25J=0
contre

3, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I'hypothese nulle U-C'O' précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
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3.2 Modéles a effets aléatoires

a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 5{8 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

J'CE)N : (045)1,1 = (045)1,2 == (Oéﬂ)l,J = (04@2,1 == (Oéﬁ)I,J =0
contre

H, : 1 existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (aB)s,j, # 0.

Sous I'hypothése nulle J-CE)" précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et [J(K — 1) degrés de
liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

I/J\GS estimateurs ,L/Z, 6(\1, ey 6&;, ﬁl, ey ﬁj, (Ozﬁ)Ll, (aﬂ)l,% cey (aﬁ)LJ’ (O{ﬁ)gjl, ceey (OZB)LJ,
o? des paramétres My Qs veoy QU 517 S ﬁJa (aﬁ)l,la (aﬁ)l,% SRS (aﬁ)l,Jy (Oéﬁ>2,17 SRS

(af)1.7, 0* du modele sont donnés par les formules suivantes :

f=Yeea=VY, @ =Yiea—fi, 1<i<I, Bj=Yeju—fi, 1<) <,
(aﬁ)i,j = Y;,j,o - }/;,o,o - 1/073'70 + }/-70707 I1<i< [7 1 <] < Ja
o 20" _ g
IJ(K—1) 7F
Ce sont des estimateurs sans biais?
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),

B\l(y)a ety B;(y)a (Eﬁ—)\l,l(y)a (;ﬁ)\lg(y)v sy (mJ(y)a (Eﬁ)\ll(y)u fey (mJ(y)7 O/-\Q(y)a
des parametres p1, o, ..., ar, Bi, ..., By, (@B)11, (@B)12, ..., (aB)1,5, (@B)21, - - -, (B)1,7,
o2 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

ﬁ(y> = Yoo = U; O/Zz(y) = Yie o — ﬁ(y)7 1<i< 1, BJ(ZD = Ye,j,0 ﬁ(y>a 1<j<,
(B)ii(Y) = Yijo — Yieo — Yojo + Yooe, 1 <i<I, 1 <5<,

Do) — _ SCR 2
*(y) K -1 °®

3.2. Modéles a effets aléatoires

3.2.1. Sans répétition

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les a;, sont distribués suivant une loi

2La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

normale centrée de variance 0. Les [3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans
une population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance 0%. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous
notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Yij=p+ai+8i+ey; i=1...1j=1...1J

ou Y;; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous supposons
que :

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires :

Cov(aj, ) =0sii#jet 1 <i,j<I, Cov(B,0;) =0sii#jetl<i,j<J,
Cov(e,5;) =0si1<i<letl<j<

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5),1<i<I, 1<j<J, Lleay) =N(0,0%),
Cov(e;;,€exy) =05l (2,7) # (k1) avec 1 < i,k <Tet1<j,1<

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

,7< Tetl<

<i,j J,
<j<let1<i,

Cov(a,€x) = 0 si <
< J

Cov(f;, €jx) = 0 si

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’objet d'un paragraphe du chapitre {14}

Nous utilisons les quantités SCy, SCpg, SCgr, SCror, Sca, Scg, scg et scror introduites
a la section B.1.11

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4 + SCp + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | ng = (I —1)(J — 1)

H Totale ‘ nror =1J —1 H
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Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
sCa s4
2 ! !
Facteur A sca na 5y = — Ja= 5| HyouH,
scp 52
2 B /! 1!
Facteur B scp ng sp=— JB=—5 | HyouXH,
np S
;. SCR
Résiduelle SCR nR S% = —
nR
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

Sous I’hypothese nulle IHE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire

Hy:04=0
contre
H, 0% #0.

qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

Sous I'hypotheése nulle 9{3 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberteé.
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Les estimateurs fi, 0%, 0%, 02 des paramétres u, 0%, 0%, 02 du modele sont donnés par

les formules suivantes :

A=Y..=Y,
— —~ 1
03;:7(53—5%),0%:7(53 S%)
N SCh
2 Q2
T a-nU -1 St
ousz_sncf‘ 52 = 90 52:%.
A R

B
Ce sont des estimateurs sans biaid]

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées ji(y), E%(y), %(y), <;2(y),

des paramétres u, 0%, 0%, 02 du modele se déduisent des formules ci-desses :

1Y) = Yoo =,

- 1 - 1

ohy) = 5 (sh—sr), ob(y) = 7 (55— s%),
/\2 SCR 2

3.2.2. Avec répétitions

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les a;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0. Les (; représentent un échantillon de taille J prélevé dans
une population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance o%. Pour chacun des couples de modalités
(A;, B;) nous effectuons K > 2 mesures d’une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
de:/L—FOél—'—ﬁj—i-(Oéﬁ)’j—l—Q’]k, 7,:1[ j:1J kle,

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—éme
essal. Nous supposons que

L(a;) =N(0,6%), Vi,1<i<,
(5]) (0 U%)v v]ul gjg J>
L((aﬁ)i,j)_ (0>UAB)7 V(Zm?)?ngg[? 1<]<J7

ainsi que 'indépendance des effets aléatoires :

Cov(oy,a;) =0sii#jet 1 <i,7<I, Cov(f,0;)=0sii#jetl<i,j<,
Cov((af)i, (aB)ky) = 0si (4,7) # (k, l) avec 1 <i, k< Tet 1<y, l<J,

Cov(e, 5;) =0sil<i<lTetl<j<J,

Cov(ay, (af)jr) =0si1<i,j < Tetl<k<

Cov(Bi, (af)jr) =0sil<j<Tetl1<ik<J

3La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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3.2 Modéles a effets aléatoires

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, Lejr) =N(0,0%),
et Cov (€ jk, €mn) =08 (z J, k) # (I,m,n) avec
1<il<1<im<Jet 1 <k,n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(a,€jpy) =081 1<, j <, 1<k<J et 1 <I<K,
Cov(Bi€jky) =0si1 <j<I,1<i,k<J et 1 <I<KK,
Cov((af)ij, €kim) =0si 1 <,k <I1,1<5,1<J et 1 <m<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d'un paragraphe du chapitre [14}

Nous utilisons les quantités SCy, SCg, SCap, SCr, SCror, sca, SCg, SCaB, SCr €t SCTOT
introduites a la section [3.1.2]

Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :

SCror = SC4+ SCg + SCup + SChp.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-—1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J — 1)
Résiduelle ngp=1J(K—1)

H Totale \ nror = I1JK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 ! /
Facteur A sC4 na s =— Ja=—=— | Hyoul,
na SAB
scp 52
2 B 1! /!
Facteur B scp ng Sp = — fB=—— | Hyoul,
SCAB s4
. 2 B 111 i
Interaction SCAR nAp | Sap = Jap = 5> | Hy ou H,
nNap Sk
;. SCR
Reésiduelle SCR ng §h = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

f}CZ) : 0124 =0
contre
H, 04 #0.

Sous I’hypothese nulle f]-q) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a [ — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté.

Hy :0%=0
contre
H, : 0% #0.

Sous ’hypothese nulle J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté.

111
R
Hy 0% =
contre
111
.2
H, 0%, £ 0.
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3.3 Modéles a effets mixtes

Sous I'hypothése nulle J‘Cg' précédente d’absence d’effet de I'interaction entre les facteurs
A et B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réali-
sation d’'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté.

—

Les estimateurs i, 0%, 0%, 04y, 02 des paramétres p, 0%, 0%, 04p, 02 du modéle sont

donnés par les formules suivantes :

i=Yeeo=Y,
7= (53— Sp) b= 7 (55— %),
Pin = 7 (S~ 53
o= (I—f)%;—l) = S
on 5% = % 5% = % S2, = Sn(’:f ot 5% = Sn—?

Ce sont des estimateurs sans biaid]

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées ji(y), gg(y), (;EB(y), 0/12;3(1;),

02(y), des parameétres p, 04, 0%, 045, 0> du modele se déduisent des formules ci-dessus :

N(y> = Yoo0 = Us

— 1 - 1

oi(y) = TK (3,24 - SQAB) , 0p(y) = K (SB - 3?43) )
—_ 1

oY) = e (31243 - 5?«2) )

’\2 _ SCR _ 2

3.3. Modéles a effets mixtes

3.3.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des B}, les 3;, sont distribués suivant une loi normale cen-
trée de variance o%. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons une
mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J le nombre
total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Yij=p+ai+8i+e; i=1...1 j=1...1J
I

avec les contraintes supplémentaires E a; =0,
i=1

4La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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ou Y;; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous supposons
que :

L(8) =N(0,0p), Vj1<j<J,
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :

Cov(f;,5;) =0sii#jet 1 <i,j <.

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v (i,9),

J)l<i<,
Cov (€ j, €x) = 0 si (4

1<j < J, Lley) =N(0,02),
j) # (k

JA)avec 1 < i, k< Tet 1<y, l<J,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(fBi,€) =0si1<j<Tetl<i k<

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’objet d’'un paragraphe du chapitre {14}

Nous utilisons les quantités SCy4, SCg, SCr, SCror, sca, scg, Scr et scror introduites

a la section B.1.11

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4 + SCg + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=dJ—1
Résiduelle | ng = (I —1)(J — 1)

H Totale \ nror =1J —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sCa s4
2 ! !
Facteur A sca na s =— Ja=—5 | Hyou X,
na SR
scp 52
2 B /! 1/
Facteur B scp ng sy =— JB=— | HyouH,
np Sk
;. SCR
Reésiduelle SCR ng S% = —
nr
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

H, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothése nulle H;, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Hy :05=0
contre
H : 0% #0.

Sous I'hypotheése nulle 9{3 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté.
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Les estimateurs 1, oy, ..., a7, 0%, o2 des parameétres p, aq, ..., ar, 0y, 02 du modele
sont donnés par les formules suivantes :
//I:K,o,o:?7 O?i:)/i,o,o_,aa 1 <Z<-[7
< 1w 2
o iy
(I-1)(J-1)

oﬁSé:Sn—C;etsz:Sn—C;.

Ce sont des estimateurs sans biaid]

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
0%(y), 02(y), des paramétres u, ay, ..., ar, 05, 0 du modele se déduisent des formules
ci-dessus :

ﬁ:yi,ﬁ,Ozyv &\i:yi,iﬂ_ﬁ7 1<Z<Ia
— 1

2 _ 2 2

-~ SC

o? R

T—-1)(J—1) Sh-

3.3.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj, les §;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance o%. Pour chacun des couples de modalités (4;, B;) nous effectuons
K > 2 mesures d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Y;J}k :/1,+Oéz+6j+<066)1ﬁ+€2’]’k, 1= 1[, j: 1J, k= 1K,
I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I

D (@B =0, Vie{l, ..., J},

i=1

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—éme
essai. Nous supposons que

L(8;) =N(0,0%), Vj,1<j<J,
L((eB)i;) =N(0,0%p), ¥V (i,5), 1 <i< I, 1<j<

5La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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ainsi que 'indépendance des effets aléatoires :

Cov(f;,5;) =0sii#jet 1 <i,j <,
Cov((af)j, (af)ky) = 0si (4,5) # (k,1) avec 1 < i,k <Tet 1<y 1<,
Cov(Bi, (af)jr) =0sil <j<Tetl1<ik<J

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(5,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k <K, L(ejx) =N(0,0?),
et Cov(€; ks €mn) =08 (@ 7, k) # (I,m,n) avec
1<l < 1< ym<Jetl <k,n<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(Bi€jky) =0si1 <j<I,1<i,k<J et 1 <I<KK,
Cov((af)ij, €kim) =0si 1 <,k <I1,1<4,1< J et 1 <m<K.

Nous supposons que les conditions d'utilisation de ce modeéle sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’'objet d'un paragraphe du chapitre [14]

Nous utilisons les quantités SCy, SCg, SCap, SCr, SCror, sca, Scg, SCap, SCr €t SCTOT
introduites a la section B.1.2]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCs+ SCp + SCap + SC.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J —1)
Résiduelle ng=1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 ! /
Facteur A sC4 na s =— Ja=—=— | Hyoul,
na SAB
scp 52
2 B 1! /!
Facteur B scp ng Sp = — /B=—% Hy ou H,
np SR
SCAB s4
. 2 B 111 i
Interaction SCAR nAp | Sap = Jap = 5> | Hy ou H,
nNap Sk
;. SCR
Reésiduelle SCR ng §h = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

H, : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I’hypothese nulle f]-Cé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque 'hypothése nulle 9—(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy : 05 =0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle fH/O/ précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté.
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111
R
Hy :0ap =
contre
111
.2
H, 055 # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{3' précédente d’absence d’effet de I'interaction entre les facteurs
A et B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réali-
sation d’'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)

degrés de liberté.

P

Les estimateurs [, aq, ..., a5, 0%, 045, 02 des parameétres u, o, ..

modele sont donnés par les formules suivantes :

7h = 15 (53— 53)
‘T/Qf;a - % (Ssz 512%)
o* = (1-?)%-1) =S
ou 5% :%,Sfm:%etév2 :%.
nAB nR

Ce sont des estimateurs sans biaidfl

2 2 2
., Qr, 0p, 04p, 0 du

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),
o2(y), o45(y), o%(y), des paramétres p, ay, ..., oz, 0%, 045, 02 du modeéle se déduisent
des formules ci-dessus :

1Y) =Yoo =7, Qi(Y) =yie —1i(y), 1<

- 1

op(y) = K (52B - 5%:)

—_ 1

2 L 2
oi5(Y) I (SAB SR)
SCR
o2 = =5
6La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 4

Analyse de la variance a deux
facteurs emboités

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [0.1]

Nous sommes dans la situation particuliere ou les effets des niveaux du facteur B n’ont
pas de signification concréte, par exemple ces niveaux dépendent du niveau du facteur A
considéré et une étude des effets principaux du facteur B n’a pas de pertinence.

Nous ne pouvons nous servir d’'un modele ou les facteurs sont emboité, que si nous dis-
posons de répétitions. Dans le cas contraire ou les essais ne seraient pas répétés, 'effet du
au facteur B ne pourra étre étudié et le modele que nous devrons utiliser pour analyser
les données sera I'un de ceux exposés au chapitre [2]

Ainsi par exemple un fabriquant de détergents alimente plusieurs chaines de distribu-
tion : Ay, As, ..., A;. Nous pensons que les boites de produit livrées a certaines chaines
de distribution contiennent une masse de détergent inférieure a celle des autres chaines
de distribution. Pour étudier cette situation, nous décidons de prélever K boites dans J
magasins de chaque chaine. Ainsi le second facteur Bj, associé au j—eéme magasin dans
la chaine, est un repére qui n’a aucune signification réelle : il n’y a, par exemple aucune
relation entre le magasin n° 3 de la chaine 1 et le magasin n°3 de la chaine 4. Il n’y a
donc aucun intérét a introduire un terme dans le modele caractérisant 'effet principal
du facteur B. Pour indiquer la dépendance des niveaux du second facteur B aux niveaux
du premier facteur A nous notons les niveaux du second facteur B : Bju), 1 <@ < I et
1<yj<J.

1Ces types de modeéles sont également appelés des modeéles hiérarchiques ou en anglais hierarchical ou
nested models.



Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

4.1. Modéles a effets fixes

4.1.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj)) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

E,j,kzﬂ+ai+ﬁj(i)+€i,j,ka Zzll,jzlj,k’le,
I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Biwy =0, Vie{l,...,1}
i=1 j=1

ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;) lors du k—eéme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, Lgjr) =N(0,0%),
et Cov(e”k,elmn) 0si (4,7,k) # (I,m,n) avec
1<il<L1<jm<Jet 1 <k,n<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait 'objet d’'un paragraphe du chapitre {14}

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, Bj;))
lors des K essais dans le tableau suivant :

| Ay [ Ar H
[ By | [ Boy [[--- |- |- || Buny | --- | Bow |
le,l,l Y']_7J71 }/}71,1 }/}7J71
YVLLK }/17(]7]( }/]71’]( YVI’(LK

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

I
SCA = JKZ(Kp,o - K,Q,Q)Q-

i=1
La variation théorique du facteur B dans le facteur A est définie par :

J
7]7

SCha=K> Y (V;

i=1 j=1

'L,o,o
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4.1 Modéles a effets fixes

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
I J K
SCr=7 > > (Yijn—Yize)
i=1 j=1 k=1

Enfin la variation totale théorique est égale a :

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4 + SCB‘A + SChp.

La liste y des données expérimentales y1 1.1, ..., Y11,k Y121, -, Y1,2,K5 - - - s YI,J K Der-
met de construire une réalisation du tableau précédent :

| Ay [ A I
(B [ Bow [ [ [ [ Bun .. [ Bon |
Y1 | --- | Y101 cee e e || Y131 | o-- | YL
Niagg |-~ | YKk || --- |- |-~ || Y11,k |- | YILJK

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCA = JKZ(%,.,. - yo,o,o)Q-
=1

La variation du facteur B dans le facteur A observée sur la liste de données y est définie
par :

I J
sepia =K ) Y (Uije — Yies)™

i=1 j=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

J
SCR = Z Z Z Yijk — yz,J, 2 .

K
i=1 j=1 k=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

1 K

J
_ 2 : 2
SCror = E ym kE— y.,.,. .

i=1 j=1 k=1
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCToT = SCA + SCp|A + SCR.

Nous reconnaissons parmi les quantités définies ci-dessus, des quantités similaires a celles,

SCa, SCp, SCap, SCr, SCror, SCa, SCB, SCAB, SCR €t scror introduites a la section [3.1.2]
Nous remarquons également que les nouvelles quantités, SCpg4 et scpja, sont lices aux
précédentes par les relations :

SCB|A = SCg + SCyg,

SCB|A = SCB + SCAB-.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | ngja = 1(J —1)
Résiduelle ng=I1J(K—1)

| Totale | nror =1JK — 1|

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sCA s
2 / !
Facteur A sca na 54 = — fa=—5 FH, ou H;
na SR
sc s7
2 B|A B|A 7 "
Facteur B dans A SCB|A NBjA | Spa=——— IBa=—— | Hy ou H;
;. SCR
Reésiduelle SCR np s% = —
ngr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :
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4.1 Modéles a effets fixes

/

Ho:ay=as=--=a;=0

contre

I, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous ’hypothese nulle U-CE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho : Biay = By =+ = By = Prwy = -+ = By = 0
contre

H, : Nexiste (io, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que Bj(i0) # O.

Sous I’hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet des facteurs B dans le facteur A et
lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fp4 est la réalisation dune
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
Nous concluons alors a 1’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil «
du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs i, ay, ..., ag, 5/15), ﬂ/g\(l), . B/JZ), 6/1\(2), - B/J(\I), o2 des parameétres
Wy a1, .., ar, Biay, Bays - Biays By - B, 0% du modéle sont donnés par les
formules suivantes :

,ZZ:K,.,. :?7 @:Y;,o,o_ﬁa 1 ng[,

ﬁ/j\(i):}/;,j,._}/;,o,ta 1<Z<Ia 1<]<J)

~ SCr

2= 7 —§%

Tk -1 °R
Ce sont des estimateurs sans biaid]
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
61(1) (y>7 ﬁ?(l)(y)7 s ﬁJ(l)(y); 61(2) (y>7 SIS 6J(I) (y)v (72('9)7 des pa’ramétres M, &,y .o, O,
By, Baqrys - Brqay, Bi@ys -+ - By o2 du modeéle se déduisent des formules suivantes :

(YY) = Yoo =T, W(Y) = Vieo —fiy), 1 <i <1,
< J

—_—

)
ﬁj(l)(y) = Yije — Yiee, 1 < ) < [7 1 < J g 5

5 _ SCR _ 2

2La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

4.2. Modéles a effets aléatoires

4.2.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les (3;) représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante
dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des Bj;, les 55,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0'2B| - Pour chacun des couples
de modalités (A;, Bj(;)) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une va-
riable continue. Nous notons n = [ x J X K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
K,J,k:u+al+ﬁ](2)+el7j7k, 1= 1[, jzlj, k=1...K

ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;) lors du k—eme
essai. Nous supposons que

L (a;) = N(0,0%), Vi,1<i
L (Bia) = N(O, UB\A) v (i,7),1<i<

ainsi que 'indépendance des effets aléatoires :

Cov(ay, o) =0sii#jet 1 <i,j <1,
Cov(Biy, Biy) = 0si (4,7) # (k1) avec 1 < i,k <Tet1<j,l<J,
Cov(as, Bryy) =0si1<d,j<Tet 1<k

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k), 1 <i<I, 1<j<J, 1<k <K, Lle ) = N(0,07),
et Cov (€ jk, €Lmn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
<LI<L1<jm<Jetl <kn<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(as,€k;) =081 1 <4, j <, 1<k<J etl<

< K,
Cov(Bi(iy, €kam) =0si 1 <4,k <1, 1 <40 <J, et 1 <m<

K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait ’objet d'un paragraphe du chapitre {14}

Nous utilisons les quantités SCa, SCpja, SCr, SCror, sca, Scpja, Scr et scror intro-
duites a la section .11l

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SC4 + SCB‘A + SChp.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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4.2 Modéles a effets aléatoires

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | nga=1(J—1)
Résiduelle ng=1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s
2 / !
Facteur A sCa na 54 =— Ja= =5~ | HyouXH,
na SB|A
sc s7
2 B|A B|A 1" 7
Facteur B dans A SCB|A nBA | Spa=——— JBia=— | Hy ou H;
- SCR
Résiduelle SCR ngr s?_z = —
nR
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy:04=0
contre
H, 0% #0.

Sous I’hypothese nulle ﬂ-fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté.

1
Ca2
Ho:0p4=0

contre

11

N :U?BIA#O.
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Sous I'hypothése nulle f}fg précédente d’absence d’effet du facteur B dans le facteur A et
lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
Les estimateurs [, 03, 0]23| " o2 des paramétres W, o4, 02B| 1> 02 du modele se déduisent
des formules suivantes :

R |
A= Your =V, 08 = 7 (55— Sa).
— 1
012E;|A K (SJ23|A 5122) )
~ SCgr
2 __ _ 2
=T R
SCy SCpa SCh
\ 2 2 _ 2
ou Sy = A SBla = — et SR_E‘

Ce sont des estimateurs sans biaid]

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), 0% (y), 0123‘ 1(v), UAQ(y),
des paramétres p, 0%, 0'129| 1, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

R L~ 1
AY) = Yoo =7, 04(Y) = 7= (55 = 5h1a)
. 1
TaW) = 7= (shia — 5h)

SCR

> =T —

4.3. Modéles a effets mixtes

Pour le plupart des auteurs d’ouvrages sur 'analyse de la variance, voir [Dag98b] a ce
sujet par exemple, un facteur emboité dans un facteur aléatoire doit étre considéré comme
aléatoird’] Ainsi le seul modéle mixte possible est le cas ot le facteur A est fixe et le facteur
que nous emboitons dans A, le facteur B, est aléatoire.

4.3.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj;), les (), sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%| 4- Pour chacun des couples de modalités (A;, Bj(;)) nous effectuons
K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K

le nombre total de mesures ayant été effectuées.

3La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
411 existe néanmoins certains cas ol nous pouvons utiliser un modéle mixte ot le facteur emboité est
a effets fixes tandis que le facteur dans lequel il est emboité est a effets aléatoires.
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4.3 Modéles a effets mixtes

Nous introduisons le modéle :

}/;Jk’ M+az+ﬁ] +€Z,]k7 Zzll,jzlj,]{leK,
I

avec les contraintes supplémentaires E a; =0,
i=1

ol Yj ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;)) lors du k—eéme
essai. Nous supposons que

L (Bjy) = N(0,0%4), ¥ (6,5),1 <i <1, 1< 5 <,
ainsi que 'indépendance des effets aléatoires :
Cov(Bja), Biry) = 0si (4,7) # (k1) avec 1 < i,k <Tet 1 <41 <
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, Lejx) =N(0,0%),
et Cov (€ jk, €bmn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<il<1<im<Jet 1 <k,n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
Cov(Bja), €ram) =081 1 <4,k <11 <4l < J, et 1 <m< K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d'un paragraphe du chapitre [14}

Nous utilisons les quantités SCa, SCpja, SCr, SCror, sca, scpja, scr et scror intro-
duites a la section [4.1.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy + SCB‘A + SChp.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
IPANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B dans A | nga=1(J—1)
Résiduelle ng=I1J(K—1)

H Totale ‘ nror = IJK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sCa s
2 ! !
Facteur A sca na 54 =— fa=—=— | Hyoul,
na SB|A
SCB|A SB A 1 /"
2 \ |
Facteur B dans A SCB|A NBlA | Spa=——— fBla=—— | Hy ou H,
s SCR
Résiduelle SCR NR s% = —
nR
Totale scror nNToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Hy:ag=as=-=ay=0

contre

H, : Texiste ig € {1,2,..., I} tel que ay, # 0.

Sous I’hypothese nulle i]-Cé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque 'hypothése nulle f}q) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

11
Ca2
Ho:0p4=0

contre

3{1’:0]23‘147&0.

Sous I'hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpj4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberteé.
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4.3 Modéles a effets mixtes

—_

Les estimateurs /i, o, ..., ag, a%,'A, 02 des paramétres u, aq, ..., ar, UJQBIA’ o? du modéle

sont donnés par les formules suivantes :
//I:K,o,o :?7 O/Zi:}/;,o,o_ﬁ; 1 <Z<-[7

—_ 1
U%‘A = ? (S%|A - 512{) )
~ SCp
2 p— p— 2
T a-nI-1n Sk

SC
B4 ot 5% = %.

np|A ngr
Ce sont des estimateurs sans biaid]

ou 5123|A =

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),
aélA(y), 0%(y), des parameétres u, o, ..., ay, 0125,‘14, o? du modéle se déduisent des formules
ci-dessus :
ﬁ(y) = Yo,00 = U, d\l<y) = Yieo — ﬁ(y)v 1<
U%m(y) K (SB\A - SR) ;
ol(y) = = Sp.
5La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 5

Analyse de la variance a trois
facteurs

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [0.1]

5.1. Modéles a effets fixes

5.1.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Un facteur controlé C' se présente sous K modalités, chacune d’entre elles étant notée
Cy. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons une mesure d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J X K le nombre total de
mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijre =+ + B+ + (aB)ij + (@y)ir + (B7)jk + €k,
i=1...1, j=1...J k=1...K,

I J K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B; =0et Z Ve =0,
i=1 j=1 k=1
I J
D (@B)iy=0,Vie{l,.... 0} et > (aB)i; =0, Vie{l,... I},
i=1 j=1
I K
> (@7)ir=0,Vke{l,... K} et Y (ay)ix =0, Vie{l,...,1},

=1 k=1

J K
D (B =0, VEe{l,... . K} et > (B7)x =0, Vj€{1,..., ]},
= k=1

7j=1

ou Y; j x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B;, C,). Nous postulons



Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

< K, L(ei,j,k) = N(O,O'2>,

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J 1<k
1<ul<I,1<jm<Jetl <k,n<K.

Cov (€ jks €mmn) = 081 (4,4, k) # (I, m,n) avec

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait I'objet d’un paragraphe du chapitre [14]

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;, Cy)
dans le tableau suivant :

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C' H Réponse Y H

Ay B 4 Yiia
fil é1 C:'1 Y131,1
Ay B, Ch Yion
YO VI N W R
fil él C:'Q Y1?1,2
fil B:J CK YI,:J,K

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

1
SCA = ‘]KZ(K7.7. - K,Q,Q)Q-

=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCB =IK Z(K,j,o - }/o,o7o>2-

i=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur C' est définie par :

K
SCo =17 (Yeur —Yeuo)

k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

SCup =K

7

(K,j,o - Sfi,o,o - K,j,o + K,o,o)2-

1
= 1

J

1
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5.1 Modéles a effets fixes

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs B et C est
définie par :

J K
SCBC = IZ Z(K,j,k - K,j,c — leek + K,.70)2'

=1 k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et C' est
définie par :

I K

SCac =T Y Yier = Yies = Yous + Youo)®.

i=1 k=1
La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

1 J K
SCR - Z (}/i’j’k o }/;:’j’. - )/i’.fk - K:j:k + )/i,.,. + K,j,. + }/0,0,k - }/.7.,.)2~

i=1 j=1 k=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J K
SCror = Z Z Z(Yz‘,j,k —Yaaa)’
i=1 j=1 k=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SCy+ SCp+ SCe + SCup + SCuac + SCpc + SCh.

La liste y des données expérimentales y1 1.1, ..., Yr1,1,Y1.2.15 - - Y151, Y1,1,2, - - - » Y1,7 K Der-
met de construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C' H Réponse Y H

Ay By 4 Y1,1,1
z‘if é1 C:'1 yI,:l,l
A, B, Ch Y1,2,1
z‘il B:J C:H y[,.J,l
/i1 é1 (}2 ylj1,2
AI BJ C;K yl,:],K

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
scqa=JK Z(yi,.,. - yo7o,o)2~

i=1
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = [K Z@"j” — y0,0,0)2'

Jj=1

La variation due au facteur C' observée sur la liste de données y est définie par :

Sco = IJ Z(yo,o,k’ - y',',')z'

k=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

1 J

SCAB = K Z Z(yi,j,o — Yieo — Yo je + y0,07°)2'

i=1 j=1
La variation due a l'interaction des facteurs B et C' observée sur la liste de données y est
définie par :

K

Z yo,j,k — yo,j,o - yo,o,k + Z/.,.,.)Q-
1 k=1

]~

scge =1

<.
I

La variation due a I'interaction des facteurs A et C' observée sur la liste de données y est
définie par :

I K
SCac = JZ Z Yiok — Yieo — Yook + yo,o,o)Q-
i=1 k=1
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

yz,j,k - yi,j,o - yi,o,k - yo,j,k + yi,o,o + yo,j,o + yo,o,k - yo,o,o>2'
1

V)

O

=yl

I
17~

J K

=1 j=1 k
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

K

J
SCror = Z Z Z Yijk — Yosos)’:

i=1 j=1 k=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

Scror = Sca + SCp + Scc + Scap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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5.1 Modéles a effets fixes

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C noc=K-—1
Interaction AB nap =1 —1)(J—1)
Interaction AC nac = (I —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J —1)(K —1)
Résiduelle np=I—-1)(J—-1)(K—-1)

H Totale \ nror = IJK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

ource ariation arré Moyen écision
S Variat Ddl | C Moy F D
2 SCA S2A / /
Facteur A sca na 54 =— Ja=—+ H, ou H;
2 SCB S2B 1" 1"
Facteur B scp np sp=— Ip=—=% Hy ou H;
2 SCc SZC " 1"
Facteur C' sco ne S = — fe =~ Hy ou H;
2
. SCARB s
2 _ SAB (4) (4)
Interaction AB SCAB nap | Sag = fap = =5 | Hy” ou H;
2
. SCac S
2 _ SAC (5) (5)
Interaction AC sCac nac | Sac = Jfac = —5= | Hy’ ou H;
nac Sk
scpe S ®) ©)
. 2 BC
Interaction BC' sCpc npc | Spc = o= —- | Hy’ ouH
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ng
Totale SCror nror
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/
Hy:on=ar=--=ar=0

contre

H, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle :}c{) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur f, est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I'hypothese nulle i}Cé) est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:br=Po=-=8;=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I’hypothese nulle f}{g précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I’hypothese nulle ng est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

111

contre

H, : I existe ko € {1,2,..., K} tel que 7y, # 0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I’hypothese nulle ng' est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]
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5.1 Modéles a effets fixes

9{(()4) : (045)1,1 = (Oéﬁ)l,z == (Oéﬁ)l,J = (045)2,1 == (aﬁ)I,J =0

contre

HW 1 existe (io, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que (a)ig.jo # 0.

Sous I’hypothese nulle 9{(()4) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur f4p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

HE : (07)11 = (0712 =+ = (@)1 = (a7)e1 = -+ = (7)1 =0

contre

}cf) - 11 existe (ig, ko) € {1,2,..., 1} x {1,2,..., K} tel que ()i, x, 7 0.

Sous I’hypotheése nulle J—C((]5) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (/ —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

H : (B7)ia = Be == Bk = (B2 = = (B7)sx =0

contre

HO - 11 existe (Go, ko) € {1,2,...,J} x {1,2,..., K} tel que (87);o 7 0.

Sous I’hypothese nulle %86) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

Lﬁe\stlma/tegs ﬂ) a);v\aa/é\lv "'7ﬁ]a§/\17 "'7’@7 (aﬁ)l,ly R (aﬁ)I,Ja (04’7)1,17 )
(QV)I,Ku (5’7)1,17 cey (ﬁf}/)J,K7 02 des para’métres W, &, ..., Oy, 617 ) 5]7 Y5 o -y VK
(aB)iay s (@B)rg, (@Y)11s -5 (@)1 (BY)11s -5 (B7) sk, 02 du modéle sont donnés
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

par les formules suivantes :

f=Yeee=Y,
@:Yi,o,._ﬁ; 1<Z<I7
By =Yejo— 1, 1<5 <,
%:K,O,k_ﬁa 1<k<K7
(@B)is = Yije— View—Veju+ 0, 1<i <1, 1< < J,
(@V)ik = Yiek — Yiew = Veus + 7 1<i< I, 1<k <K,
(ﬁV)j,k = K,j,k - Yvo,j,o — Le0k +,ZZ7 1 < J < J7 1 g k < K7
0% = 5Cr = 52.
I-1)(J-1(K-1) f
Ce sont des estimateurs sans biaidll
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [(y), a1(y), ..., ar(y),

B, Brw), i), - TR W), (@B W), @) s(y), @), (7)1 (),

/\

<57)171(y> (ﬂfy)JK( ) 9 ( ) des parametres W, &g, ..., Oy, 517 ) ﬁJ? Y5 -5 VK

(aB)1a, .-, (Oéﬁ)]”]7 ()11, - (@) rr, (B, -5 (B7) 1k, 02 du modele se déduisent
des formules ci-dessus :

1Y) = Yoo =T,

Qi(Y) = Yieo — fily), 1 <i <1,

Bi(y) = Yoo — Aly), 1<) < J,

%(y) Yook — Hi(y), 1 <k <K,

(Oéﬁ) S Y) = Yije — Yiew — Yoso +AY), 1<i<I, 1<j <,
( V)ik(Y) = Viek — Yiww — Yook T 1Y), 1 <i< I, 1<k <K,
(B)ik(Y) = Yok — Yojo — Yowss + AY), 1< <] 1<k <K,
UZ(y) = R = 5%,

(I—-1)(J—-1)(K-1)

5.1.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Un facteur controlé C' se présente sous K modalités, chacune d’entre elles étant notée C}.
Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cx) nous effectuons L > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

'La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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5.1 Modéles a effets fixes

Nous introduisons le modéle :

Yijes = p+ o + 55 + v+ (B)iy + (a)ig + (B7) ik + (aBY)ijk + €ijps
i=1...I, j=1...J k=1...K, l=1...L,

I J K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B; =0et Z v = 0,

i=1 j=1 k=1

I J

> (@B)iy =0, Vie{l,....J} et ¥ (aB)i; =0, Vie{l,... I},
i=1 j=1

K
D (@) =0, VEe{l,... . K} et Y (ay)ix =0, Vie{l,...,1},

i=1 k=1

J K
> ()i =0, Yk €{l,...,K} et > (By);u=0, Vi€ {l,....J},
j=1 k=1

]~

(aﬁf)/)i,j,k =0, v(]ak) € {177J} X {17'~'7K}7

1

<.
Il

B

(&57)i7j7k:0, V(’L,]{?) S {1,,[} X {1,...,K},

<.
I
—

M)~

(aﬁ’)/)i,j,kzoa V(Za]> € {1?71} X {17"'7J}7

B
Il

1

ou Y; j , est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C) lors du [—éme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v (iajakal)vl < 7/ < [7 1 g] < Ja 1 < k < K7 1 g l g L7 L(Ei,j,k,l) :N(0702)7
COV(Ei,j,k,l’ 677177170,17) = O Si (7;7]'7 k7l) 7& (m,n,o,p)
avec 1 <i,m <1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait 'objet d’un paragraphe du chapitre [14]

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;, Cy)
lors des L essais dans le tableau suivant :
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C H Essai n° H Réponse Y H

A B Ch 1 Yiiia
/il B:l C:’l L Y1,1:,1,L
fi; él C:H 1 YI,;,LI
/il él C:’l L YI,l:,l,L
A, B, Cy 1 Yiga1
fil .B:J C:'1 L YI,;,LL
/il él C:'Q 1 Y1,;,2,1
fil .B:J C:K L }/I,J:,K,L

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

I
SCA: ‘]KLZ(Y;..O_K...)Q'

1Ty 1Ty
1=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCp=IKLY (Yajee—Yesss)

I ht]

J=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur C' est définie par :

K
SCC' =1JL Z(Yop,k:,o - K,Q,O,O)z‘

k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

1 J

SCAB =KL Z Z(S/i,j,o,o - )/i,o,o,o - K,j,o,o + K,o,o,o)z'

i=1 j=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs B et C est
définie par :

J K
SCBC =1L Z Z(K,j,k,o - K,j,o,o - K,o,k,o + K,o,o,o)2~

=1 k=1
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5.1 Modéles a effets fixes

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et C est
définie par :

K
SOAC =JL Z Z(K,o,k,o - )/;,o,o,o - Yo,o,k:,o + Yo,o,o,o)2-
i=1 k=1

La variation théorique due a I'interaction d’ordre 2 entre les facteurs A, B et C' est définie
par :

I J K
SCABC =L Z Z Z(ifi,j,k,o - }/i,j,o,o - }/i,o,k,o - Y;,j,k,o + }/i,o,o,o + Y;,j,o,o + Y;,o,k,o - Y;,o,o,o)2~
=1 j

j=1 k=1

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

J K L
SCr = Z Z Z Z(Y;',j,k,l — Y ke

I J K L
SCTOT = Z Z Z Z(Y;,j,k,l - K,o,o,0)2'

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCror = SC4+ SCg + SCo + SCup + SCyc + SCpgc + SCyupc + SCh.

PRkt ]

Yr.J1,L: Y1121, - - -, Y15k, permet de construire une réalisation du tableau précédent :

La liste y des données expérimentales Y1111, - -, Y1.1,0,0, - - - s YL10,05 - - > YL 1,0 Y1,21,15 - - -

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C' H Essai n° H Donnée expérimentale y H

Ay B, 4 1 Y1,1,1,1
fil B:l 6:’1 L yl,l:,l,L
fil él C:'1 1 91,1:,1,1
%i[ él C:H L y1,1:,1,L
Ay By 4 1 Y1,2,1,1
fil B:J C:H L yl,;,l,L
fil él C:YQ 1 3/1,1:,2,1
fi[ B:J C:K L yI,J:,K,L
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCpA — JKL Z(yi,.,.,. - y.,.,.,i)2'
=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
sScp = IKL Z(y.,j,.,. - yo,o,o,o)2~

=1

La variation due au facteur C' observée sur la liste de données y est définie par :

K
SCc = I1JL Z(ygo,k,o - y',',.,'>2'

k=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

1 J
SCAB = KL Z Z(yi,j,o,o —Yieee — Yo jee + yo7o,o,o)2-

i=1 j=1

La variation due a l'interaction des facteurs B et C observée sur la liste de données y est
définie par :

J K

SCBC = IL Z Z yo,j,k,o — Yo je0 — Yook, + yo,o,o,o)z'

=1 k=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et C observée sur la liste de données y est
définie par :

I K
SCac = JL Z Z(yi,o,k,o — Yiee0e — Yoo ke + y.,.,.,o)Z-
i=1 k=1

La variation due a I'interaction d’ordre 2 entre les facteurs A, B et C' observée sur la liste
de données y est définie par :

I J K

SCABC = L Z Z Z yz,j,k,o —Yijee — Yieke — Yejke + Yie00 + Yo j,0.0 + Yo,0,0 — yo7o,o,o)2-
i=1 j=1 k=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

J K L
SCRr = Z Z Z Z(yi,j,k,l - yz‘,j,k,o)2~

i=1 j=1 k=1 I=1
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5.1 Modéles a effets fixes

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCroT = SCA + Scg + Sco + Scap + SCac + SCpo + SCapc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=dJ—1
Facteur C nc=K-—1
Interaction AB nag =1 —1)(J—1)
Interaction AC nac = (I —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J —1)(K —1)
Interaction ABC' | napc = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

H Totale \ nror = 1JKL —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
2 SCh 8?4 / /
Facteur A sC4 na 5% =— Ja=—5 FH, ou H;
na SR
2
sc s
2 B B 1" "
Facteur B scp ng Sp = — IB=— Hy ou H;
np SR
2
sc s
2 C C 111 "
Facteur C sco ne 5o = — Je=—= Hy ou H,
nc Sk
2
. SCAB S
2 __ SaB (4) (4)
Interaction AB SCAB NAR Sap = Jap = 5> | Hy” ou H;
2
. SCAC S
2 _ _ SAc (5) (5)
Interaction AC SCAc nac o = fac = 5 | Hy’ ou H
2
. SCBC S
2 _ SBC (6) (6)
Interaction BC SCRC nBc Spo = fpc=—- | Hy ouH;
npc SR
2
I ion ABC 9 Stapc _ SABC 3¢ (D
nteraction SCABC NABC | Sapc = fapc = —5— o ou H;
NABC Sk
s . SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ng
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothése nulle H;, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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5.1 Modéles a effets fixes

qui suit une loi de Fisher a [ — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle }CE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Hy:pr=pPp=-=8;=0
contre

3, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B;, # 0.

Sous I'hypotheése nulle 9{3 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle J{g est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9

117

contre

H,' Tl existe ko € {1,2,..., K} tel que vy, # 0.

Sous 'hypothese nulle }Cg’ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle ﬂ{g/ est rejetée, nous pouvons procéder a des comparai-
sons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

9{(()4) : (045)1,1 = (045)1,2 == (Oéﬁ)l,J = (045)2,1 == (aﬁ)I,J =0

contre

i}C§4) - 11 existe (ig, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,...,J} tel que (af3);,4, # 0.

Sous I’hypothese nulle 3-684) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(J — 1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4p est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.
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3 (@)1= (@)1= = (@ )ix = (ay)21 = = (@7)r,xk =0

contre

HP) - 1 existe (io, ko) € {1,2,..., 1} x {1,2,..., K} tel que (aY)igko # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{55) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs A et
C' et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil « du test, ou a ’aide d'une table, rejet si la valeur fac est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

H - (B7)1a = (BY)12 =+ = Bk = (BY)an = = (B7)sxc =0

contre

9 . 1 existe (o, ko) € {1,2,...,J} x {1,2,..., K} tel que (BY) jo.ko # 0.

Sous I'hypothése nulle J—C((]G) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpc est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

J‘C(()?) S(afy)ian = (afy)i12 == (aBy) 11k = (@BY)211 == (afY)1sx =0

contre

H 3 (i, jor ko) € {1,2,. Ty x {1,2,. ., Ty x {1,2, ... K} | (87)ig oo 7 0.

Sous I'hypothese nulle fH(()?) précédente d’absence d’effet de 'interaction, d’ordre 3, des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et [JK(L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a I'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil v du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Lﬁe\StlmieES ﬂ) a?)/\aa?a @\7 ﬂ]a ’?\17 /jl\() (aﬁ)l,la SRR (aﬁ)I,Jv (a,}/)l,l) SRR
(V)1 BN - (BY) g, (@B 1115 - - -5 (@BY)1,0k, 0% des parametres i, az, ..., ar,

517 ey 6]7 Y1, -5 VK, (aﬁ)l,la ceey (aﬁ)I,Ja (057)1,17 ceey (Oé’Y)I,Ka (67)1,17 ey (67)],!(7
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(aBY)111s -+, (@BY)1.0k, 0* du modele sont donnés par les formules suivantes :
ﬁ - }/o,o,o * — ?7
d\i:}/;',o,o,o_ﬁalgigjy
ﬁj:Y;,j,o,o_,l/Z; 1<]<J;
%:K,O,k,._ﬁ7 1<k<K7

(aﬁ)i,j = 1/i,j,o,o - }/i,o,o,o - K,j,o,o + //I, 1 < 1 < I, 1 g j < J,

(afY)i,k = Y;,o,k,o - )/;,o,o,o - K,o,k,o + ﬁ, 1 g { < I; 1 < k g K7

(ﬁﬁy)j,k = K,j,k,o - K,j,o,o - K,o,k,o + ,aa 1 < J g J7 1 g k < K7

(aﬁf}/)i,j,k = Y;,j,k,o - Y;,j,o,c - Y;,o,k,o - Y;,j,k,o + Y;,o,o,o + K,j,c,o + Y;,.,k,. - ﬁ,

1<i<, 1<j<J, 1<k<K,
CIJK(L-1) %

o2

Ce sont des estimateurs sans biais?

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),
B, B ) ), TR W), @)1 W), -, (@8) 1 (), (@)1 (w), -+ s (@)1 (w),
BN @), -+ (BN (), (@B 111 (), -, (F7) 10 (y), 7*(y) des parametres pi, i,
s oar By By e VK (Oéﬁ)m, cee (045)1,J, (047)1,1, ce (OéV)I,K, (57)1,17 SRR

(BY) s, (@BY)111, -, (@BY)1.5k, 02 du modéle se déduisent des formules ci-dessus :

1Y) = Yoooo =T,

Qi(Y) = Yieoo — H(Y), 1 <i <,

Bi(Y) = Yojen —fily), 1<) <,

Vo(Y) = Yoo —H(Y), 1 <k <K,

(@B)1(Y) = Yijiow — Yiows — Yojwe +AY), 1 <i <, 1<5 < J,

(07t () = Yisoo — Uirorww — Yowio +AY), 1<i < I, 1<k <K,

m(y) = Yo jke — Ysjoe — Yooke + 1Y), 1 <j<J, 1 <k<K,

2
5

B7)ijk(Y) = Yijhe = Yijee — Yieke — Yojke T Yieee + Yo joe + Yooke — L(Y),
1<i<,1<j<J, 1<k<K,
- SCR 2

TIJK(L-1) F

5.2. Modéles a effets aléatoires

5.2.1. Sans répétition

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi normale

2La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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centrée de variance 03. Les (3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des Bj, les 3;, sont distribués sui-
vant une loi normale centrée de variance 0%. Les ~; représentent un échantillon de taille
K prélevé dans une population importante. Nous admettrons que les effets des Cy, les g,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance oZ. Pour chacun des couples
de modalités (A;, B;, Ci) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable
continue. Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yiie=p+a;+ 0+ + (af)i; + (ay)ix + (BY)jk + €ijiks
i=1. .1, j=1...J k=1. K,

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy). Nous suppo-
sons que :

L(a;) =N(0,0%), Vi,1<i<I,

L(8;) =N(0,0%), Vi, 1<j <,

L () =N0,0¢), Vk,1< k<K,
L ((aB)i;) =N(0,0%g), ¥ (i,5), 1 <i< I, 1<j<
L((ay)ik) =N(0,0%0), V (i,k),1<i<I, 1<k<K,
L((B7)in) =NO0,050), ¥ (1, k),1<j<J 1<k<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires o, 5;, i, (aB)i;, (V)i €t (57);x
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i k)1 <i< T, 1< <J, 1<
1

< K, L(Ei,j,k) = N(O,O'Z),
Cov(€ jk, €mn) = 0si (4,4, k) # (I,m,n) avec i

k
<l <<y m<Jet 1 <kn<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires o, B;, Vi, (aB)ij, (Y)ix et (B7),x et des
E€ITeurs €; ; k-

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait 'objet d'un paragraphe du chapitre [14}

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scap, Scac, SCac, SCr €t scror introduites a la

section B.1.11

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
ScroT = 8C4 + SCp + Scc + Scap + SCac + SCpc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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H Source Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C noc=K-—1

Interaction AB
Interaction AC
Interaction BC
Résiduelle

H Totale \

nAB:([—l)(J—l
Nac = (] — 1)(K —
npc = (J —1)(K —

np= -1/ - 1K 1)

nTOT:IJK—l H

)
)
)

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision
2 SCA 5124 / /
Facteur A sCa na 54 =— fa=— 5 5 FH, ou H;
nA Sap T Sac — Sr
2 SCp SQB 1" 7
Facteur B scp ng sp=— | fB= > 5 5 | Hy ou I,
ng Sap T SBc — Sk
2 SCc SQC 1" "
Facteur C' sco ne se=— | fo=— 5 5 | Hy ou H,
2
. SCAB S 4 4
Interaction AB SCARB AR 3?43 = fag = % 9{(() ) ou 3{5 )
2
. SCAC S 5 5
Interaction AC' sCac NAC SQAC = fac = % ﬂ-C(() ) ou ﬂ-Cg )
nac SR
scpc s ®) ©)
Interaction BC SCBC npc 3230 = fBc = % Hy’ ou Hy
;o SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ngr
Totale SCror nror
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Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

Hy:0%=0
contre
H, - 04 #0.

Sous I'hypothese nulle f}fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativemen une loi de Fisher & T — 1 et n' degrés de liberté avec :
/ (5% + %0 — sh)°
2 2 2
P R
T-0)U-D T-Dk-1)  T-DJ-DE-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Hy:05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypotheése nulle J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativemen une loi de Fisher a J — 1 et n” degrés de liberté avec :
z (5% + she — sB)°
2 2 2
Gl k),
I-1)J-1) (J-1)(K-1) (I-1D)(J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

11
L2
Hy :02=0
contre
111
L2
H, 106 #0.

3Nous utilisons ici 'approximation dite de Satterthwaite.
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Sous I’hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativemen une loi de Fisher & K — 1 et n” degrés de liberté avec

" (31240 + SQBC — 8%{)2

) b W
I-1)(K-1) (J-1)(K-1) ({(I-1)(J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

}Cé4) c04=0
contre

3’(54) co4g # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{(()4) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modéle sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fyp est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

9{(()5) L 0% =
contre

ﬂ'C&B) c oo # 0.

Sous I’hypothese nulle 9{(()5) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1)et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

fH(()G) c0he =0
contre

%&6) co%e # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{[()6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
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degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fgo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estlmateurs 1, ai, 0%, 0k, 045, Ty OB o2 des paramétres s, 0%, 0%, 0%, 0ip,

40y 0Be, 02 du modele sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ:K00:?7

o4 = JK (8% — S — Sic + S%)
o} IK (5 — S — Sho + S3).
‘;g 77 (SC S%c — Sko + Sg)
0hp = % (5,243 - 512%) 5
oo =+ (She— S3).
Tho = 7 (She — 53)
iy 1)(JS—C};)(K —7) = S
ot 54 = Sn—(j:" S = Snc;B S¢ = et . Sip = %a Sic = Sniic’ Sho = Sniic “
g SCx
nr

Ce sont des estimateurs sans biaidfl

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ;%(y), c;%(y), c;g(y),

o o 2 = N 2 2 92 2 2 2 2
oi5Y), 09c(y), 05c(y), 02(y) des parameétres p, 03, 05, 0, Oaps Oacs Opes 00 du
modéle se déduisent des formules ci-dessus :

ﬂ(y) = Yo00 = Us

Ai(y) = (54— Fin — She + %)
o) = 7= (5 — shn — sh +53)
T(y) = 7 (5% — She — she + 5h)
Fiol) = = (S5 — 53)
Fely) = 5 (e — k).
Tooy) = 7 (she — %)

() = I-DJ-O)(FE-1) Sk

6La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Remarque 5.2.1. Ainsi lorsque les trois facteurs sont aléatoires, et que nous cherchons
a tester l'existence d'un effet de I'un d’entre eux nous devons utiliser une approximation.
Cette situation se démarque nettement de celle ou tous les facteurs sauf au plus un sont
a effets fixes voir les paragraphes[5.1.1] et [5.3.1]

5.2.2. Avec répétitions

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 03. Les (3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des Bj, les (3;, sont distribués sui-
vant une loi normale centrée de variance 0%. Les ~; représentent un échantillon de taille
K prélevé dans une population importante. Nous admettrons que les effets des Cy, les 74,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance o7. Pour chacun des couples
de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une
variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été
effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijki =p+ 0+ B+ v+ (af)ij + (y)irk + (57) ik + (@B7)ijk + €ijkis
i=1...0 j=1...J k=1...K I=1..L,

ou Y; j , est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C) lors du [—éme
essai. Nous supposons que :

L (o) =N(0,0%), Vi,1<i<I,
(]): (OUB) vja1<j<‘]7
L () =N(0,02), V k1< k<K,

'EJ ((O‘ﬁ) ,]) (0>UAB)7 v (Z7])7 1 < < 1 < J g

L((ay)ik) =N(0,0%0), ¥V (i,k),1 <i<I, 1<k<K,

L ((ﬁ’}/)j,k) = N(()?O%C)? v (jvk)a 1< < I< k <

L ((C\fﬁ")/)iﬁ"k) = N(an—iBC% v <i7j7 k)71 < 1 < 17 1 g] g Ja 1 < k < K7

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires o, 5;, Yk, (@B)ij, (@7)ik, (B7)ik €t (@B7)i k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(27]7k71>71<Z<17 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N(Oaa2)7
Cov(€i ki, €mmop) = 0si (4,7, k,1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,om <[, 1< n<J,1<ko<Ketl<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires a;, 8}, Vi, (aB)i;, (@V)ik, (87);k €t (@BY)ijk
et des erreurs €; ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait I'objet d’un paragraphe du chapitre [I4]
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Nous utilisons les quantités sca, scg, sca, Scap, SCac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-

duites a la section

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

scror = SCa + scp + Sco + Scap + Scac + SCpo + Sapc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C ne=K-—1
Interaction AB nag=I—-1)(J—-1)
Interaction AC' nac = (I —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J —1)(K —1)
Interaction ABC' | napc = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

H Totale \ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F Décision H
sca s>
! !
Facteur A sC4 na 3124 = — fa=— 5 A 5 FH, ou H;
nA Sap T Sac — Sapc
scp 52
i i
Facteur B scp ng SQB = — /B=— 5 B 5 H, ou H,
ngp Sap t SBo — Sasc
sco 52
111 /111
Facteur C sco ne SQC = — Jo=— 5 ¢ H, ou I,
ne Sac T SBc — SaBc
scap S 0 ()
. 2 B
Interaction AB SCARB NAR Sap = faB = — Hy’ ou H;
NAB SABC
scac shc (5) (5)
. 2
Interaction AC scac nac 4o = fac = — Hy’ ou H;
nac SABC
sCpc e (6) (6)
. 2
Interaction BC SCRC nBC Spo = fBc = — Hy’ ou H;
npc SABC
SCABC 83; (7 (7
. 2 BC
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = —— fapc = —5 Hy' ou I,
nABc SR
s . SCR
Résiduelle SCR ng S% = —
ng
Totale scror nroT
Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :
!
.2
Hy:04=0
contre
.2
H 05 #0.
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Sous I’hypothese nulle 9{6 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativemen une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

0 = (s4p + o — 5%30)2
(%s)’ (%)’ (Sisc)”
T-DJ-1)  T-DE-D  T-DJ-1E-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Hy :05=0
contre
H, 0% #0.

Sous I'hypothese nulle U-C/OI précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementﬁ une loi de Fisher & J — 1 et n” degrés de liberté avec :

o — ! (shp + 5%0 — %) !
(313) I (SQBC) I (Sch)
I-nHJ-1) J-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

111
D2
Hy :06=0
contre
111
L2
H, 06 #0.

Sous 'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementﬁ une loi de Fisher & K — 1 et n” degrés de liberté avec :

0 — (s + sho — $ine)”
(32A0)2 n (3230)2 n (3,2430)2
I-1)(K-1) (J-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

"Nous utilisons ici 'approximation dite de Satterthwaite.
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5.2 Modéles a effets aléatoires

5-6((]4) c04 =0

contre

i}C§4) co%g #0.

Sous I’hypothese nulle 3-684) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5
%6)301240:

contre

5‘(55) co%o # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{(()5) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modeéle sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

fH(()G) co%e =0

contre

H 02, £ 0.

Sous I'hypothese nulle ng6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

7
jLC(()) L 0%pe =

contre

7
H" : 0% # 0.
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Sous ’hypothese nulle iHé?) précédente d’absence d’effet de 'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK(L—1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 1'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

— — —_— —_— —_ —_— ~
Les estimateurs [i, 0%, 0%, 0%, 045, 040, Obos O4pc, 02 des parameétres p, o4, 0%, o2,

2 2 2 2 2 N : - :
04> Oacs Opos Oapes 0° du modele sont donnés par les formules suivantes :

//I K,o,o,o = ?7
- 1
0-124 JKL (SA SZB_Sic—i_SiBC)?

oh = [KL (S% — S4B — She + Sipc) »
gg I}L (52 — Sic — Ske + Sipe) »
Pin = 72 (51— Siuc)

0/,2;0 - JLL (Sic - Sch)

‘7/23\0 - % (51236' - 512430) )

e = 7 (oo~ 5%)

. SCh )

. SCx SCpg SCeo SCag SCac SCpaco
52 — 52 — 82 — SQ — SZ — 52 —

ou Oy na B ng ' ¢ e AB nap | CAC ac BC nge

2 SCABC (92 SCR

ABC MABC R~ nn

Ce sont des estimateurs sans biaid’l

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées ju(y), gg(y), c/TEB(y), gg(y),

St ~
2 2 2 p p ; 5 2 2 2 o 9
UAB(y>7 UAC<y)7 UBC(y)v UABC<y)7 o (y) des parametres /i, 04>, 0By 9¢y» 94Bs 94C) 9BC»

0% pc, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

ﬁ(y)—y....

Y,
( 4 — S4B — Sac + Sanc)

( — $4p — Spe + S,QABC) ;

ot(y) = TJL ( & — Shc — Sse T 5124BC) ,
1

oap(y) = (3313 3,2430) )
KL

“La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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5.3 Modéles a effets mixtes

UBC<y) = IL (SQBC S?‘XBC) )
_— 1
oapc(y) = 7 (312430 - 3%2) )

5.3. Modéles a effets mixtes

5.3.1. Sans répétition

Il existe deux possibilités : soit deux facteurs sont fixes et un est aléatoire, soit un facteur
est fixe et deux sont aléatoires.

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Les v représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Cy, les 7., sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance oZ. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons
une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijp=p+0o;+ 8+ v+ (aB)ij+ (7). + (57) ik + €k,
i=1...0,j=1...J k=1.. K,

I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B; =0,
i=1 j=1
I J
S (@B)iy =0, Vi€ {1, T}, Y (aB)i; =0, Vi€ {1,.... 1},
i=1 j=1
I K
Z<Oé’y)zyk:()’ VkE{l,,K} et Z(ﬁ’y)Lk:O, Vke{l,,K}’
i=1 j=1

ou Y; j i est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A4;, B;, C). Nous suppo-
sons que :

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 81



Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires vz, (y)ix et (87);k.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

< K, L(Ei,j,k) = N(O,O’2>,

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J 1<k
1<li< 1< ym<Jetl <k,n<K,

Cov(€jk, €mn) = 0si (4,4, k) # (I,m,n) avec

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires vi, (y)ir et (87);x et des erreurs €; k.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait I'objet d’un paragraphe du chapitre [I4]

Nous utilisons les quantités scyu, scg, sco, Scap, Scac, SCac, SCr €t scror introduites a la

section B.1.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCroT = SCA + SCp + SCo + SCap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-—1

Interaction AB nap=(1—-1)(J—1
Interaction AC nac = (I —1)(K —
Interaction BC npe = (J —1)(K —
Résiduelle ng=I—-1)(J—-1)(K—-1)
H Totale \ nror =1JK —1 H

)
)
)

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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5.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca S ; /
2 A
Facteur A sca na 54 =— fa= =~ H, ou H;
sc S
2 B B 1" 1"
Facteur B scp ng s = — /B=—5— H,y ou H,
sco s2,
2 i 111
Facteur C sco ne S50 = — Joe=—5 Hy ou I,
nc Sk
scap sh () ()
. 2 B
Interaction AB SCARB nag | Sag = Jap = 5> | Hy' ou H;
scac SAc | ap®) (5)
' 2
Interaction AC scac nac | Sic = fac = —5= | Hy’ ou H;
scpc So | ap(©) (6)
. 2
Interaction BC' scpo npc | Spc = fBc = — | Hy"’ ou H;
;. SCR
Résiduelle SCR ngr 82R = —
ngr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ag=as=--=a5=0

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous ’hypothese nulle ﬂ-fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (I —1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
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table. Lorsque ’hypothése nulle 9{6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:r=Pa=--=0;=0

contre

3, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I’hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J—1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle ng est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

111
L2
Hy :02=0
contre
111 . 2
H, oz #0.

Sous I’hypothese nulle }Cg' précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (I —1)(J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil « du test, ou a
I’'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de
la table.

9{(()4) : (Oéﬂ)l,l = (045)1,2 == (Oéﬁ)l,J = (045)2,1 == (045)1,] =0

contre

HW 1 existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (a)ig.jo # 0.

Sous I'hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I’aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

}C(()S) L ohe =
contre

9{55) 0%a # 0.
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5.3 Modéles a effets mixtes

Sous I’hypothese nulle 3{(()5) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modeéle sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

I}C(()ﬁ) c050 =0

contre

U‘C&G) c 0% # 0.

Sous 1'hypothese nulle 9{(()6) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

: ~ —~ = 22 oAy a2 2
Les estimateurs 11, o, ..., az, b1, ..., B, 0, (@fB)11, ..., (afB)1.s, 0%c, Opes 02 des
paramétres p, i, ..., ar, Bi, ..., B, 08, (@B)11, -, (aB)1.1, 040, 05, 02 du modeéle

sont donnés par les formules suivantes :

,[/Z:Y;,o,o:?7

G =Yiea— 0, 1<i<I, Bj=Yeju—f, 1<j <,
) 1 2 2

U%:ﬁ(SC SR)7

(Oéﬁ)i,j_yz,jo Yi,O,O_K,j7o+ﬁ, 1<Z<I, 1<]<J7
— 1

Tac = Wi (Sfxc - 512%) )

— 1

U%C:j(S%C’_S?B)a

-~ SC

o= f = S2.

SC, SC SC SC
ou Sév:_c, 51240: AC,S%C: BC et SIZ%——R
npc nr
Ce sont des estimateurs sans biaisf|
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
Bi(y), -, Bsy), o2 (y), (aB)a(y), ..., (aB)rs(y), ohc(y), okc(y), o*(y) des para-
meétres p, ay, ..., ar, B, ..., By, 08, (B4, ..., (@B)1., 04c, 0he, 02 du modeéle se

8La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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déduisent des formules ci-dessus :

//Z(y) = Yo,0,06 = Y,

Qi(Y) = Yieo — 1Y), 1 <i <1, Bi(Y) = Yoo — 1Y), 1 <j <,
—~ 1

) = L (2 -2,
(aﬁ)i:j(ly) = Yije — Yiee — Yeje + ﬁ(y)7 1 < { < ]7 1 g ] g ’]7
— 1

‘7,240(3/) =7 (Sic - S?a) ;

— 1

Thelw) = 7 (she — 53).

SCR

(y) = T-DJ-1(K-1) i

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj, les (3;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les 7, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des Cj, les 7., sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance ¢2. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj, Cy) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijr = p+ i + B+ + (af)ij + (ay)ip + (B7)jk + €k

i=1...1,j=1...J k=1...K,
I

avec les contraintes supplémentaires E a; =0,
i=1
I

1
(@B =0, Vie{l,....J} et Y (ay)ix =0, Vk€{l,... K},
=1

i=1

ou Y; j i est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A4;, B;, C). Nous suppo-
sons que :

L(B)) =N(0,0%), V5, 1<) <,

I <

L ((af)i;) =N(0,0%5), ¥V (1,4),1 <i<I, 1<j<
L((ay)ix) =N(0,0%0), V (i,k),1<i< I, 1<k<K,
L((B7)jk) =N0,0%0), ¥V (4,k), 1 <j<J, 1<k <K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires 5;, vk, (af3)i;, (av)ir €t (57) k-
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5.3 Modéles a effets mixtes

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

¥ (i, k), 1 <i< T, 1< <, 1

g K, L(ei,j,k) = N(O,O’2),
Cov (€ jis €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec ‘

<
1<l <1<ym<Jetl <kn<K,

k
<
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 5;, vk, (8)ij, (@7)ik €t (57);x et des erreurs
Ei,j,k-

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait I'objet d’un paragraphe du chapitre [14]

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scap, Scac, SCBc, SCr €t scror introduites a la

section B.1.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

Scror = Sca + SCp + Scc + SCap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C' nc=K-1
Interaction AB nag= I —-1)(J—1)
Interaction AC' nac = (I —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J —1)(K —1)
Résiduelle ng=UI—-1)(J—-1)(K—-1)

| Totale \ nror = IJK — 1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision
sca s>
! !
Facteur A sca na 3?4 = — fa=— ’24 5 FH, ou H;
na Sap T Sac — Sr
sc s
2 B B 1 1
Facteur B scp ng sy =— JB=—5— H,y ou H;
sco 52
111 111
Facteur C sco ne 320 = — fo = 2—0 H, ou I,y
ne SBC
scap S 0 ()
. 2 B
Interaction AB SCARB nag | Sagp = fap = -5~ Hy’ ou H;
scac Shc (5) (5)
! 2
Interaction AC scac nac | Sac = fac = —5 Hy’ ou H;
scpc e (6) (6)
. 2
Interaction BC SCRC npc | Spo = fBc = —5 Hy’ ou H;
s . SCR
Résiduelle SCR ngr 3?_2 = —
ng
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ay=as=--=a;=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothése nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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qui suit approximativementﬂ une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
' (55 + S%c — %)

T () ()’ (s%)°
T -1 (T=D)E=-1 T=0D)=1(K=1

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table. Lorsque ’hypothése nulle J—Cé est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I’hypothése nulle H, précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J—1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

111
L2
J-CO oo = 0
contre
11’
.2
Hy 0z #0.

Sous 'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

}Cé4) c04=0
contre

9{54) co4g #0.

Sous I’hypothese nulle 9{(()4) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

9Nous utilisons toujours ’approximation de Satterthwaite.
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HY : 0% =0

contre

IHES) L o%o # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{55) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C' et lorsque les conditions de validité du modeéle sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

U-C(G c 050 =0

contre

THEG) D05 # 0.

Sous 1’hypothese nulle 9{((]6) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpe est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1)et (I—1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs [i, aq, ..., a1, 0%, 02, 045, Oacs 050, o2 des paramétres [, a1, ..., aj,
0%, 02, 045, 040, 050, 02 du modeéle sont donnés par les formules suivantes :

ZZZY.,.,:@
O/Zi:}/ioo_ﬁy 1<Z<17
- 1
(S5 — Ske) » U%Zﬁ(sg—séc)a

—~

2
Op [

1
K
OaB = [1( (SAB 512;1) )
1
J
1
I

Pho == (S0 — 53)
Ugfo = (SJQBC - S?z) )
R v
ol Spy = 5C , 56 = Se , Sip = 5Cas , She = 5Cac , She = SCs0 et S% = SCr
ng ngc NAB nac npc nRr

Ce sont des estimateurs sans biaid™©]

1073 notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
o%(y), 02(y), 045(Y), 0%c(Y), 03(y), 02(y) des paramétres p, o, ..., a1, 0%, 04, 045,

040y 050, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

A(Y) = Yoo =T,
O/é\l(y) = Yiee — ﬁ(y), 1<:1< I’

Th(w) = 1= (55— 5he) s ool = 77 (% — she).
UiB(?J) = % (S2AB - SR) )

Frolw) = (e — 53).

Ui/;c@) = % (SBC - SR) 5

7(y) = (I- 1)(JSER1)(K 1) Sk

Remarque 5.3.1. Ainsi lorsque deux facteurs sont aléatoires, et que nous cherchons a
tester I'existence d’un effet du troisiéme facteur, ici a effets fixes, nous devons utiliser une
approximation, ici celle de Satterthwaite. Cette situation se démarque nettement de celle
ou tous les facteurs sauf au plus un sont a effets fixes.

5.3.2. Avec répétitions

Il existe deux possibilités : soit deux facteurs sont fixes et un est aléatoire, soit un facteur
est fixe et deux sont aléatoires.

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;. Un
facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;. Les
v, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population importante. Nous
admettrons que les effets des CY, les v, sont distribués suivant une loi normale centrée
de variance 2. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons L > 2
mesures d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n =1 x J x K X L
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijki =p+ 0+ B+ v+ (af)ij + (7)ix + (57)jk + (@B7)ijk + €ijikis
i=1...1, j=1...J k=1...K, l=1...L,

I J
avec les contraintes supplémentaires E a; =0, g B; =0,
i=1 j=1
I

J
D @By =0, Vie{l,.... 0}, ) (aB); =0, Vie{l,... I},
Jj=1

=1
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1

Z(OZW)M =0, Vk e {L,...,

=1

J
K} et » (B7), =0, Vke{l,... K},

J=1

Zam”k_o Vi, k) e{l,....J} x{1,..., K},

(Oéﬁ/y)i,j,kzoa V(Z,k’) = {1a7I} X {L"')K}v

'bﬁg )

—_

J

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B,
essai. Nous supposons que :

;, Ck) lors du [—eéme

L () = N(O,a%) VE1<k<K,
L ((ay)ix) = N(0,0%0), V (i,k),1 <i < I, 1 <k <K,
L((ﬁf}/)mk) (O UBC) ( )71<]<J7 1<k<K7
L((@B)ijr) =N, 0%pc), ¥ (4,5.5),1 <i< I, 1<j<J, 1<k <K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires vi, (y)ik, (87);k, (afBy
Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

~—

i7j7k'

V(i,5,k0),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, 1<I<L, L(ejng) =N(0,0?%),
Cov(ei,j,k,l, em7n,o7p) =0si (4,7, k, 1) # (m,n,0,p)
avec 1 <tyom <1< jn<J,1<ko< Ketl1<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires i, (a7v)ix, (57)k €t (37)i,k et des erreurs
€i7j7k7l‘

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait 'objet d'un paragraphe du chapitre {14}

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, scap, Scac, SCBC, SCaABC, SCr €t scror intro-
duites a la section [5.1.2]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCToT = 8CA + Scp + SCc + Scap + SCac + SCpc + SCapc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
’ANOVA

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-1
Interaction AB nag=I—-1)(J—1)
Interaction AC nac =1 —1)(K —1)
Interaction BC npe = (J—1)(K —1)
Interaction ABC' | nape = (L —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

| Totale nror = [JKL —1 |

92
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Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision
SCh S / /
2 A
Facteur A sCa na s =— fa=—5— H, ou I,
scg 52
2 B 1! 11
Facteur B scp ng Sy = — fB=—5— H, ou H,
sce s2,
2 111 111
Facteur C sco ne So = — fo=— H, ou H,
scAp sh ) (4)
. 2 B
Interaction AB scap NARB Sap = faB = — Hy’ ou I
naB SABC
scac she (5) (5)
. 2
Interaction AC' sCAc nAC Sac = Jac = 5 Hy’ ou I
nac SR
SCBC she (©) (6)
. 2 B
Interaction BC' SCBC NBC SBc = Jec=—- | Hy oulH
npc Sk
SCABC 3,24 (7 (7
Interaction ABC SCABC NABC 5?430 = —— | fapc = —;30 Hy’ ou H;
nNaBcC SR
s SCR
Résiduelle SCR NR s% = —
ng
Totale ScroT nroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :
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contre

3, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I’hypothese nulle f]-Cé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (I —1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I'hypothése nulle 9—(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

H8:61=62=-~:6J=0
contre

9{/1/ : 11 existe jo € {1,2,...,J} tel que Gj, # 0.

Sous I’hypothese nulle 9{6 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 9{8 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

i
L2
fHO oo = 0
contre
111
L2
H, 06 #0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

H : (aB)in = (@B)ra == (@B = (aB)oy = - = (af)1s = 0

contre

HW 1 existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (a)ig.jo # 0.

Sous I'hypotheése nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I’aide d'une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.
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5
5{6)3‘7%0:

contre

9{55) %o # 0.

Sous I'hypothese nulle 3{85) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

f]'f(()ﬁ) c0%e =0

contre

17{56) c o050 # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{[()6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J — 1)(K — 1) et I[JK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fge est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

7
%é):UiBCZO

contre

7
J—(E) t 0hpe # 0-

Sous I'hypotheése nulle J—C(()?) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK (L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

. ~ o~ ) F RN N 2 2 2 =
Les estimateurs [, ag, ..., a7, B, ..., By, 0&, (aB)11, ..., (@B)r1,7, 04¢c, Ohes Oapo, 02
des paramétres p, oy, ..., ar, Bi, ..., By, 02, (@B)11, -, (@B)1.5, 040, 080, TApe, O
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du modeéle sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ - K,o,o,o = ?7

O/Zi:}/;,o,o,o_,a; 1 <Z<[7 B\j :K,j,o,o_,a7 1 g] < J7

- 1

(aﬁ)i,j = Y;,j,o,o - Y;j,go,o - Yrgjp,o + ﬁ, 1 < [ < -[7 1 g] < Ja

— 1

0ho = TL (S.Exc 512%) )

—_ 1

Ohe = 7L (51230 5122) )

- 1

JEuac = 7 (53130 512%) )

5 SCr a2

g = PR

IJK(L—1)
SC, SC SC SC SC
ou 5%:—0, Sic:i, S%c:ﬂ, Sfch: 25C et S =1
na n NABC nR

Ce sont des estimateurs sans biaid™]
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),
ﬁl(y)a sy ﬂJ(y>7 U%(y)a (065)1,1(?!)7 SR (aﬁ>I,J<y)7 U%C(y)v U%C(y)7 JE}BC(y)? ‘72(?!) des
paramétres , ay, ..., ar, Bi, ..., B, 05, (@B)11, -+, (@B)1.5, 040, O5e, 0o, 02 du

modele se déduisent des formules ci-dessus :

ZZ(y) = Y000 = U,

az(y> = Yiee0 — ﬁ(y)7 1<e<, ﬁj(y) = Yo j00 — M(y)v 1<y <,

~

- 1
U?:(y) = 7L (S% - 323) )

(Ofﬁ)i,j(y) = Yijee — Yieose — Ysjee T ZZ’ 1<i<I, 1<)<J,

0po(Y) = TL (SQBC - 325:) )
—_— 1
Uch(y) - (5,2430 - 5%{) )

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des B;, les §;, sont distribués suivant une loi normale

13 notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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centrée de variance 0%. Les 7, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des CY, les 7., sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance ¢2. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj, Cy) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yiiwi=p+oi+ 06 +v+ (af)i; + (@))ik + (B7)jk + (@B7Y)ijk + €ijkis
i=1...0 j=1.. . J k=1.. K I=1.. 1,

I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I I
> (aB)iy=0,Vje{l,....J} et Y (a7)ir =0, Vke{l,..., K},
i=1 =1
I
D (@B)ijr =0, V(i k) € {1,...,J} x {1,... K},
i=1

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A4;, B;, Cy) lors du [—éme
essai. Nous supposons que :

L(B;) =N(0,0%), V1<
L () =N(0,02), Vk, 1<k
L ((af)i;) =N(0,0%5), ¥ (1,§),1 <i<I, 1<) <
((a)s, ) (OUZC)V(W),1<Z< , 1<k <K,
I
k

L
L J
L ((afv)ijk) = N(O UABC) v (z,j,k),l <i<I,1<j<J 1<k<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, vk, (@B)i;, (a¥)ik, (57)k €t (BY)ijk-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i 5,k 1), 1 <i< I, 1<j<J, 1<k< K, 1<I<L, L(651) = N(0,0?),
Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k,1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m< 1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, Vi, (aB)ij, (@Y)ik, (B7)ik €t (@BY)ijk
et des erreurs € ;.

Nous supposons que les conditions d'utilisation de ce modéle sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait 'objet d'un paragraphe du chapitre [14}

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, scap, SCac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-
duites a la section [5.1.2
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Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCTOT = 8CA + SCp + SCo + SCaB + SCac + SCpc + SaABC + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nag=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-1
Interaction AB nag=(1—-1)(J—-1)
Interaction AC nac =1 —1)(K —1)
Interaction BC npe = (J—1)(K —1)
Interaction ABC' | nape = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Reésiduelle ng=I1JK(L—1)

H Totale \ nror = I1JK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F Décision H
sca s>
! !
Facteur A sC4 na 3124 = — fa 5 2‘4 5 JH, ou H;
na Sap T Sac — Sapc
SCB 82
2 B 1! /!
Facteur B scp ng sp = — JB=—5— Hy ou H,
sco 52
111 111
Facteur C sco ne SQC = — fo = 2—0 Hy ou H;
scap S @) (1)
. 2 B
Interaction AB SCARB NAR Sap = faB = — Hy’ ou H;
NAB SABC
scac $he (5) (5)
. 2
Interaction AC scac nac 4o = fac = — Hy’ ou H;
nac SABC
sCpC she (©) (6)
. 2
Interaction BC SCRC nBC Spo = fpc = —~ Hy’ ou H;
SCABC 5124 (7) (7
. 2 BC
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = fapc = —5— Hy' ou I3
nABc Sk
s . SCR
Résiduelle SCR ng S% = —
ng
Totale scror nroT
Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :
!
Hy:ap =y = =ar=0
contre

I, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy
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Sous I'hypothese nulle 9’(6 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativemen une loi de Fisher & I — 1 et n" degrés de liberté avec :

: (shp + shc — s7)°

), G )
I-1)J-1) ([U-1)(K-1) ({I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table. Lorsque ’hypothése nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9

Hy :05=0
contre
H : 0% #0.

Sous I'hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fz est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

i
D2
J—CO oo = 0
contre
111
.2
H 02 #0.

Sous I’hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

9{(()4) c04 =0

contre

3{54) co%g #0.

Sous I’hypothese nulle 9{(()4) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modeéle sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)

12Nous utilisons toujours I'approximation de Satterthwaite.
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degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5
}C(()):Uic:

contre

9{55) co%o # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{(()5) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modéle sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fso est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

i}C(()G) c0%e =0

contre

ﬂ{@ c0he # 0.

Sous I'hypothese nulle ?C[(f) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil « du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

7
fHé) L 0%pe =

contre

9{57) t 0hpe # 0.

Sous I’hypothese nulle fHé?) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK(L—1) degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.
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—_ e

Les estimateurs 1, oy, . . 2
2 2

—~ "9 "9 2 2 2 ) \
L Q1,0%, 08, 04p, Oacs Ope» Oape, 02 des parametres (1, o, .. .

Y

ar, 0%, 0%, 04p, 040, 050, 0o, 0 du modele sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ = Y;,o,o,o = ?;
(Sé\i:}/i,o,o,o_ﬁy 1 <Z<[7
— 1 1
ob = 7377 (55— Sho) O%:IJ_L(S
1
‘71243 = KL (5313 5,24130) )
— 1
UE}(J = TL (51240 - S?ABC) )
— 1
Tho = 77 (She —53).
— 1
U.Ech -7 (53130 5'122) )
2 SCr 9
IJK(L—-1) "#
. SCg SCe SCag SCac
ou §% = —2 5% = S, =22 52 =22 52
B SgB c e AB B AC e BC
t 5% = "1
et Sp .

Ce sont des estimateurs sans biaid™]

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées ji(y), ai(y), .

o%(y), 02(y), 045(Y), dic(y), 05:(Y), 04pc(y), 0%(y) des parameétres u, oy, ...

2
SBC) ’
~ SCge @2 SCapc
- »y MABC —
npc NaBC
sy 051<y)7
, a,

2 2" 2 2 2 N A : :
0%y Of, O4ps Oac, Ones Oape, 0- du modele se déduisent des formules ci-dessus :

//Z(y) = Yo,0,00 = U;

~

A (Y) = Yieoo — H(y), 1 <i <,
op(y) = TKL (s% — she) . o2

—_ 1
UiB("J) = KL (S?AB - 5,2430) )

Uch(y) = 3,2430 5?%) )
W= RE -

13La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre

W) =157 (st —

52BC) ’
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Chapitre 6

Analyse de la variance a trois
facteurs totalement emboités

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section [0.1]

Nous sommes dans la situation particuliere, semblable a celle du chapitre [} ot les effets
des niveaux du facteur B n’ont pas de signification concrete, par exemple ces niveaux
dépendent du niveau du facteur A considéré et une étude des effets principaux du facteur B
n’a pas de pertinence. Nous compliquons la situation en rajoutant un niveau d’imbrication
par rapport aux modeles exposés au chapitre [l Ainsi le facteur C' est emboité dans le
facteur B qui lui méme est emboité dans le facteur A.

Un tel plan d’expérience est dit completement hiérarchisé ou totalement emboit. Il
n’est utilisable que si nous disposons de répétitions. Dans le cas contraire ou les essais ne
seraient pas répétés, l'effet dii au facteur C' ne pourra étre étudié et le modéle que nous
devrons utiliser pour étudier les données sera 1'un de ceux exposés au chapitre

Pour signaler cette situation particuliére, nous notons les effets du facteur B par ;) et
ceux du facteur C' par vi(j())-

6.1. Modéles a effets fixes

6.1.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Un facteur controlé C' se présente sous
K modalités, chacune d’entre elles dépendant du niveau Bj(;) du facteur B et donc du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Cjy;(;)). Pour chacun des couples de modalités
(As, Bjaiy, Crjgiy)) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable
continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

len anglais completely nested model ou completely hierarchical model.



Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Nous introduisons le modéle :

Yijht = o+ i+ Bi6) + ki) + gy
i=1...0,j=1...J k=1...K, l=1...L,
I
avec les contraintes supplémentaires Zai =0, Zﬁj(i) =0, Vie{l,..., I},
i=1 =
K

et Z’yk(j(i)) =0, V(i,j) 6{1,...,]} X {1,...,J},

ol Y; jx est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B, Ck(j(i))) lors du
[—eme essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,7,k0),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, 1<I<L, L(ejng) =N(0,0%),
Cov(ei,j,k,l, emm,qp) =0si (4,7, k, 1) # (m,n,0,p)
avec 1 <i,m <1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait ’objet d’'un paragraphe du chapitre {14}

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(), Cr(j)))
lors des L essais dans le tableau [6.1]

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

SCA_JKLZ z,o,o,o_}/oooo>2-

A ha]

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B dans A est définie par :

SCpa =KL

=1 3

,j,oo - Kooo)Q-

109

M“

Il
—_

La variation théorique due au facteur C' dans B qui lui-méme est emboité dans A est
définie par :

1
SCopia =L Z

i=1

2
7]7k LI Y;7j7.7.) :

o
Mw

e
Il

1

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K
SCr=1L Z Z Z(Y},j,k,z — Y jke)
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6.1 Modéles a effets fixes

9310qUId
Juetree[dmos ued Un,p SIMd)OR] SIOI) SOP XNBOAIU SOP UOIOU0J U fi so[ejULWILIdAXS S9oUUOpP op 991 ®] op uonyejuasaIdoy — g9 "dv],

TMTIf T1r1f TMTIf TTTIf R R B T TT1r1R 7 ce TMTIf TT11f
Huﬁ?m 13.:5 R Gﬁ.ﬁS s H{.ﬁSu 3&.@5 e ﬁS.:S . . Gﬁ.ﬁS e | TTTIf
: ((Drxp 7 7 (D)1 : : (D01 7 7 (MDD : 7 7 : (M 7 7 (M1 : : (ODE 7 7 ((MD1r :
: rg L] (g L[ Wrg L] (g |
: v [ 1 v |
9)I0qUId

Juowo)[duoo uerd un,p SIMolor} SI0I) SOP XNBIAIU SOP UOIJOUOJ Ud 9sUOdal op SoII0Je9Re So[(RLIRA Sop uonejussoIdoy] — 19 "dv],

[

qu::m\w q;,\q\w quw:\w j;q\w qu:;\w q{z.\w 7 quw:\w T
Gﬁ.\:ﬁ Sm,ﬁ Huw.:\w H{?\ﬂ Huw.\;ﬂ\w 13.:\% ﬁvﬁ?\w H{?\w
: (D 7 7 (D)1 : : (DD 7 7 (@M1 : . : (G275 7 7 (M1 : : (M 7 7 (ODIS :
: (rg L (Dig L (Wrg Ll Wig :
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Enfin la variation totale théorique est égale a :

J K L
SCTOT = Z Z Z Z(Y;,j,k,l — Yo,o,.,.)2~

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCror = SC4 + SCB\A + SCC|B|A + SChp.

La liste Yy des données experimentales Y11,1,1y---5Y111,Ly- -5 Yr11,1y---5Yr1,1,L,Y1,21,15 - - -
YrJ1,0, Y1121, - - - Yr,ak.L bermet de construire le tableau qui est une réalisation du
tableau

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

1
SCq = JKL Z(yi’.’.’. — y.7.’.7.)2.

i=1

La variation due au facteur B dans A observée sur la liste de données y est définie par :

(yi,j,O,o - yz’,o,o,o)2'

1 J
=1

scpjA = KLZ

i=1 j

La variation due au facteur C' dans B qui lui méme est dans A observée sur la liste de
données y est définie par :
K

J
scoipla = L Z Z Z(yi,j,kz,o ~Yijes)

i=1 j=1 k=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I J K
scr =1L Z Z Z(yi,j,k,l - yi,j,k7')2'

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

Scror = SCA + SCpja + SCc|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

106 Statistique Approfondie I



6.1 Modéles a effets fixes

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B dans A | npga=1(J—1)
Facteur C' dans B | nepja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=1JK(L—-1)
| Totale | ngpor =1JKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s
2 ! /
Facteur A sca nA 54 =— fa=—5 Hy ou H;
sc s7
9 B|A B|A 1 1
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = IBla=—— H, ou I,
sc s?
2 . C|B|A . C|B|A " "
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= T foiBa = —5 H, ou H,
nc|B|A Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng sé = —
ng
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ag=as=-=a;=0

contre

H, : Mexiste ig € {1,2,..., 1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothése nulle H;, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
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a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle ZHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho : Biay = Bory =+ = By = Prwy = -+ = Bary = 0

contre

H, : Nexiste (io, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,..., J} tel que Bj(i0) # O.

Sous I’hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpa est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fp|4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

117

Ho = maa) = N200) = - = Yka@) = Nae) = = VK@) =0

contre

= (io,jo,ko) S {1,2,71} X {1,2,7J} X {1,2,,K} ‘ Yko (o (i0)) #0

111

I

Sous I’hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs [, ay, ..., ay, 5/1\1, o ﬁ/J(\I), A -« -5 TR o2 des parameétres
Wy a1, -yoar, Biays - Baays Y1) - YR 0% du modele sont donnés par les
formules suivantes :

,a - K,o,o,o - ?7

a‘\z :Y;,o,o,o_l/z, I1<i< ]7

Ej\(i):}/;,j,o,o_}/i,o,o,o, 1<Z I, 1<]<J7

Vi@ = Yijke — Yijew 1<i<I, 1<j<J, 1<k <K,

s 50r __ g

IJK(L—1) 7%

Ce sont des estimateurs sans biaidd

2La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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6.2 Modéles a effets aléatoires

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées u(y), ai(y), ..., ar(y),
51 1) ( )y ey ﬁj ( )s Taa ))(y), - 'ym)(y) 0%(y) des paramétres u, oy, ..., o,
Biys -+ B ) - - VE(D): 0> du modele se déduisent des formules ci-dessus :

(Y) = Yoo0e =T,

ai(y) = Yio oo — u(y), 1<i<I,
Bi)(Y) = Yijww — Yiwwws 1 <i <1, 1
Ve (Y) = Yigiko — Yijoer 1 <10 <1,

5 _ SCR _ 2
W= TR o R

lV/AN

N .

N

6.2. Modéles a effets aléatoires

6.2.1. Avec répétitions

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0. Les Bjciy représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les
effets des Bj(), les 3;(;), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0%3| A
Les 7vi(js)) représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population impor-
tante dépendant du niveau Bj(;) du facteur B et donc du niveau A; du facteur A. Nous
admettrons que les effets des Cy(;i)), les Vi(j@)), sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance O’C‘ p|a- Pour chacun des couples de modalités (A;, Bjq), Cr(j(i))) nous
effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable contmue Nous notons
n=1xJ x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijkt = 1+ i + Biey + WGy + €igikds
i=1...1, j=1...J k=1...K, 1=1...L,

ol Y; jx, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Cr(j))) lors du
[—eéme essai. Nous supposons que :

L (a;) =N(0,0%), Vi,1 <
L (ﬂj(i)) = N(ngé\A>7 v (i,j), 1<i<
L (mgay) = N0, 54); ¥ (4,4,k),1 <i <1,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires oy, B;q), et Yi(i))-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i 5,k 1), 1<i< I, 1<j<J, 1<k< K, 1<I<L, L(651) = N(0,0?),

Cov(€ijkis Emmop) = 08l (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <it,m <1<y n<J, 1<ko<Ketl<Il,p<L,
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ainsi que I'indépendance des effets aléatoires a;, B, et Vi) et des erreurs €; 5.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’'un paragraphe du chapitre |14}

Nous utilisons les quantités sca, scpja, Scc|pja, Scr et scror introduites a la section [6.1.1}

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCror = SCA + SCp|A + SCo|B|lA + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-—1
Facteur B dans A | npja=1(J —1)

Facteur C dans B

nc|B|A = [J(K— 1)

Résiduelle

np=1JK(L—1)

H Totale

| nror =IJKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de TANOVA ci-dessous :

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
sca s>
! !
Facteur A sca nA §4 = —= 2—A H, ou H,
sc s
2 B|A B|A " "
Facteur B dans A SCB|A npB|A Spla = ——— IBla 5 H, ou H,
nB|A Sc|BlA
sc sz
2 . C|B|A __ °C|B|A 11 11
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= T foiBla = —%3 H, ou H,
nc|B|A Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
nr
Totale SCrorT nror
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6.2 Modéles a effets aléatoires

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

Hy: 0% =0
contre
H, 04 #0.

Sous I'hypotheése nulle J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f,4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

11

}COZU%‘AZO

contre

9{/1':0%“7&0.

Sous I'hypothése nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil « du test, ou a
I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

111

o2 —

contre

: U%IBIA #0.

111

I

Sous I'hypothése nulle J—Cg/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(K — 1) et [JK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.
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—

. ~ 79 2 ) ; ‘ : )
Les estimateurs p, 0%, o Blas 90 1BA> O du modele sont donnés par les formules suivantes :

//I = 1/-.7.7.’. = Y;
1 2 2
o4 = JKL (SA - SB|A) )

—_ 1
OGBlA = 7 (S&151a — S&)
~ SCr

2 s e 2
TR 1) ®
SCy SCB|A SCC|B|A SChr
on §% =274 g2 _2TBA g o PTCBIA g2 PTR
AT g TR g ) BT i B ng

Ce sont des estimateurs sans biaid3]

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), o%(y), 0%| 1Y),

—_— ~

2 ) \ 2 2 2 2 \ 4T
OC|B‘A(y), 0%(y) des parameétres pu, 03, OB1a» Ociplar 0 du modéle se déduisent des for-
mules ci-dessus :

- 1

‘7129|A(y) ~ KL (523|A - SC\B\A) )

- 1

U%\B\A(y) =1 (820|B\A Sh)
SCR

6.3. Modéles a effets mixtes

6.3.1. Avec répétitions

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée
A;. Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant
du niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Nous admettrons que les effets des
Cr(j(i))» 1es Yi(j()), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance aé‘ BlA- Pour
chacun des couples de modalités (A;, B, C’k(j(i))) nous effectuons L > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I X J x K X L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

3La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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6.3 Modéles a effets mixtes

Nous introduisons le modéle :

Yijkt = 1+ i + Biey + Gy + €igikds
i1=1...1, j=1...J, k=1...K, l=1...L,
I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bia =0, Vie {1,..., I},
i=1 Jj=1

ol Y; jx; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Ck(j(iy)) lors du
[—eme essai. Nous supposons que :

L (vgay) = N0, 0254, ¥V (1,5.k),1<i<I, 1<j<J 1<k<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 7))
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Z7jakal>71<2<1) 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Gi,j,k,l):N(Oag2>7
Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m< 1< jn<J,1<ko<Ketl<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires v,(j)) et des erreurs € ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre [14]

Nous utilisons les quantités sca, scpja, sco|pja, Scr et scror introduites a la section [6.1.1}
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCcror = SCA + SCp|a + SCc|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H

Facteur A na=1-—1
Facteur B dans A | npja=1(J —1)
Facteur C' dans B | ngpja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)
| Totale | ngor =IJKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sCa s
2 / /
Facteur A sca na 54 =— fa=— H,y ou H;
na Sc|B|A
sc s3
2 B|A B|A 1 1
Facteur B dans A 5CB|A np|A SBA=——— [BlA = H, ou H;
nB|A Sc|BlA
sc s?
2 C|B|A C|B|A " /"
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCIB|A = foiBla = H, ou H;
2
nc|BlA Sk
s o SCR
Résiduelle SCR Nng s% = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/
Hy:on=ar=--=a;=0

contre

I, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous ’hypothese nulle 5{6 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothése nulle iHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons

multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho : Biay = Bey =+ = By = Prgy =+ = Bay = 0

contre

H ¢ 1l existe (ig, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que Bio(io) 7 0.
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6.3 Modéles a effets mixtes

Sous 'hypothese nulle ﬂ{g précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp|4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a

I'aide d’une table, rejet si la valeur fp|4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

111
.2 _
contre
111
.2
Hy cogpa # 0.

Sous I’hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modeéle sont respectées, fcpja est la réalisation d’'une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil v du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs 1, o, ..., ag, 5/1(\1), o B/J(\I), aaB'A, o2 des parameétres 4, oy, ..., oy,
By, -+ By, aé‘ BlAY 0% du modéle sont donnés par les formules suivantes :
//I Y;,o,o,o ?7
O/Zi:}/iooo_ﬁ 1<Z<I,
Biy = Yijos — Yiews 1<i<I 1<5 <,
—_— 1
2 2
IeiBla T T, (SC|B|A S ),
~ SC
o2=——"R __ S,
IJK(L—-1)
SC, SC
ot SZypa = P o 5% = 2R,
nc|BjA ng
Ce sont des estimateurs sans biaid]
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),
51(1)(y>7 ey BJ(])(y)v 0%’|B‘A(y)7 02(y> des para’métres H, G1, ..., Qf, 61(1)7 ceey 5J(I)
aé‘ BlA» 0% du modele se déduisent des formules ci-dessus :
ﬁ(y) = Yo,000 = U;
O/‘\Z(y) = Yieee — /77 1<i< 1,
ﬂj(z)<y) = VYi,jeo0 — Yieee, 1 < 1< B I; 1 g j g Ja
o L 2
otypa(Y) = 7 (sé1p1a = 5%) »
> SCR 2
02(Yy) = ————— = $%.
W) = TTR@ -1 ~°*
4La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les (3;;) représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante
dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des Bj;, les 55,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0]23| 4~ Les Yi(j(i)) représentent
un échantillon de taille K prélevé dans une population importante dépendant du niveau
Bj;y du facteur B et donc du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des
Chr(ji))» 1es Vi(j()), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0(2]‘ BlA- Pour
chacun des couples de modalités (A;, Bj), Cr(js))) nous effectuons L > 2 mesures d'une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I X J x K X L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijrts = 1+ i + Bi) + YeGe) + €kl
i=1...1, j=1...J k=1...K,1=1...L,
I

avec les contraintes supplémentaires E a; =0,
i=1

ol Y; ;. est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Ck(j(iy)) lors du
[—eéme essai. Nous supposons que :

L (i) = N(0,0%,), ¥ (i,), 1 <i <1, 1<j <,
L (vgay) = N0, 0250, ¥V (1,5.k),1<i<I, 1<j<J 1<k<K

Y

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires B;q, et yi(j))-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(z7]7k7l)71<2<[7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(ei,j,k,l>:N<0702)7
Cov(€ijkis Emmop) = 081 (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m <1< jn<J,1<ko<Ketl<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;q), et i) et des erreurs € ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modeéle sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait I'objet d’un paragraphe du chapitre [I4]

Nous utilisons les quantités sca, scpja, sco|Bja, SCr et scror introduites a la section [6.1.1}
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

Scror = SCA + SCpja + SCc|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :
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6.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B dans A | npga=1(J—1)
Facteur C' dans B | nepja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=1JK(L—-1)
| Totale | ngpor =1JKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source ‘ Variation ‘ Ddl ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
sca s4
2 ! !
Facteur A sca na 59 = — Ja=—5— H, ou H,
sc s7
2 B|A B|A 1 1"
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = ——— IBla = — H, ou H;
nB|A Sc|BlA
sC sz
2 C|B|A C|B|A " "
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= T foiBa = —5 H, ou H;
nc|B|A SR
;o SCR
Résiduelle SCR ng sf;i = —
ng
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/
Hy:on=ary=--=a;r=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, #O‘

Sous I'hypothése nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modeéle sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a I'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle ZHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

11

contre

3{/1/:0129‘147&0.

Sous I’hypothese nulle J-Cg précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpa est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & I(J—1) et IJ(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a

I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

111

. 42 _

contre

: O'aB'A # 0.

i

I

Sous I'hypothése nulle J—Cg/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I[J(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs 1, ay, ..., ar, U%‘A, O%'B'A, o2 des paramétres u, aq, ..., ag, O'%‘A, O%|B|A,
o? du modéle sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ - 3/0 X ?7

A Al

O/é\i:}/;'ooo_ﬁa 1<Z<[7

I Al

—_— 1
O%|A KL (5123|A - S%|B|A) )

I 2
C%|B|A -7 (SC|B|A - SR) )
~ SCr
T TIKIL-1)  ®
SC SC SC
ou S, = 2 G2, = B o 52 = PR
np|A nc|BlA nRr
Ce sont des estimateurs sans biai.

5La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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6.3 Modéles a effets mixtes

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ar(y),

05a(Y), 08p14(Y), 02(y) des parametres p, aq, ...

déduisent des formules ci-dessus :

ﬁ(y> = Yo,0,00 = U;
d\z(y) - yi,o,o,o

U%gm(y) =

2 2 2 \
, QL Op45 Ociplar O du modele se

(5128|A - S%’\B\A) )

U%\B\A(y) -7 (SQC\B\A - 3?%) 5

7*(y)

=— = -4
IJK(L—-1) "%

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy
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Chapitre 7

Analyse de la variance a trois
facteurs partiellement emboités

7.1. Introduction

Un modeéle d’analyse de la variance est dit partiellement emboité ou partiellement hiérar-
chisé si, contrairement aux modeles complétement emboités présentés aux chapitres [ et [6],
ce modele fait intervenir certaines interactions. Nous remarquons que pour qu’un modele
soit partiellement emboité, il doit contenir au moins trois facteurs. Ce type de modele
nécessite généralement des répétitions, ceci sera précisé au cas par cas pour chacun des
modeéles exposés.

A nouveau chacun des facteurs peut étre a effets fixes ou a effets aléatoires a condition
de respecter les deux regles suivantes :

1. Toute interaction mettant en jeu un facteur a effets aléatoires est a effets aléatoires.

2. Tout terme emboité dans un facteur a effets aléatoires est a effets aléatoires.

A cause de la grande multiplicité des modéles que nous pouvons obtenir ainsi, nous nous
bornerons a exposer ci-dessous les équations des différents modéles comportant trois fac-
teurs et partiellement emboités qu’il est possible de construire.

Il est commode d’utiliser une représentation graphique pour améliorer la compréhension
des modeles partiellement emboités. Pour plus de détails sur ce type de schéma, nous
renvoyons le lecteur a [Dag98b].

7.2. Les différents modéles partiellement emboités

7.2.1. Nécessitant des répétitions

Il s’agit du cas o le troisieme facteur C' est emboité dans les différents termes d’'un modele
de I'analyse de la variance a deux facteurs comportant les facteurs A et B.



Chapitre 7. Analyse de la variance a trois facteurs partiellement emboités

Yijks =i+ o+ 55+ (aB)ij + Yrlg) + ik

avec les hypothéses de rigueur associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
a effets aléatoires ou a effets fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et
I'indépendance des erreurs €; et 1 <e <[, 1<j<J, 1<k<K,1<I<L.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les effets fixes
ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeéles que nous pouvons
considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Les facteurs A et B sont a effets fixes, le facteur emboité C est a effets aléatoires.

— L’un des facteurs, A ou B, est a effets aléatoires. Puisque ces deux facteurs jouent un
role symétrique dans la définition du modeéle, nous supposons que le facteur A est a
effets fixes et que c’est le facteur B qui est a effets aléatoires. Alors nécessairement
nous devons considérer que le facteur C, qui est emboité dans le facteur B, est a effets
aléatoires. De plus le terme d’interaction de A et de B doit aussi étre nécessairement
considéré comme a effets aléatoires. Ainsi seuls les termes ay, ..., a; associés aux effets
du facteur A sont fixes.

— Les effets des deux facteurs A et B sont aléatoires et de ce fait C' doit étre nécessairement
considéré comme un facteur a effets aléatoires : tous les facteurs du modeles sont a effets
aléatoires.

7.2.2. Ne nécessitant pas de répétitions

Deux facteurs croisés B et C' sont emboités dans un facteur A
Il s’agit du cas ou les différents termes d’un modele de 'analyse de la variance a deux
facteurs comportant les facteurs B et C' sont emboités dans un facteur A.

Ykt =+ 0 + B + i + (BY) Gy + €k

avec les hypotheses de rigueur associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
a effets aléatoires ou a effets fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et
I'indépendance des erreurs et 1 <1< [, 1 <5< J,1<k<K,1<[< L. Dans le cas,
nous pouvons avoir le nombre de répétitions, L, égal a un, c’est-a-dire que nous pouvons
utiliser un plan d’expérience ne comportant pas de répétitions.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les effets fixes

ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous pouvons

considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Le facteur A est a effets aléatoires et de ce fait les facteurs B et C', qui sont emboités
dans A, sont nécessairement a effets aléatoires.

— L’un des facteurs B ou C est a effets aléatoires et de ce fait 'interaction entre B et C
est nécessairement a effets aléatoires.

122 Statistique Approfondie I



7.2 Les différents modéles partiellement emboités

— Tous les facteurs sont a effets aléatoires.

Une situation plus complexe
Il s’agit du cas ou le troisiéme facteur C' est emboité dans le facteur B, qui lui-méme est
croisé avec le facteur A.

Yijrs = p+ i+ 05 + i) + (@B)ig + (a7)ikgj + €

avec les hypotheses de rigueurs associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
aléatoires ou fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et 1'indépendance
deserreurset 1 <1< 1,1 <7< J,1<k<K,1<1[<L.Dans ce cas, nous pouvons
avoir un nombre de répétitions, L, égal a un, c¢’est-a-dire que nous pouvons utiliser un
plan d’expérience ne comportant pas de répétitions puis 'analyser a ’aide de ce modéle.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les facteurs a
effets fixes ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeéles que nous
pouvons considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Si le facteur B est a effets aléatoires, le facteur C' 'est aussi nécessairement puisque
ce facteur est emboité dans le facteur B. Il en va de méme de l'interaction entre le
facteur A et le facteur B.

— Le facteur A est a effets aléatoires. Nécessairement ses interactions avec les facteurs
B et C sont a effets aléatoires.

— Si le facteur C' est a effets aléatoires, son interaction avec le facteur A est nécessaire-
ment a effets aléatoires.
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Chapitre 8

Analyse de la variance a [ facteurs
croisés, partiellement ou totalement
emboités, [ > 3

Nous donnons dans ce chapitre quelques régles générales qui étendent les indications qui
ont été exposées, aux chapitres [2] [3| [, b}, [0} [7, dans les cas ot nous avions deux ou trois fac-
teurs et dont le domaine de validité est en fait celui de ’analyse de la variance a [ facteurs.

1. Si le plan d’expérience ne comporte pas de répétitions, il sera impossible d’estimer
I'interaction d’ordre [ — entre les facteurs mais toutes les interactions d’ordre
inférieur ou égal a [ — 2 pourront étre estimées et donc la significativité de leur
influence pourra étre testée si nous faisons justement ’hypothése que l'interaction
d’ordre [ — 1 est négligeable.

2. Sile plan comporte des répétitions, nous pouvons utiliser un modele incluant jusqu’a
I'interaction d’ordre [ entre les facteurs.

3. Si le plan d’expérience ne comporte pas de répétitions, il sera impossible d’utiliser
un modele totalement emboité. Nous pourrons néanmoins nous servir de certains
types de modeles partiellement emboités.

4. Si le plan comporte des répétitions, nous pouvons utiliser un modele totalement
emboité.

5. Nous pouvons comme dans les chapitres [2] [3], [5] utiliser des modeéles dont certains
des facteurs sont a effets aléatoires et d’autres & effets fixes.

6. Lorsque les facteurs dont nous cherchons a tester I'influence sont en présence d’un
facteur a effets aléatoires, il faudra peut-étre utiliser I’approximation de Satterth-
waite. Il en va de méme pour certaines interactions. Les tests associés ne seront pas
basés sur une statistique qui suit exactement une loi de Fisher.

7. Toute interaction mettant en jeu un facteur a effets aléatoires est nécessairement
considérée comme un terme du modele a effets aléatoires.

Tl existe un test, le test de Tukey, permettant de s’intéresser & la question de la significativité de
I'interaction d’ordre [ — 1 lorsque le plan comporte [ facteurs sans répétition. Lorsque qu’une telle inter-
action n’est pas négligeable, nous devons recourir a une transformation afin d’essayer de limiter son effet.
En effet, les statistiques des tests dont nous nous servons sont exactes sous I’hypothése que 'interaction
d’ordre [ — 1 est nulle. Pour un exposé de ce test, nous renvoyons au livre [Dag98b].



Chapitre 8. Analyse de la variance a [ facteurs, [ > 3

8.

Dans le cas ot nous souhaitons utiliser un modele totalement emboité ou partielle-
ment emboité, tout terme du modeéle emboité dans un facteur a effets aléatoires est
nécessairement considéré comme un terme a effets aléatoires.

Il existe une tres grande variété de modeles partiellement emboités, d’autant plus
importante que le nombre de facteurs du modele, [, est élevé. Nous rappelons qu’il est
commode d’utiliser une représentation graphique pour améliorer la compréhension
des modeles partiellement emboités. Pour plus de détails sur ce type de schéma,
nous conseillons au lecteur de consulter [Dag98b|. Par exemple il existe 48 modeéles
differents partiellement emboités lorsque nous considérons un modeéle d’analyse de la
variance a quatre facteurs et en présence de répétitions. Nous renvoyons a nouveau le
lecteur vers le livre [Dag98b] s’il souhaite obtenir des informations complémentaires.
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Chapitre 9

Comparaisons multiples

9.1. Contrastes

9.1.1. Définition

Pour introduire la notion de contraste, nous considérons le cas d'un modeéle d’analyse de
la variance pour un facteur A a effets fixes. Nous notons A;, pour 1 < i < I les modalités
controlées du facteur A et o les effets de ces différentes modalités, toujours pour 1 <7 < 1.

Nous introduisons le modéle :

Yij=ptoa+e;, i=1...1 5=1...J,
I

avec la contrainte supplémentaire g a; =0,
i=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5),1<i<I, 1<j<J, Ley) =
Cov(e;j,€ry) =0si (4,5) # (k1) avec 1 < i,k < I, et 1 < 4,1 < J.

Nous appelons contraste L des I moyennes i, ..., iy la somme :

L=l +lapa+ ...+ lpr,

ou ly,...,l; sont I nombres réels tels que Zf li=0et py =p+ ..., = 1+ oy sont
tels que aq, ..., ay sont les [ différents effets des I niveaux du facteur A.

Les expressions suivantes sont des exemples de contrastes :

i1 — p3, un tel contraste permettra par exemple de comparer p; et ps.

i1 — 240 + p3, un tel contraste permettra par exemple de comparer iy + pz et 2ps.
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9.1.2. Orthogonalité

Nous considérons deux contrastes L; et Lo :

Ly = lipyn + lopro + ...+ lrpg
et

Ly =l + oo + ... + pr.

Nous avons donc les relations [y, ..., [; sont I nombres réels tels que Zf [; =0cet l’l, cee l}
sont I nombres réels tels que ZZI I, =0, 11 = p+ay,...,pu; = p+ ay sont tels que
aq,...,ar sont les I différents effets des I niveaux du facteur A.

L, et Ly sont des contrastes dits orthogonaux si la relation suivante est vérifiée :
LI+ Ll + .+ 1l =0.
Par exemple, les deux contrastes suivant sont des contrastes orthogonaux :
Ly = py — pz
Ly = p1 + pr2 — pg — pua.
9.1.3. Estimation
Soit L un contraste. Un estimateur sans biai L de L est obtenu de la maniére suivante :
L =0+ lofla + ...+ lrfir,
OUjli=p+o;=H0+a,avec 1 <i<I.
La somme des carrés associée a I'estimateur L du contraste L est définie par :

I 2
}:nm)

SCp = J~=——/—
S
i=1

Si le nombre de répétitions differe d'un niveau A; du facteur A a 'autre, en notant n; le
nombre de répétitions pour la modalité A;, nous obtenons la formule suivante :

I 2
SCp = ~= 7~

I 49
l;

=1

'La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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9.1.4. Test d’une hypothése impliquant un constraste

Pour le modeéle considéré de I'analyse de la variance a un facteur, les estimateurs Y; , des
i sont indépendants, méme si le plan n’est pas équilibré. Ainsi la variance de 'estimateur
L du contraste L est égale a :

Var [E} = XI: (l Var [Y;

=1

—_—

L
Var [E} = S%Z—

Les hypotheses du modele utilisé impliquent alors que, puisque L est une combinaison
linéaire de variables aléatoires qui suivent une loi normale et qui sont indépendantes,
I’estimateur L suit aussi une loi normale. De ce fait :

L—-L

~ tn—[a

P——

Var [Z}
ou t,_r est la loi de Student a n — I degrés de liberté.

Remarque :

Var [Z} n’est pas un estimateur sans biais de 4/ Var [Z] Il est possible de corriger le

—

biais de cet estimateur en posant 4/ Var [Z] défini par :
corrigé

n—1
— 1 r( . ) S
~ n — ~
Var [L] — \/ : Var [L]
corrigé 2 r (_)
2
ou I' est une fonction classique en mathématiques définie a I'aide d’une intégrale.
Néanmoins 'obtention d’un intervalle de confiance reste délicate puisque la loi de cet

estimateur n’est pas classique. P. Chapouille, dans son livre [Cha73], propose la formule
approximative :

Var[f} z\/\/ar[f] 2n_2z\/\/ar[f] <1—|— L )
V corrigé V 2n —3 4n — 6

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 129




Chapitre 9. Comparaisons multiples

Nous perdons alors la propriété ci-dessous qui permet de connaitre la loi de la statistique
L-L
Var [Z]

¢’est pourquoi nous préférons utiliser 'estimateur biaisé 4/ Var [Z] a la place de l'esti-

—_—
mateur sans biais 4/ Var [L] lorsque nous cherchons a obtenir une estimation par
corrigé
—_—
intervalle de 4 / Var [L} et a la rigueur nous nous servirions de 4 / Var [L] pour obte-
corrigé

nir une estimation ponctuelle de 4/ Var [E} avec la réserve qu’une estimation par intervalle

est beaucoup plus intéressante qu’une simple estimation ponctuelle d’'un parameétre et lui
doit étre systématiquement préférée lorsque c’est possible.

L—-1L
Le résultat ci-dessus sur la loi de ————= permet de déterminer un intervalle de
Var [E]

confiance de niveau 100(1 — «) % pour la valeur du contraste L.

Nous nous donnons désormais un nombre réel Ly et nous souhaitons tester I’hypothése

contre
’9{1 : L 7é L(). ‘
Sous I'hypothése nulle H; et les hypotheses du modéle,

est une réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi de Student a n — I degrés de
liberté. En comparant la valeur [ calculée a ’aide de 1’échantillon a la valeur critique au
seuil a pour une loi de Student a n — I degrés de liberté nous pouvons décider de la signi-
ficativité du test. Certains logiciels peuvent vous fournir directement la p—valeur associée
au test d’un contraste ce qui permet également de conclure quant a la significativité du
test.

9.2. Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homos-
cédasticité

Dans le paragraphe [9.1] ci-dessus, nous nous sommes intéressés au test d’une seule hy-
pothése concernant les effets des niveaux du facteur A. Le contexte des tests de com-
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

paraisons multiple est radicalement différent puisque nous cherchons a comparer tous
les effets des niveaux A; du facteur A entre eux ou avec un niveau de référence dit de
controle. Nous devons ainsi réaliser I(I — 1)/2 comparaisons dans la premiére situation
ou I — 1 comparaisons dans la seconde situation ot nous comparons les effets a un niveau
de controle.

Tester I'égalité des effets de deux niveaux A; et A;, i # j, d'un facteur A revient a tester
la nullité du contraste L = p; — p;. Nous exposons dans la suite les procédures de test
simultané de plusieurs contrastes en gardant a I'esprit que nous appliquerons principale-
ment les résultats au cas ou ces contrastes sont des différences de moyennes.

Nous rappelons que nous n’utiliserons I'un des tests de comparaisons multiples que si le
facteur étudié est a effets fixes et que nous avons rejeté I’hypothese nulle d’absence d’effet
de ce facteur sur la réponse.

Nous exposons ici la théorie des comparaisons multiples pour le cas d’'un modele a un
facteur a effets fixes. De maniere plus générale, il est possible de comparer les effets
des différents niveaux d’un facteur si ceux-ci sont a effets fixes. Il n’est généralement
intéressant de comparer les effets des différents niveaux d’un facteur que si aucun des
termes d’interaction mettant en jeu ce facteur n’a un effet significatif au seuil a.

9.2.1. La méthode de Tukey

Cette méthode n’est valable que si le nombre de répétitions J; d’'une modalité a I'autre
du facteur A est constant. Ce nombre commun de répétitions est alors noté .J. Pour une
version de la méthode de Tukey adaptée au cas ou le plan n’est pas équilibré voir le pa-
ragraphe sur la méthode de Tukey-Kramer.

Si L est un contraste dont un estimateur est E, alors un intervalle de confiance de niveau
simultané 100(1 — «) % pour tous les contrastes considérés est donné par la formule

suivante :
~ s2 (1 ! ~ s2 (1 !
L(y) =T/ 7R (5 > |l¢’> <L<L(y)+ T 7R (5 > Ui|> ,
=1 1=1

ouT =q(l,1(J—1);1—a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de I’étendue Studentisée
a I et I(J — 1) degrés de liberté. Si l'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0,
nous décidons que le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil . Au
contraire si I'intervalle de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste
est significativement différent de 0 au seuil a.

L’intérét de cette procédure est que, si nous fixons «, les intervalles définis ci-dessus sont
valables simultanément pour tous les contrastes qu’il est possible de construire!

Nous souhaitons tester I’hypothese

g‘CoIL:O

2Ces tests sont souvent appelés post-hoc tests ou multiple comparisons tests en anglais.
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contre

Le test est significatif au seuil o et nous décidons de rejeter I'hypothese nulle Hy « L =
0 » en faveur de 'hypothese alternative H; « L # 0 » si :

Liy)|

i (i)

>q(I,1(J—-1);1—a).

=1

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothése
nulle Hy « L =0 » si:

Liy)|

()

<q(I,I(J—-1);1—a).

1=

Appliqué au contexte des comparaisons multiple I'intervalle de confiance ci-dessus se
transforme de la maniére suivante puisque les contrastes étudiés sont du type L = p; — 15,

i#£ g
I

1 1 1
S =1+ 1) =501+1) =1.

Ainsi, dans le cas des comparaisons multiples, les intervalles de confiance ci-dessus se
simplifient en :

~ — 82 R o 52
m@—w@%fvf<m—w<m@—WWHTV?-

Les hypotheéses et les statistiques des tests se transforment, quant a elles, en :

Ho : pi = py
contre
Ho oy # -

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

g‘(o Loy =y

contre

Hyou # .

3Cette procédure est souvent appelée Tukey’s HSD, pour Tukey’s Honestly Significance Difference.
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
py » en faveur de 'hypothese alternative 3y « p; # p » si:

|i1i(y) — 11y (y)|
i

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut I'hypothese
nulle Ho « p; = 7 » si:

z2q(L,1(J —1);1—a).

~

|i1i(y) — 117 (y)|
Vi

En utilisant ces intervalles de confiance pour décider simultanément de la significativité
des I(I — 1)/2 différences entre les effets des modalités du facteur A, nous sommes
assurés que la probabilité qu’aucune des différences n’est significative est exactement de
1—oa.

<q(I,I(J—1);1—a).

9.2.2. La méthode de Tukey-Kramer

Il s’agit d’'une adaptation de la méthode de Tukey au cas ou le plan expérimental n’est
pas équilibré. Si nous voulons comparer les deux moyennes p; et s, nous remplagons
simplement la valeur J correspondant au nombre total constant d’essais réalisés dans des
conditions les modalités A; du facteur A par la moyenne harmoniqu du nombre de ré-
pétitions effectuées dans la modalité A; et dans la modalité A, .

Les intervalles de confiance ci-dessus se modifient en conséquence :

7 = sp (1,1 _ _ (1 1
mw%wﬂw—T¢§(—+g><m—w<mw%wmw+T¢§(—+f)

ouT =q(I,n—1I;1— ) est le 100(1 — o) quantile de la loi de I"étendue Studentisée a I
et n — I degrés de liberté.
Les hypotheses sont toujours :

Ho = pi = py
contre
Ha ot i # iy

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

“Nous rappelons que la moyenne harmonique Harm(a, b) de deux nombres réels strictement positifs a
et b est définie par :

Harm(a,b) =

N[
—
Q=
=
S—
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Ho :a; = ay

contre

o #ay.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I'hypothese nulle Hy « p; =
ey » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pr » si:

)

| (y) — 117 (y)|

2
sp (1 1
\/2 (n,+n;)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothése
nulle Hy « p; = pr » si:

>q(I,n—1;1—-a).

i(y) — iy (y)]
5% (1 1
\/—R (— + —/>
2 \n; n

9.2.3. La méthode de Hochberg

Dans le cadre des comparaisons deux a deux de moyennes, Hochberg a proposé la modi-
fication suivante de la méthode de Tukey-Kramer, exposée au paragraphe [9.2.2 :
Les intervalles de confiance ci-dessus sont modifiés en :

~ — 1 1 R - 1 1
p(y) = (y) — M\/«S‘% (; + —/) < i =y < [i(y) = Ly (y) + m\/S% (f + —,).

) i n; n,

<q(I,n—1;1—-a).

oum =m(l,n—1I;1 —a) est le 100(1 — a) quantile de la loi du maximum du module
Studentisé a I et n — I degrés de liberté.
Les hypotheéses sont toujours :

Ho : pi = py
contre
Hopi # py

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho : v = ay

contre

o #ay.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
iy » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pr » si:

i(y) — 1y (y)l
5% (1 1
R (— + —/)
2 \n; n
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut I'hypothese
nulle Ho « p; = 7 » si:

i (y) — 117 (y)|
2
Sh 1 1

9.2.4. La méthode de Scheffé

Contrairement a la méthode de Tukey exposée au paragraphe la méthode de Scheffé
est valide si le plan est déséquilibré. Soit n; le nombre de répétitions effectuées pour la
modalité A; du facteur A.

<m(I,n—1;1—- ).

Si L est un contraste quelconque estimé par L alors un intervalle de confiance de niveau
100(1 — «) % est donné par la formule suivante :

n.
—1 1

L(y) - S ([—1)5%<ZE) < L

et

L < L(y)+58 (1—1)s§<2ﬁ>,

n.
i=1 "

ou S? = F(I—1,n—1I;1—q) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I —1 et n—1
degrés de liberté. Si 'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0, nous décidons que
le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil . Au contraire si 'intervalle
de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste est significativement
différent de 0 au seuil a.

L’intérét de cette procédure est que, si nous fixons «, les intervalles définis ci-dessus sont
valables simultanément pour tous les contrastes qu’il est possible de construire!

Nous souhaitons tester I'hypothése
g’(o :L=0
contre
iH:l . L ?é 0.

Le test est significatif au seuil a et nous décidons de rejeter 'hypothese nulle Hy « L =
0 » en faveur de '’hypothese alternative H; « L £ 0 » si :
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Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « L =0 » si :

L(y)

(I—D%(§:%>

Appliqué au contexte des comparaisons multiples, I'intervalle de confiance ci-dessus se
transforme de la maniére suivante, puisque les contrastes étudiés sont du type L = p; — 5,

<VFI-1,n-1I;1-aq).

12 1 (—1)? 1 1
I
=1 o T T g Ny

Ainsi, dans le cas des comparaisons mulitples, les intervalles de confiance ci-dessus se
simplifient en :

Mw—@wws%Lﬁw(i+i)<<urmf

n; T
et
. g , [ 1 1
pio—py o < u(y) =Ry (y) £ 84 /(L= Dsp { —+— ).
Les hypotheéses et les statistiques des tests se transforment, quant a elles, en :

Ho i = py
contre

Huwps # py

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

g‘(o Loy =y

contre
Hooou # .

Le test est significatif au seuil a et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
iy » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # po;r » si:

|ii(y) — 1y (y)]

Jiea(zed)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Ho « p; = oy » si:

>\F(I-1,n-1I1-a).

~

|7i(y) — 1 (y)]
\/(1 _ 1), (nl + ni)
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

En utilisant ces intervalles de confiance pour décider simultanément de la significativité
des I(I — 1)/2 différences entre les effets des modalités A; du facteur A, nous sommes
assurés que la probabilité qu’aucune des différences n’est significative est exactment de
1—oa.

Dans le cas ou le plan est équilibré nous obtenons l'intervalle de confiance de niveau
100(1 — «) suivant :

N 2(1 — 1)s%

_ 2(1 — 1)s%
i(y) — iy (y) — S 7 —

< i =y < [i(y) — g (y) + S 7

9.2.5. La méthode de la plus petite différence significative de
Fisher

La méthode de la plus petite différence significative de Fishe est une méthode jugée
par beaucoup de statisticiens comme inadéquate, voir par exemple [Phi82], puisqu’elle ne
tient pas compte du contexte méme des comparaisons multiples c¢’est-a-dire du fait que
nous réalisons [(I — 1)/2 comparaisons qui ne sont pas indépendantes. Nous ’exposons
néanmoins brievement ci-dessous. Cette méthode s’applique que le plan soit équilibré ou
non.

Un intervalle de confiance au niveau 100(1 — «) pour la différence de deux moyennes
fi — fby est :

Fily) — () - t\/s% (o) <= e < o) = +t\/s% (5+),

n; Ty 1 Ty

ou t = t,_11-a/2 est le 100(1 — a/2) quantile de la loi de Student a n — I degrés de
liberté. Si l'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0, alors nous ne pouvons pas
rejeter ’hypothese que le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil o. Au
contraire si I'intervalle de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste
est significativement différent de 0 au seuil a.

Nous souhaitons tester I'hypothese :

Ho : pi = py
contre
‘9{1 D F

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho o = ay

contre

Hy oy # oy

5En anglais ce test de comparaisons muliples est souvent noté Fisher’s LSD pour Fisher’s Least
Significant Difference.
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Le test est significatif au seuil o et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
p » en faveur de 'hypothese alternative 3y « p; # py » si:

|i1i(y) — 17 (y)|

YR
R n; Ty

Le test n’est pas significatif au seuil « et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:

= tn—[;l—a/Z-

jily) )
e

9.2.6. La méthode de Bonferroni

< tn—[;l—a/2-

Supposons que nous souhaitons réaliser £ comparaisons de moyennes ou k tests de contrastes
et prendre une décision conjointe au risque de premiere espéce . Nous notons E; 1’éve-
nement associ¢ au rejet de I'absence de différence significative au seuil a;;,q lors de la
t—eme comparaison ou le test du i—eme contraste. La méthode de Bonferroni est basée
sur I'inégalité suivante :

P[EL] +P[Ey) + -+ P[Ey]

<
< k=x* ind-

Ainsi si nous voulons étre sir que le risque de premiere espece « associé globalement
a la prise simultanée de toutes les décisions lors des k& comparaisons ou des k tests de
contrastes est plus petit qu'une valeur oy fixée a 'avance, il suffit de choisir :

Qo
1
Nous procédons alors a des comparaisons des moyennes deux a deux avec un test ¢ de
Student de seuil ag/k ou & un test de chacun des contrastes avec la statistique exposée au

paragraphe au seuil ag/k. Cette procédure s’applique donc si le plan est équilibré
ou non.

Apd S

Les intervalles de confiance pour k comparaisons de deux moyennes p; et py de deux
groupes d’effectifs n; et n, sont :

~ — 1 1 N . 1 1
ji(y) — 1y (y) — tB\/SQR (n_ T _’> < i — py < fi(y) — py (y) + tB\/S% <n_ + —,>7
N « o . ) . )
outg=tln—1I;1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a n — I degrés

de liberté.
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Remarque :

Il est conseillé, par Fleiss voir [Fle86], d’utiliser la procédure de Bonferroni dans les cas

suivants :

1. Le nombre de comparaisons k n’est pas tres élévé, cette procédure étant trop conser-
vatived| si k est élevé.

2. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Scheffé si le nombre de compa-
raisons est strictement inférieur & I2.

3. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Tukey si le nombre de compa-
raisons est strictement inférieur & I(1 — 1)/2 ou si nous souhaitons tester en plus un
petit nombre de comparaisons autres que celles des effets principaux des modalités A;
du facteur A.

4. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Dunnett si nous souhaitons
tester en plus d’autres comparaisons que celles des effets principaux des modalités A; du
facteur A au niveau de controle A;, ou si nous souhaitons tester d’autres comparaisons
que celles des effets principaux des modalités A; du facteur A au niveau de controle
Ai(y

5. Les mémes recommendations s’appliquent si nous considérons des tests portant sur
des contrastes.

9.2.7. La méthode de rejet séquentiel de Bonferroni de Holm

La méthode de rejet séquentiel de Bonferroni de Holnﬂ est dérivée de la méthode de Bon-
ferroni exposée au paragraphe [9.2.6] Elle a été introduite pour augmenter la puissance
de la méthode de Bonferroni. Elle consiste simplement a modifier le seuil des tests de
comparaison de la maniéere suivante : si I'un des tests de comparaison est significatif au
niveau aj,q = a/k, alors nous effectuons le test suivant au niveau aj,q = a/(k — 1) et
ainsi de suite...

Les conseils d’utilisation sont les mémes que ceux exposés au paragraphe et nous
pouvons aussi bien nous en servir pour des plans équilibrés que des plans déséquilibrés.

9.2.8. La méthode de Dunn-Sidak

La méthode de Dunn-Sidék est basée sur la méme idée que celle de Bonferroni, seule
'inégalité utilisée pour déterminer le seuil individuel de chacune des comparaisons, aj;,q,
est modifiée.

Supposons que nous souhaitons réaliser £ comparaisons de moyennes ou k tests de contrastes
et prendre une décision conjointe au risque de premiere espece a. Nous notons F; 1’éve-
nement associé au rejet de I'absence de différence significative au seuil a;;,q lors de la

t1—eme comparaison ou le test du :—eme contraste. La méthode de Dunn-Sidak est basée

6Une procédure est dite conservative si son niveau de confiance est supérieur & celui fixé, ici 1 — ay.
La détection de différences significatives étant alors « trop difficile » par rapport au seuil que nous avions
fixé en avance pour le test.

"En anglais Holm’s SRB criterion pour Holm’s Sequentially Rejective Bonferroni criterion.
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sur I'inégalité suivante :

a < 1—(1—apq)

L’inégalité de Bonferroni est plus grossiére que celle de Dunn-Sidak et de ce fait la procé-
dure de Bonferroni est plus conservative que celle de Dunn-Sidék. Ainsi si nous voulons
étre stir que le risque de premiere espece « associé globalement a la prise simultanée de
toutes les décisions lors des k comparaisons ou des k tests de contrastes est plus petit
qu’une valeur aq fixée a I'avance, il suffit de choisir :

Oélnd < 1-— \k/l — Q.

Nous procédons alors a des comparaisons des moyennes deux a deux avec un test ¢ de
Student de seuil 1 — /1 — agp ou a un test de chacun des contrastes avec la statistique
exposée au paragraphe au seuil 1 — /1 — ay. Cette procédure s’applique donc si le
plan est équilibré ou non.

L’intervalle de confiance de niveau 100(1 — ) % pour j; — p17 est alors le suivant :

~ — 1 1 N . 1 1
fiy) — i (y) = fDS\/S% (; + —,) < pi—py < y) — i (y) + tDS\/s% <; - n—)

ol tps = t(n—1I;+v/1 — ag) est le 100v/1 — ag quantile de la loi de Student a n — I degrés
de liberté.

9.2.9. La méthode de Newman-Keuls

Cette procédure est également connue sous le nom de test de Student-Newman-Keuls et
est utilisable si le plan est équilibré ou déséquilibreé.

1. Nous commengons par ordonner les estimations des moyennes [i1(y), . .., fi7(y) par
ordre croissant. Nous obtenons donc fu1)(y) < ... < 1) (y). Nous ordonnons de la
méme maniere les moyennes fiq, ..., [i].

2. Nous calculons la quantité f)(y) — 1) (y), qui est toujours positive, et nous la
comparons a Wiy ou :

2
Wiy =q(l,I(J - 1);1 - o) 87R7
avec q(I,I(J —1);1 —«) le 100(1 — «) quantile de la loi de I"étendue Studentisée a
Iet I(J— 1) degrés de liberté.

Si funy (y)— ) (y) = Wi alors nous décidons que le groupe de moyennes fi(1y, . . . ju(r)
n’est pas homogene et nous créons les deux groupes fi(1), ..., fhr—1) et [y, .- ., f
sinon nous considérons que le groupe de moyennes gy, ... ) est homogene et la
proceédure s’arréte la.
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3. Nous calculons les quantités fr—1)(y) — i (y) et 11 (y) — fi2) (y), qui sont toujours
positives, et nous les comparons a W;_yy ou :

2
Wiy = q(I —1,1(J = 1);1 - ) %R
avec ¢(1 —1,1(n—1);1—a) le 100(1 — ) quantile de la loi de I’étendue Studentisée
al—1et I(J—1) degrés de liberté.

Si ,U/([_\l)(y) — na)(y) = Wy alors nous décidons que le groupe de moyennes

1), - - - pr—1) n’est pas homogene et nous créons les deux groupes pi(y, ..., fh—2)
et fu2), ..., (—1) sinon nous considérons que le groupe de moyennes fi(), . .. fh(1-1)
est homogene et la procedure s’arréte la pour ce groupe. Nous pratiquons la méme
analyse pour le groupe i), . .., fi(1)-

4. Nous réitérons le processus, en utilisant la valeur critique W) avec :

2
S

Wy =q(k, I(J —1);1 - a) 7R

avec k le nombre de moyennes que comporte le groupe dont nous testons 1’homo-
géneité, jusqu'a ce que tous les groupes obtenus soient homogeénes ou que toutes
les moyennes aient été comparées entre elles. Dans la pire des configurations nous
obtiendrons I groupes disctincts ce qui prouve que cette procedure se termine bien.

L’avantage de cette procédure est d’aboutir a la constitution, au risque global de o = 5 %,
de groupes de moyennes homogenes.

Pour tenir compte d'un éventuel déséquilibre du plan expérimental nous remplacons, dans
les expressions ci-dessus, J par la moyenne harmonique du nombre de répétitions dans les
modalités pour lesquelles les moyennes sont la plus petite et la plus grande de I’ensemble
considéré. Ainsi, par exemple, nous comparerons la quantité ) (y) — ) (y), qui est
toujours positive, a Wy défini par :

s (1 1
W(I)ZQ(I,H—I;l—Oé)\/gR <@+%),

avec ¢(I,n—1I;1—a) le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a I et n— I
degrés de liberté.

9.2.10. La méthode de Duncan

Le test de I’étendue multiple de Dunca est basée sur le méme algorithme, c’est-a-dire la
méme suite de décisions, que celle du test de Newman-Keuls exposée au paragraphe|9.2.9|
La seule différence entre ces deux procédures réside dans le fait que les estimations des
étendues des groupes de moyennes comportant k& moyennes sont comparées a la valeur
D,y ou Dy est définie par :

Dy = R(k,I(J —1);1—a) %R

8En anglais Duncan’s Multiple Range Test.
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avec R(k,I(J—1);1—a) le 100(1 — «v) quantile de la loi de I'étendue multiple de Duncan
a ket I(J—1) degrés de liberté, I le nombre de niveaux du facteur A et J le nombre de
répétitions commun a toutes les modalités A; du facteur A.

Pour tenir compte d'un éventuel déséquilibre du plan expérimental nous remplagons, dans
les expressions ci-dessus, J par la moyenne harmonique du nombre de répétitions dans les
modalités pour lesquelles les moyennes sont la plus petite et la plus grande de I’ensemble
considéré. Ainsi, par exemple si nous cherchons a tester ’homogénéité de k moyennes
dont I'estimation la plus petite est pour j ;) et 'estimation la plus grande pour [4(;'y, OUS
comparerons la quantité /i) (y) — i) (y) & Dy définie par :

s2 [ 1 1
Dy = q(k,n—I;1—a) 7’% (n(.) + n—)
H o)

avec q(k,n — I;1 — ) le 100(1 — ) quantile de la loi de I’étendue multiple de Duncan a
k et n — I degrés de liberté.

9.2.11. La méthode de Dunnett

Le test de Dunnett a été proposé pour le contexte particulier de la comparaison des effets
des modalités A; d’un facteur A avec un niveau de référence de ce facteur, souvent appelé
niveau de controle et noté A.. Cette procédure peut étre utilisée si le plan est équilibré
ou non.

Il s’agit simplement d’une modification de la valeur critique utilisée avec la statistique du
test ¢t de Student pour deux moyennes. Ainsi la valeur de la différence des estimations de
la moyenne de la réponse u; obtenue pour la modalité A; du facteur A et de la moyenne
(e de la réponse obtenue pour le niveau de controle A, du facteur A.

Nous souhaitons tester I’hypothese :

Ho : pi = pc
contre
(H e

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Hy: o =
contre

’j{l . Oéi7£Oéc.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
e » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pue » si:

n; Uz

|i(y) — fe(y)] >D(1—1,n—1;1—a)\/5§ (l+i),
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ou D(I —1,n—1I;1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Dunnett a I — 1 et n— I
degrés de liberté. Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver
par défaut 'hypothese nulle Hy « p; = pre » si:

|i(y) — fic(y)] <D(f—1,n—f;1—a)\/8% (l+i),

n; Uz

ou D(I —1,n—1I;1 — a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Dunnett & I — 1 et n — I
degrés de liberté.

Le test doit étre préféré aux autres procédures lorsque nous souhaitons seulement com-
parer les effets des modalités A; avec I'effet de la modalité de controle A, d’'un facteur A.
En effet ce test est dans ce cas généralement plus puissant.

9.3. Comparaisons multiples sous I’hypothése d’hétéros-
cédasticité

9.3.1. La méthode de Games et Howell

Il s’agit d'une modification des statistiques du test de Tukey-Kramer pour tenir compte
de 'hétérogénéité des variances ¢ des niveaux A; du facteur A ainsi que d’un éventuel
déséquilibre du plan. Nous remplagons ainsi S% par :

2

S2 57

Sp =4 —L+—L,
n; n,

ou

7j=1
|
Sl% T a1 Z (Yi',J Y;’,-)Qv
) j=1

sont les estimateurs sans biais des variances au sein des niveaux A; et A, du facteur. Nous
désignons par s7 et s7 les estimations de o7 et o7 associées aux estimateurs S7 et S7.
Cette modification permet donc de tenir compte des éventuelles différences entre les va-
riances o} et 07 ou entre le nombre de répétitions n; et n,; d'un niveau du facteur A a
lautre.

Nous modifions également un des degrés de liberté de la loi de ’étendue Studentisée dont
nous nous servons pour trouver les quantiles nécessaires au test. Plus précisement, nous
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utilisons ¢(I, v, /;1 — ) avec :

? 700

9.4. Deux méthodes recommandées

Les procédures de Newman-Keuls et de Duncan sont toutes deux basées sur des méthodes
de tests multiples de I'étendue séquentiels. Il a été montré que ces procédures sont sta-
tistiquement invalides. Les deux méthodes suivantes sont valides et recommandées par
I'encyclopédie de statistique, pour plus de détails voir [KRB96].

9.4.1. Le test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch

Nous souhaitons utiliser des tests multiples de 1’étendue, nous utilisons les valeurs sui-
vantes pour les seuils :

(9.4.1)

- 1—(1—a)7 si m=2,...,] -2,
"« si m=1-1,1.

La validité du test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch est basée sur la
validité du procédé plus général de comparaisons descendant décrit ci-dessous.

Pour tout sous-ensemble K inclus dans I = {1,... I}, soit Hg I'hypothese :

Hg : p; = pj pour tout 7, j de K,

et soit | K| le nombre d’éléments de K. Nous ne considérerons dans ce paragraphe que des
sous-ensembles de I formés d’entiers consécutifs.

1. Tester au seuil @ = oy = a;, donné par I'équation (9.4.1), Hy : py = ... = py. Si
Hiy n’est pas rejetée au seuil @ = ay, alors nous décidons que nous ne pouvons rejeter
aucune des hypotheses Hyx pour K C I et nous arrétons le procédé a cette étape. Sinon
nous décidons qu'il existe iy et jo dans {1, ..., 1} tels que u;, # pj, et nous nous rendons
a l'étape 2..

2. Tester au seuil a = a1 = a1, donné par I'équation (9.4.1)), chaque Hy, avec
IL| = I — 1 et en imposant la condition que les entiers qui appartiennent a L sont
consécutifs qui n’a pas encore été acceptée. Si I'hypothese H, est acceptée, alors nous
décidons que nous ne pouvons rejeter aucune des hypotheses Hyx pour K C L. Sinon
nous décidons qu'’il existe iy et jo dans L tels que p;, # pj,. Si aucune des Hy, n’est
rejetée, nous avonsrréte la procédure ; dans le cas contraire, nous nous rendons a 1’étape
3..
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3. Tester au seuil o = ajr|, donné par I'équation , chaque Hp, et en imposant la
condition que les entiers qui appartiennent a IL sont consécutifs qui n’a pas encore été
acceptée lors d’'une étape précédente. Si Hp, est acceptée, alors nous décidons que nous
ne pouvons rejeter aucune des hypotheses Hyx pour K C L. Sinon nous décidons qu’il
existe 7 et jo dans IL tels que p;, # pj,-

4. Continuer jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucune hypothese Hp,, pour laquelle les entiers
qui appartiennent a I sont consécutifs, a tester au seuil ayy.

5. Enfin décider que p;, # pj, si tout Hy, telle que g, jo € L est rejetée.

Pour réaliser le test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch nous testons les

hypotheses Hy, au seuil o) de la maniere suivante :
e Nous ne pouvons pas rejeter I'hypothese Hy, au seuil ayy si

N N 25%
max Ai(y) = A (Y) < cag\[ =5

Ol Cq, est défini par :

~ ~

a =P |max . . > Cayy
4,J€L 25‘12%
n

Ainsi avec le choix de I'équation (9.4.1)) pour les valeurs des «,,, 1 < m < [ nous
obtenons, si 2 < |L| <1 —2:

1L [t — [t
1—(1—a)%:IP’ max Hi > Cayy, |
i,j€L 25’12%
n
etsi I —1<|L|< T
a="P m.aﬁL('ui_/:j > Cayy,
%,J€ 28R

n

Ainsi ¢, est donc le 100(1 — o) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a |L| et
n — I degrés de liberté.
e Nous décidons de rejeter 'hypothese Hy, au seuil o si

%gﬁﬁz(y) - :[[j(y) > Ca\| />

ou Cay, st défini comme ci-dessus.
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Si les valeurs critiques ¢,,, 1 < m < [ utilisées sont croissantes avec m alors le test mul-
tiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch est un cas particulier de la procédure
descendante ci-dessous et de ce fait valide. Malheureusement, avec la définition de «,,
donnée par I'équation , il n’y a aucune garantie que la valeur critique ¢, soit crois-
sante avec m. Pour comprendre pourquoi cette condition est absolument nécessaire, nous
pourrons consulter I'exemple page 5067 dans [KRB96|

Ainsi, nous préférerons utiliser, si les valeurs critiques calculées a I’aide de I’équation (9.4.1))
ne sont pas monotones, c’est-a-dire si elles ne sont pas croissantes, les valeurs critiques
modifiées définies par :

!
¢, — max ¢;, m=2,...,1.
™ agi<m U T

Attention a bien vérifier ce point si nous ne voulons pas obtenir de résultats incohérents.
Remarque :

Nous aurions pu utiliser la procédure ci-dessous avec une autre maniere de tester les hy-
potheses Hy,, par exemple des tests t a deux échantillons, nous utilisonsra alors I'inégalité
de Bonferroni et les valeurs suivantes pour les seuils :

Toz si m=2,...,1—2,
Ay = I
« si m=1-1,1.

Toutefois cette procédure possede le méme défaut que celle de Bonferroni par rapport a
celle de la méthode de Dunn-Sidéak : elle est plus conservative, voir le paragraphe [9.2.8|

9.4.2. Tests F'—multiples

La validité de la méthode des tests F'—multiples est basée sur la validité du procédé plus
général de comparaisons descendant décrit ci-dessous.

Pour tout L C T ={1,...,1}, soit Hy, 'hypothese :

Hy, @ p; = py pour tout 4, j de L,

et soit |L| le nombre d’éléments de L.

1. Contrairement aux tests basés sur I’étendue nous ne pouvons nous contenter de tester
des hypotheses Hp, pour lesquelles les indices appartenant a I sont consécutifs. Atten-
tion a bien faire tous les tests au seuil ay, pour toutes les hypotheses Hp, possibles, avec
L C I si nous ne voulons pas obtenir de résultats incohérents au seuil «.

2. Continuer jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucune hypothese Iy, a tester.

3. Décider alors que p;, # p;, au seuil a si toutes les hypotheses Hj, pour lesquelles
19, Jo € IL sont rejetées au seuil af..

Pour réaliser les tests F'—multiples nous testons les hypotheses Hy au seuil o de la

maniere suivante :
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e Nous ne pouvons pas rejeter 'hypothese Hy, au seuil oy si

Sen (i) - 7))
(PEE

< CO‘UL\’

ou ﬁ est défini par

ZiG]L ZZ:I }/;,a

i
Zie]L n ’

ainsi que Cayy PAr

ZieLn (:&\Z _ﬁ>2
(IL| - 1) 5%

a“Ll = > CaI]LI

Ainsi avec le choix de ’équation ((9.4.1]) pour les valeurs des «y;, 1 < ¢ < I nous obtenons,
si2< LI <I—2:

Zie]Ln (ﬁz _ﬁ>2
(L] —1) S%

|L

l-(1—a)T =P

> Cay |

etsi/] —1<|L| <1

Ziean <[[l _:“:]L>2
(IL] = 1) Sk

> CO‘IJLI

Ainsi ¢y, est donc le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a [L| — 1 et n — I degrés
de liberté.
e Nous décidons de rejeter 'hypothese Hy, au seuil o si

S (i)~ 7w)
(P

2 CCM|]L|7

ou Cay, €st défini comme ci-dessus.

9.5. Comparaisons avec le « meilleur »

Dans certains cas il peut étre intéressant de comparer les effets de tous les niveaux d’un
facteur avec l'effet extréme, maximal ou minimal, que nous avons observé et que nous
considérons comme le « meilleur ». Ce type de problématique ne peut étre traité a l'aide
d’une approche basée sur la méthode de Dunnett puisque nous ne savons pas a priori
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pour quelle modalité nous allons observer le « meilleur » effet.

Nous utilisons alors des techniques de comparaisons multiples avec le « meilleulﬂ », le plus
souvent celle de Hsu ou celle de Edwards-Hsu.

Nous nous intéressons ici donc non pas a toutes les comparaisons possibles mais seulement
a celles-ci :
e Sile « meilleur » est la valeur la plus élévée nous utilisons :

My — MaxX [y, izl?"'vja
J#

ainsi si f1;, —max;,;, ; > 0 alors la modalité i est celle pour laquelle 'effet est maximal
et de ce fait la « meilleure ». Par contre si p;, — max;,;, u; < 0 alors la modalité i;
n’est pas celle pour laquelle 'effet est maximal.
Si l'effet de la modalité i5 n’est pas le plus important mais que nous avons néanmoins
iy — MaX,z;, ftj > —0 avec 0 un petit nombre réel strictement positif alors la modalité
19 est proche de la « meilleure ».

e Sile « meilleur » est la valeur la moins élévée nous utilisons :

:uz_r??gl,u]a Z.:L"'a[?

ainsi si f;, —minj.;, p; < 0 alors la modalité i est celle pour laquelle I'effet est minimal
et de ce fait la « meilleure ». Par contre si j;, —minj,;, p; > 0 alors la modalité 4; n’est
pas celle pour laquelle 'effet est minimal.

Si leffet de la modalité i5 n’est pas le plus important mais que nous avons néanmoins
o — MiNjz, 1 > 0 avec 0 un petit nombre réel strictement positif alors la modalité iy
est proche de la « meilleure ».

9.5.1. La méthode de Hsu

Hsu a développé des intervalles de confiance simultanés de niveau de confiance 100(1 — «)
pour f; — max,z; ft;, ¢ = 1,...,1. Ces intervalles contiennent tous la valeur 0 et sont
construits ainsi : pour chaque i, soit d; la valeur critique telle que

- . 1 1 I
P Hi_ﬂi>:uj_uj_di\/‘9}22<;+;>a V]|J7é@] =1-o

? J

Nous remarquons que d; est la valeur critique pour les comparaisons multiples unilatérales
en considérant le i—eéme niveau comme le niveau de controdle.

9Ceci est souvent abrégé en anglais en MCB pour « Multiple comparisons with the Best ».
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Les intervalles fermés [Di_ , D }, 1=1,...,1 ou

1 1
; max{O,Ijn;? (,u i \/SR (m —l—nj))}

G = {i| Df >0}
0 sii € G

Dy = : PO r 1 .
i MIN;eq 4 (,uz — b = d]\/S?Z (TL_ + 7’L_>) sii e G
i j

forment un ensemble d’intervalles de confiance simultanés de niveau de confiance 100(1—«)
pour ji; — max;x; fj, ¢ =1,...,1.

Lorsque le plan est équilibré les intervalles se transforment en :

252 252
[—min{o, (/@—maxﬁj—d &>},max{0, (,Ji—maxﬂj—d ﬁ)}],
j#i n JF#i n

oul<i<letd=d =...=dj.

9.5.2. La méthode de Edwards-Hsu

Si nous cherchons a avoir également des bornes sur I’écart minimum entre la valeur du
« meilleur » traitement et celle des autres traitements que celui dont ’estimatinous avons
été la meilleure, alors nous pouvons utiliser la méthode de Edwards-Hsu. Celle-ci permet
d’obtenir des intervalles de confiance simultanés pour p; — max;cj<r i, @ = 1,...,1 que
nous ne forcons plus a contenir la valeur 0.

Pour chaque ¢, soit |d|, la valeur critique telle que

P

i — i — (15 — 1) <|d\\/SR VJIJ%]—l—a-
Nous remarquons que d; est la valeur critique pour les comparaisons multiples avec un
controle en considérant le i—éme niveau comme le niveau de contrdle et de ce fait le

nombre |d|; est supérieur a d; qui est utilisé dans la méthode de Hsu.

Les intervalles [L;, U;] définis par

S:{ztelsque mm{ — o + |d|, \/SR }>O},

;

sii=j

Lj; = . 1 1 L,
! Mi—uj—|d|j\/512%(;+;) sii#
\ ’ J
si i = j

(0
Uy = : U 1 1 L,
j —mln{O7 (,ui—uj—l—|d]j\/5%<;+;>>} sii#j
\ t J
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L; =min L, U, = max U,;
! jeSs K ! JES Y

pour ¢ = 1,..., I, forment un ensemble d’intervalles de confiances simultanés de niveau
100(1 — @) pour p; — max;gj<r fty, ¢ =1,..., 1.

Lorsque le plan est équilibré les quantités utilisées pour construire les intervalles se trans-
forment de la maniere suivante.

Il n’y a qu'une seule valeur critique |d| = |d|, = |d|, définie par :

. _ 25% N
Pl — pi — (5 — py) < |d| T7VJ|J7AZ =l-a

Nous remarquons que d est la valeur critique pour les comparaisons multiples avec un
controle en considérant 1'un quelconque des niveaux comme le niveau de controle et de ce
fait le nombre |d| est supérieur a d qui est utilisé dans la méthode de Hsu.

Les intervalles [L;, U;] définis par

S = {z tels que mm{ — i+ |dW } > O}

0 sii = j

Lij = . 252 L

’ i =y = ldl\[ == sii# ]
0 sit =7

I 252
Usij —min{O,(@—@—i—Mh/%)} sii#£j

pour i = 1,..., I, forment un ensemble d’intervalles de confiances simultanés de niveau
100(1 — @) pour p; — max;gj<r fty, ¢ =1,..., 1.

9.6. Deux facteurs sans répétition

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] et dans le cas de ’analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modeéle a deux facteurs sans interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencgons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe ou du paragraphe en fonction
de la situation étudiée.
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9.6.1. Contrastes

Les contrastes mettent en jeu des moyennes associées soit au premier facteur A, s’il est
a effets fixes, soit au second facteur B, s’il est a effets fixes. Il y a ainsi deux types de
contrastes :

L:l1a1+l2a2+~'-+l1a1,
L'=00+ 5B+ + 1,8,
avec . li=0et 7 1 =0.

Jj=1"J
Des estimateurs sans biais de L et L' sont alors :
= liay + lyag + - - - + [rag,

L' =03+ 03+ +1,8.

) &

N o o . P ’ , .
Ainsi des estimations sans biais de L et L s’écrivent :

E(y) = lLY1e + l2Y2e + -+ 11Ys,
L'(y) = UYer + lyer + -+ + Lyas.

9.6.2. Meéthode de Tukey

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I'étendue Studentisées en [ et (I —1)(J — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)
st (1 !
\/;<§;’li|>

ouq(l,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a
Iet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I'hypothése d’absence
de différence entre L et 0 au seuil .

Zq(,(I =1 = 1);1 - a),

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B & effets
fixes, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et
nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en J et

(I-1)(J-1).
Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :
L'(y) |
2 Al (D 1)
SR Z !

ouq(J, (I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Jet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence
de différence entre L' et 0 au seuil a.
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9.6.3. Meéthode de Scheffé

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et (I —1)(J —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y) >\F(I—-1,(I-1)(J—-1);1-a),

1

i=1

ou F(I —1,(I—=1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets fixes,
nous utilisons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en J — 1 et (I —1)(J —1).
Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)

(J —1sk Zl’g

> VFU - LI -~ 1)1 - ),

~

ou F(J—1,(I—-1)(J—1);1—a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher & J — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

9.6.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniére similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.

Ainsi si nous ne souhaitons comparer que deux niveaux d’'un méme des deux facteurs,
ici par exemple deux niveaux du facteur A, nous pourrons utiliser la valeur critique

«

V2 =D - 1)1 - 3)
a la place de
q(l,(I =1)(J =1);1 - )

out((I—1)(J—1);1—a/2) est le 100(1 —«/2) quantile de la loi de Student & (I —1)(J—1)
degrés de liberté.
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Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons nous pourrons utiliser
la valeur critique

V2 H((I —1)(J —1);1— %)

a la place de
q(I,(I=1)(J = 1);1—-a)

out((/—-1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (I —1)(J —1)
degrés de liberté.

9.7. Deux facteurs avec répétitions

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes|[9.1] et dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs avec interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe ou du paragraphe en fonction
de la situation considérée. La différence fondamentale entre ces deux situations résidant
dans le fait que pour la premiére, deux facteurs a effets fixes, nous utiliserons le carré
moyen résiduel s% dans les statistiques de test tandis que dans la seconde, un facteur
a effets fixes et un facteur a effets aléatoires, nous utiliserons le carré moyen
associé au terme de l’interaction s dans les statistiques de test.

9.7.1. Contrastes
Modeéle a effets fixes
Dans le cas d'un modele ou les deux facteurs sont a effets fixes, ¢’est-a-dire le cas envisagé

au paragraphe[3.1.2] il peut étre intéressant, en fonction de la significativité des différents
tests auxquels nous avons procédé, d’étudier les constrastes exposés ci-dessous.

9{8/ : (045)1,1 = (045)1,2 == (Oéﬁ)l,J = ((Jéﬁ>2,1 == (Oéﬁ)I,J =0

contre

117

H, : 1 existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af3)i,.4, # 0.

Si nous rejetons I’hypothése nulle 3, il peut étre intéressant de comparer entre elles les
réponses moyennes dans chacun des couples de modalités A; et B;. Les contrastes Lap
qui permettent de comparer les moyennes de la réponse ; ; = p + a; + 3; + (af);; dans
deux différentes configurations expérimentales modalité ¢ du facteur A et modalité j du
facteur B contre modalité i du facteur A et modalité j° du facteur B sont :

Lap = pij — py -
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Une estimation sans biais de L p est donnée par :

—_

Lap(Y) = Yije — Yi' j' e

Si nous ne pouvons rejeter I’hypothése nulle Z}Cg/ il peut étre intéressant de comparer entre
elles les réponses moyennes dans chacune des modalités A; ou dans chacune des modalités
B] .

Les contrastes mettent en jeu des moyennes associées soit au premier facteur A soit au
second facteur B. Il y a ainsi deux types de contrastes :

L=l + oy + -+ oy,
L' =164 L6+ -+ 1,0,

avec S0 Li=0et Y7 15 =0.

j=1"J
. . . I
Des estimateurs sans biais de L et L sont alors :

) &

= lhog + lhag + -+ + lag,

L' =01+ LB+ -+ 1,5
Ainsi des estimations sans biais de L et L' s’écrivent :

(Y) = lYr00 +2Y200+ -+ 11Ylee,

) o

L/ (y) - l/lyo,l,o + l;yo,Q,o + -+ lj]yo,J,o-

Modéle a effets mixtes

Dans le cas d’un modeéle mixte, c¢’est-a-dire le cas envisagé au paragraphe [3.3.2] il peut
étre intéressant, en fonction de la significativité du test de 'effet du facteur a effets fixes,
d’étudier les constrastes du type :

L:l1061+l2062+"’+l]@[,

I
avec » ., l; =0.
Un estimateur sans biais de L est alors :
L= llOél + ZQOCQ + - —|—l[Oq.
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :

Z(y> = 112/1,.,. + l2y2,o,o + -+ l[y[,o,o-

9.7.2. Meéthode de Tukey
Modéle a effets fixes

L 4p est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; ;o = Yy nous

avons .

./ 3
] 5@

=)
&

zq(I 1K =1);1 = a),

==t
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ouq(IJ,IJ(K —1);1 —«) est le 100(1 — a) quantile de la loi de ’étendue Studentisée a
I1J et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence
de différence entre L4p et 0 au seuil .

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en [ et IJ(K — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)
2 (1<
\/ J—;} <§ ; |li|>

ouq(I,IJ(K —1);1— ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a I
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

>q(I,1J(K —-1);1—a).

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets
fixes, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et
nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en J et
IJ(K —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil o si :

-~

L'(y)

52 1 J
_R — /,
()

> g(JTJ(K ~ 1)1 - a).

ou q(J,IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a J
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

Modéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s2 5 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en [ et (I —1)(J — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)
[s%5 (1 !

ouq(l,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Iet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I'hypothése d’absence
de différence entre L et 0 au seuil a.

2 q(,(I =1)(J = 1);1 - a).
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9.7.3. Meéthode de Scheffé

Modéle a effets fixes

L ap est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; jo = y; i ,, DOUS
avons :

L(y)

252
IJ—1)=Ek
(17— 1=

> /F(IJ—1,1J(K —1);1—a),

ou F(IJ—1,1J(K —1);1 — ) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I.J — 1
et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L5 et 0 au seuil «.

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et [J(K —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y) > VFI-LIJ(K —1)1—a),

(] - 1)3% 2
JK Zli

=1

ou F(I — 1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de dif-
férence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets fixes,
nous utilisons l'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en J — 1 et [J(K —1).
Nous décidons que le contraste L' est significativement différent de 0 au seuil o si :

) > /F(J—1,1J(K —1);1 - a),

ou F(J —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

Modéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-

sons 'estimation s? 5 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
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le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et (I —1)(J —1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)
(] - 1)3513 ! 2
JK le

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1 — ) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a I et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

>F(I—1,(I-1)(J-1);1—a).

9.7.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniere similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.

Modéle a effets fixes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

I
4 | Sk 2
HIJ(K =151 = )| (le>

a la place de

g(I,TT(K —1);1— a)\/j—;} (%Z |zi|>

ou t(IJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)
degrés de liberté.

. . 7 . . / . ./
Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k& de comparaisons de contrastes associés
au facteur B nous pourrons utiliser la valeur critique

J
Q| SR 2
HIJ(K =151 = 5 0) | T (;z])

a la place de
3%{ 1<
IJ(K —1);1—a)\/ —E ;
Q<J7 J( )7 O{) _[K 2j:1 ’l]‘
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out(IJ(K —1);1— 2%{,) est le 100(1 — 2%{,) quantile de la loi de Student a [J(K — 1)
degrés de liberté.

Modéle a effets mixtes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini kK de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

H(T =) =151 = o), | A2 (ZP)

q(L, I =1)(J = 1);1 - \/SAB< ZI \)

out((I—-1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a (I —1)(J —1)
degrés de liberté.

a la place de

Ainsi dans le cas de comparaisons deux a deux des effets des modalités du facteur A a
effets fixes la valeur critique que nous utiliserons avec la procédure de Bonferroni est :

2

V2 (I = 1)(J = 1): L=\ T8

ot t((I—1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (1 — 1)(J — 1)
degrés de liberté.

9.7.5. Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a
deux

Dans les deux situations, effets fixes ou mixtes, nous pouvons utiliser la procédure de
Tukey en remplacant le nombre de répétitions K par la moyenne harmonique K; du
nombre de répétitions K; et K effectuées dans chacune des deux conditions dont nous
souhaitons comparer les effets. Nous rappelons ’expression de K, :

1
L(1 1
2\ K, K,

9.8. Deux facteurs emboités

K, =

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] [9.2] et [9.3| dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
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a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs sans interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencgons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [4.1.1] ou du paragraphe [4.3.1] en fonction
de la situation considérée. La différence fondamentale entre ces deux situations résidant
dans le fait que pour la premiéere, deux facteurs a effets fixes, nous utiliserons le carré
moyen résiduel s% dans les statistiques de test tandis que dans la seconde, un facteur
a effets fixes et un facteur a effets aléatoires, nous utiliserons le carré moyen
associé au terme emboité SQB| , dans les statistiques de test.

9.8.1. Contrastes
Modéle a effets fixes

Dans le cas d'un modele ou les deux facteurs sont a effets fixes, c’est-a-dire le cas envisagé
au paragraphe|3.1.2] il peut étre intéressant, en fonction de la significativité des différents
tests auxquels nous avons procédé, d’étudier les constrastes exposés ci-dessous.

Le contraste met en jeu des moyennes associées au premier facteur A.
L =lioq + oy + -+ l1ay,

avec S.1_, 1; = 0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

-~

L=lhog+ Loy + -+ Lo
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :
L(y) =liY1e0 + l2Y200+ -+ 1Yl 0e.

Le contraste met en jeu des moyennes associées au second facteur B emboité dans le
premier facteur A.

L = lll(l)ﬁl(l) + 5,2(1)51(1) +-e lj]([)ﬁ]([)a

I J
avec » ., ijl Liy = 0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

—

L'= l1(1)51(1) + 52(1)52(1) +o T+ lJ(I)BJ(I)'
Ainsi une estimation sans biais de L' s’écrit :

~

L'(y) = l/1(1)yl,1,- + l;(l)y2,1,o + -+ lz;(z)yJ,I,..

Modéle a effets mixtes
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Dans le cas d’'un modeéle mixte, c’est-a-dire le cas envisagé au paragraphe [3.3.2] il peut
étre intéressant, en fonction de la significativité du test de 'effet du facteur a effets fixes,
d’étudier les constrastes du type :

L:l1&1+l2a2+"’+l1&[,

avec Y21 1; = 0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

-~

L =lior + lhag + -+ lray.
. . . . .« . 4 , .
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :

E(y) =lYiee T 12200+ -+ 1[Ylee-

9.8.2. Meéthode de Tukey
Modéle a effets fixes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons 'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en [ et I.J(K — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)
st (1 !
V 7r (5 ; |li|)

ouq(I,IJ(K —1);1— ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a I
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

>q(LIJ(K—1);1—a).

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées aux niveaux du facteur B
pour un niveau i du facteur A fixé, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modeéle
incluant les deux facteurs et nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de
I'étendue Studentisées en J et IJ(K —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)
2 (1<,
VRl

ou q(J, IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — o) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a J
et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil o.

> q(J,IJ(K —1);1—a).

Modéle a effets mixtes
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Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous
utilisons 'estimation 523| 4 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de I'étendue Studentisées en [ et
I(J—1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y) > g(1LI(J —1);1—a).

P (5

ou q(I,I(J —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I"étendue Studentisée a
I et I(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil «.

9.8.3. Meéthode de Scheffé
Modéle a effets fixes

L ap est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; jo = y; i o, DOUS
avons :

L(y)

252
IJ—1)=£
(17— 1=

> /F(IJ—1,1J(K —1);1—a),

ou F(IJ—1,1J(K —1);1 — «) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I.J — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L g et 0 au seuil .

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et IJ(K — 1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y) > VFI-1LIJ(K —1:1—a),

(I —1)sh 2
T

i=1

ou F(I — 1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothése d’absence de dif-
férence entre L et 0 au seuil a.

A . / . ./ .
De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées aux niveaux du facteur B
pour un niveau i du facteur A fix¢, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modeéle
incluant les deux facteurs et nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de
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Fisher en J — 1 et IJ(K —1).
Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L
) > VF(J-LIJK —1);1—-a),
(J — sk 2
2L
ou FI(J—1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1

et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

=

Modeéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous
utilisons 'estimation SQB| 4 calculée pour le modéle incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et I(J — 1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

~

L
W) > F(I—1,I(J - 1);1—a).
JK &

ou F(I —1,1(J —1);1—«a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I et I(J — 1)
degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I'hypothése d’absence de différence entre
L et 0 au seuil a.

9.8.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniére similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.

Modéle a effets fixes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

tIJ(K —1);1 — — (Z 12>

a la place de
sy (1 !
¢ IJ(E = 1)1 —a)\f 5 5221 |Li]
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ou t(IJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)
degrés de liberté.

. . 7 . . ’ . ./
Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons de contrastes associés
aux niveaux du facteur B pour un niveau 7 du facteur A fixé nous pourrons utiliser la

valeur critique
9 J
SR l’ 2
K Z J
j=1

3 J
(13K ~ 11— a)y [ (%Zw)

quantile de la loi de Student a I.J(K — 1)

a la place de

out(IJ(K —1);1—
degrés de liberté.

« «
— le 100(1 — —
Qk') est le 100( 2k')

Modéle a effets mixtes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k& de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

HI(J —1);1— 2k: B'A (Z l2>

g(1,1(J = 1);1 = a)y/ BA( Z| |>

%) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a I(J — 1) degrés

a la place de

out(I(J—1);1—
de liberté.

Ainsi dans le cas de comparaisons deux a deux des effets des modalités du facteur A a
effets fixes la valeur critique que nous utiliserons avec la procédure de Bonferroni est :

2
Q SB|A
2t(1(J—1);1— —)\ —
\/_((J ) Zk) JK

out(I(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a I(J — 1) degrés
de liberté.
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Chapitre 9. Comparaisons multiples

9.8.5. Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a
deux

Dans les deux situations, effets fixes ou mixtes, nous pouvons utiliser la procédure de

Tukey en remplacant le nombre de répétitions K par la moyenne harmonique K du

nombre de répétitions K; et K, effectuées dans chacune des deux conditions dont nous
souhaitons comparer les effets. Nous rappelons ’expression de K, :

1

(L 1Y
2\ K, " K,

Ky =
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Chapitre 10

Puissance des tests de ’analyse de la
variance

Les moyens de calculs désormais a la disposition de I'expérimentateur permettent de calcu-
ler directement, c’est-a-dire sans avoir a recourir a une table ou a un abaque, la puissance
des tests, dits F', de 'analyse de la variance. Si nécessaire, nous renvoyons le lecteur a
I'ouvrage [Dag98b] pour consulter la plupart des tables ou abaques servant au calcul de
la puissance d’un test dans un tableau d’analyse de la variance.

La puissance d’un test est une fonction complexe des différents parametres de ce test.

Nous soulignons certaines relations qu’il faut toujours avoir a l’esprit :

e Les erreurs de premiere espece et de deuxieme espece sont antagonistes, c¢’est-a-dire
qu’elles évoluent en sens contraire. Si les autres parametres du test sont fixés, plus nous
diminuons le risque de commettre une erreur de premiere espece, plus nous augmentons
celui de commettre une erreur de deuxieme espece et réciproquement plus nous dimi-
nuons le risque de commettre une erreur de deuxiéme espéce, plus nous augmentons
celui de commettre une erreur de premiere espece.

e Plus les effets du facteur sont marqués, soit en terme d’amplitude des écarts entre
les modalités d’un facteur a effets fixes ou soit en terme de dispersion des effets des
modalités d'un facteur a effets aléatoires, plus la puissance est grande.

e Plus la dispersion de I'erreur est faible, plus la puissance est grande.

e Plus le nombre de répétitions effectuées pour une modalité du facteur est important
plus la puissance est grande.

Parmi tous les parameétres ci-dessous, le seuil du test o étant fixé, il n’est possible pour
Iexpérimentateur que d’agir sur le nombre de répétitions effectuées pour une modalité
du facteur. C’est pourquoi I'expérimentateur a un intérét particulier a bien choisir ce
parametre lorsqu’il élabore le protocole expérimental dont il va servir s’il souhaite garantir
un niveau de puissance correct pour les tests qu’il va réaliser.



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

10.1. Analyse de la variance a un facteur

10.1.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe Nous nous intéressons a la puissance
1—(, ou [ est le risque de commettre une erreur de deuxiéme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

%0:(11:012:"':01[:0‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 3 est donnée par la formule suivante :
1-B=P [F/(]— LI(J = 1)) > F(I—1,1(J — 1);1—a)] ,

ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1); \) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher non-centrale & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté et de parameétre de non-centralité
A. Ce parameétre de non-centralité \ vaut :

J 1

- 202 4

=1

V)

=)

Lorsque nous utilisons une loi de Fisher non centrale a v; et vy degrés de liberté et de
parametre de non-centralité A, nous introduisons souvent le parametre de non-centralité
normalisé ¢ défini par :

2\
o=

’U1—|—1'

Nous obtenons ainsi dans notre situation :

¢

Si le nombre de répétitions n; effectué pour chaque modalité A; du facteur A n’est pas
constant, c’est-a-dire si le plan expérimental n’est pas équilibré, le parametre de non-
centralité A devient :
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10.1 Analyse de la variance a un facteur

Le parametre de non-centralité normalisé ¢ est alors :

Nous constatons que la puissance évolue bien comme indiqué au début de cette lorsque
a;, 1 <1< I, I,n;, 1 <1< 1,0 et avarient.

Puissance a posteriori

Nous obtenons la puissance a posteriori du test de I’absence d’effet du facteur A en
remplacant dans la formule appropriée ci-dessus. Le choix se fait en fonction du fait que
le plan expérimental est équilibré ou non, les valeurs des parametres par les estimations
que nous avons obtenues en réalisant I’analyse de la variance. Généralement nous consi-
dérons qu’'une puissance de 0,8 est satisfaisante et qu’alors la décision de ne pas rejeter
I’hypothese nulle Hy est « vraiment » associée a 1’absence d’effet du facteur considéré.

Détermination du nombre de répétitions

Une autre approche, celle développée lorsque nous faisons de la planification expérimen-
tale, serait de déterminer a priori le nombre de répétitions J nécessaires pour obtenir
une valeur de puissance du test supérieure a un niveau fixé a 'avance. L’intérét de cette
démarche réside dans le fait que nous ne connaissons pas a priori si le test que nous allons
réaliser une fois que les expériences ont été réalisées sera significatif ou non a un seuil
a % fixé a I'avance. Le fait de ne pas rejeter ’hypothése nulle en ayant un risque élevé de
commettre une erreur de deuxieéme rendrait cette décision tres peu fiable et ne permettrait
pas de conclure avec une confiance suffisante a ’absence d'un effet du facteur étudié sur
la réponse. C’est pourquoi dans de nombreux domaines comme les études cliniques, ou
les expériences peuvent durer plusieurs années, il est primordial de s’assurer que si une
différence existe il y aura un faible risque de ne pas la mettre en évidence. Généralement
nous considérons qu’une puissance de 0,8 est satisfaisante ; dans certains cas nous visons
méme une puissance de 0,9.

Nous pouvons utiliser directement la formule ci-dessus pour déterminer le nombre de ré-
pétitions nécessaires a l'obtention d’un valeur minimale de puissance. Il faut néanmoins
avoir une idée de la valeur minimale que peut prendre la somme Zle n;a? et la valeur
maximale que peut avoir o2. Ces valeurs doivent étre déterminées par un expert du do-
maine considéré.

Détermination du nombre de répétitions a 1’aide de la plus petite différence
détectable

Dans ce type d’étude prospective, la situation est compliquée par le fait qu’il est difficile
d’évaluer le terme Zi]:l a?. Nous introduisons alors le concept de plus petite différence
détectable A, ce qui revient a évaluer le sensibilité du test en terme d’amplitude entre les
effets des différents niveaux du facteur étudié. Ainsi nous chercherons a ce que la proba-
bilité de détecter une amplitude |a; — ay;| entre les effets a; et a; de deux modalités A; et
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Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

A; différentes du facteur étudié strictement supérieure a A soit élevée.

Ainsi pour faire le calcul de la puissance nous nous plagons dans le pire des cas, c’est-a-
dire celui pour lequel tous les effets sont nuls sauf deux «;, et o, pour lesquels il existe
un écart en valeur absolue égal a A. Alors |a;,| = |a;,| = A/2. Nous obtenons alors :

J
L (et a2)

- Z((3)+(3))

40?

Nous utilisons la formule ci-dessus pour déterminer les valeurs de J pour lesquelles la
puissance 1 — (3 est supérieure a une valeur 1 — 3, fixée a 'avance, généralement 0,8 soit
80 %. Remarquons que 1a encore il est nécessaire de connaitre o ou au moins d’avoir une
idée précise de la valeur de ce parameétre ce qui n’est malheureusement généralement pas
le cas. Dans cette situation nous considérons plutét le parameétre de sensibilité A/o a la
place de A.

10.1.2. Modéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe Nous nous intéressons a la puissance
1— /3, ou [ est le risque de commettre une erreur de deuxieme espece, du test ' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

j‘(g . 0'124 =0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — [ est donnée par la formule suivante :

F(I-1,1(J—-1);1—a)
o ’
1+J-=2
o

1-B8=P|FI-1,I(J-1)) >

ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J —1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher
al—1etI(J—1) degrés de liberté.

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposés
au paragraphe [10.1.1} est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.
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10.2 Analyse de la variance a deux facteurs sans interaction

Puissance a posteriori

Nous obtenons alors la puissance a posteriori du test de I'absence d’effet du facteur
A en remplacant dans la formule appropriée ci-dessus, le choix se fait en fonction du
fait que le plan expérimental est équilibré ou non, les valeurs parametres par les estima-
tions que nous avons obtenues en réalisant ’analyse de la variance. Généralement nous
considérons qu’une puissance de 0,8 est satisfaisante et qu’alors la décision de ne pas re-
jeter I’hypothese nulle Hy est « vraiment » associée a I’absence d’effet du facteur considéré.

10.2. Analyse de la variance a deux facteurs sans in-
teraction

Les idées développées dans la section [10.1] précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de 'analyse de la variance.

10.2.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe |3.1.1|

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

J‘CoiOq:OJQI"':Oé]:O‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :
1=Ba=P|F(I—-1,(I-1)(J—=1);64)>FI—1,(I-1)(J—1);1-a)],
ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et

(I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,(1 —1)(J — 1); ¢4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
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parametre de non-centralité normalisé ¢4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Bz, ou (g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho:p=Pa=--=p5=0]
contre

Hy - 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que f3;, # 0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :
1= 0p=P|F(J=1,(I-1)(J=1);¢p) > F(J -~ 1.(I - 1)(J = 1)1 - a)|,

ou F(J—1,(I—-1)(J—1);1—a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher & J — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1); ¢5) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale & J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢p
vaut :

10.2.2. Modéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe3.2.1]. Nous nous intéressons a la puissance
1—04, ot B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espéece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
H; : 0% #0.

Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :

1—-Ba=P F(I—l,([_l)(J_l))>F(I—l,([—l)(J2_1);1_a> |

1474
o

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F/(I —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — (g, ou (g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese
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Ho:0%=0
contre
Hy 0% #0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

F(T—1,(I-1)(J—1);1-a)
ox ’
1+1-2
g

1-Bg=P|F(J—1,(I-1)(J—1)) >

ou F(J—1,(I —1)(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [3.2.1] est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur une
loi de Fisher non-centrale.

10.2.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe3.3.1l Nous nous intéressons a la puissance
1—04, ot B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espéce, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

’5‘(0:041:(12:---:@120‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P|F(I—-1,I-1)(J—1);¢a)>F(I—1,(I-1)(J—1);1—0a)|,

ou F(I —1,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F' (I —1,1(J—1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho:0%5=0
contre
Hy : 0% #0.
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Cette puissance 1 — (g est donnée par la formule suivante :

=By =P [P -1,(I- 1) 1)) > L =LUT=DU =il =a))

14172
o

ou F(J—1,(I —1)(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

Les puissances des tests sont donc identiques a celles ou le facteur a effets fixes seraient
avec un autre facteur a effets fixes et le facteur a effets aléatoires serait avec un autre
facteur a effets aléatoires.

10.3. Analyse de la variance a deux facteurs avec in-
teraction

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposeées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiére espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.

10.3.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [3.1.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

’J'Co:oclzoz2:~~:oz1:0‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P|F(I-1,IJ(K—-1);¢4)>FI—-1,1J(K—-1);1—a)|,

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1); 1) est une variable aléatoire qui suit
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10.3 Analyse de la variance a deux facteurs avec interaction

une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parameétre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Gz, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test [ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

’5{0351:52:"':@]:0‘
contre

H; : Il existe jo € {1,2,...,J} tel que f3;, # 0.

Cette puissance 1 — (Gp est donnée par la formule suivante :
1-Bg=P|F(J-1,1J(K—-1);¢5) > F(J—1,IJ(K —1);1—a)|,

ou FI(J—1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a J — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,1J(K —1); ¢) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parameétre de
non-centralité normalisé ¢p. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢p vaut :

KJ
TZ

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G45, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : (@f)ig=(aB)ip="=(aB)s = (aB)21 =" = (aB)15 =

contre

Hy @ 11 existe (ig,jo) c {1,2, Cee ]} X {1,2, RN J} tel que (Oéﬁ)io,jo 7é 0.

Cette puissance 1 — G4p5 est donnée par la formule suivante :
L~ fap =B [F/(1 = 1)(J = 1), LI(K = 1):6a5) > F((I = (T = 1. LI(K ~1):1 - a)]

ou F(I—-1)(J—1),IJ(K —1);1—«) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a
(I —1)(J—1) et IJ(K —1) degrés de liberté et I ((I —1)(J —1),IJ(K —1); pap) est une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-
centralité normalisé ¢ 4p vaut :
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10.3.2. Modéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [3.2.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (54 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :

F(I-1,(I-1)(J=1);1-aq)

o
1+ JK—-A4
* o2+ Ko’p

1 - Ba=P|F(I—1,(I-1)(J—1))>

ou F(I—1,(I—1)(J—1);1—«) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a (I —1) et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F/(I —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher & I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — (g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho:0%5=0
contre
H, : 0% #0.

Cette puissance 1 — (Gp est donnée par la formule suivante :

1-0p=P F(J—l,(j_l)(J_1)>>F(J—l,([—l)(J2—1);1_a> |

o
1+ IK—58
* o+ Ko?

ou FI(J—1,(1 —1)(J —1);1 — ) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I — 1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

H, : 045 #0.
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10.3 Analyse de la variance a deux facteurs avec interaction

Cette puissance 1 — B45 est donnée par la formule suivante :

F((I—1)(J —1),[J(K — 1);1 - a)

1= ap =P | P((I = 1)(J = 1), LJ(K — 1)) > 2
14 K248
o
ou F(I—-1)(J—1),IJ(K —1);1— «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I —1)(J—1)et IJ(K — 1) degrés de liberté et F((I —1)(J —1),IJ(K — 1)) est une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et [J(K —1) degrés de liberté.

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur une
loi de Fisher non-centrale.

10.3.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe |3.3.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 34, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxiéme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

J‘Coialz&gz"':&jzo‘

contre

H;y : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :
1=Ba=P|F(I=1,(I=1)(J=1);¢a) > FI =1,(I =1)(J = 1);1 = )|,

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J—1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de parameétre
de non-centralité normalisé ¢4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

JEKY o

ba = ——
I(0? + Kojp)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho: 0% =0
contre
Hy : 0% #0.
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Cette puissance 1 — (g est donnée par la formule suivante :

1-08p=P|F(J-1,1J(K—-1))> F<J_1>I‘](K—21);1—a) |

o
1+ IK—5
* 02+ Ko

ou F(J—1,IJ(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1) et
IJ(K —1) degrés de liberté et F(J —1,1J(K — 1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher & J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 045 =0

contre

Cette puissance 1 — B4p5 est donnée par la formule suivante :

1—Bap=P|F((I-1)(J—-1),1J(K—-1)) > F((I_1)(J—1),IJ2(K—1);1—Q) |

1+KUA;QB
g

ou F(I—-1)(J—1),IJ(K —1);1—«) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a
(I —1)(J—1)et IJ(K — 1) degrés de liberté et F((I —1)(J —1),IJ(K — 1)) est une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et I.J(K —1) degrés de liberté.

Les puissances des tests sont donc identiques a celles ou le facteur a effets fixes serait avec
un autre facteur a effets fixes, le facteur a effets aléatoires serait avec un autre facteur a
effets aléatoires et l'interaction dans un modele ou les deux facteurs seraient aléatoires.

10.4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — (3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiére espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe [1.3| pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.
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10.4 Analyse de la variance a deux facteurs emboités

10.4.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [4.1.1 Nous nous intéressons a la puissance
1—04, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espéce, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

J‘CoiOq:O./Q:"':Oé]:O‘

contre

Hy : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P|F(I-11J(K-1);¢s) > F(I -1, IJ(K - 1);1-a)|,

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1); ¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parameétre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), oul Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

contre

Hy : 1l existe (do, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,..., J} tel que B,y # 0.

Cette puissance 1 — Bp(4) est donnée par la formule suivante :

/

1—0Bpa="P [F (I(J=1),IJ(K = 1);¢pwy) > FU(J -1),I1J(K -1);1-a)|,

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(.J — 1)
et IJ(K —1) degrés de liberté et F' (I(J — 1), IJ(K —1); ¢p(a)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
¢B(A) vaut :

1 J

KY > B

i=1 j=1

ona) = 7 I(J-1)+1"
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10.4.2. Modéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [4.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho:04=0
contre
Hy : 04 #0.

Cette puissance 1 — (G4 est donnée par la formule suivante :

F(I-1,1(J —1);1—a)
2 9

o
1+ JK—24
+ 02+KJ]23|A

1—Ba=P|FI—-1,1(J-1))>

ou F(I —1,1(J —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et
I(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberteé.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), oul Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

5{0:0]25|A:0

contre

J{I:J%M#O.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

F(I(J —1),IJ(K — 1);1 —a)

2
0BlA
0—2

L~ Bpe = P | F(I(J — 1), TJ(K — 1)) >
1+ K

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J — 1), IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.

10.4.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe 4.3.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese
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10.5 Analyse de la variance a trois facteurs sans interaction

J‘C()ZOél:O./Q:"':Oé]:O‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :
1—Ba=P|F(I—-1,1(J—=1);¢4)>FI —-1,1(J —1);:1—0a)],

ou F(I—1,I(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J—1)

degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1);¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de

Fisher non-centrale a I —1 et I(J —1) degrés de liberté et de parameétre de non-centralité
normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKY o}
=1

$a =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), oul Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

5{0:0%“:0

contre

f}Cl:UJQ__glA;éO.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

FOI(J —1),1J(K —1);1—a)

2
OBlA
0-2

L~ Bpy = B | FI(] — 1), LI(K — 1)) >
1+ K

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(.J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F'(I(J —1),1J(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher & I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.

10.5. Analyse de la variance a trois facteurs sans in-
teraction

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposeées ci-dessous.
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La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiére espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.

10.5.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.1.1]

Pour des problemes de concision nous ne présenterons que la puissance d’un type de test,
effet principal, interaction d’ordre 1, interaction d’ordre 2, les valeurs de puissance asso-
ciées aux tests restants s’en déduisant en remplacant les quantités associées aux facteurs
mis en jeu par celles associées aux facteurs pour lesquels nous voulons calculer la puissance
du test.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

H01a1:a2:-~-:a120‘

contre

Hy - lexiste 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1=Fa=P [F/(Vl’V%QSA) > F(vi,v9;1 — Oé)] )

oty =I—-letwvy=I-1)J—-1)(K-1),FI-1,I-1)—-1)(K-1);1—-a)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de
liberté et F'(I —1,(I —1)(J — 1)(K — 1);4) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher non-centrale & I — 1 et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté et de parameétre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce paramétre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou G4p est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: (af)i1 = (af)iz == (af)s = (aB)21 == (aB)r; =0
contre

Hy @ 1 existe (io,jo) S {]., 2,..., ]} X {]_, 2,..., J} tel que (Ozﬁ)mm 7é 0.
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10.5 Analyse de la variance a trois facteurs sans interaction

Cette puissance 1 — B45 est donnée par la formule suivante :
l—fap =P [F,<V17V2§ dap) > F(v1,v1 =),

ouvy=[—-1)(J=1)etvpo=T-1)(J-1)(K-1), F(U-1)(J—=1),(I=1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I—1)(J —1)(K —1); ¢ap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 4p vaut :

1 J

KZZ(aﬂ)?j

i=1 j=1

(I-1)(J-1)+1

Pap = —

10.5.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 34, ou 34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 04 =0
contre
Hy : 0% #0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(Vl,l/z; 1-— Oé)
W
02+ Ko’p

1—ﬁA:]P) F(I/l,l/2>>

1+ JK
ouvy=1—1et

(s4p + Shc — 3%2)2
(s8)° (s%c)° N (s3)°

I-nHJ-1) ({(I-1)(K-1) ({I-1)(J-1)(K-1)

Vo =

F(I —1,v5;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,15) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I — 1 et vs
degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese
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Ho: 045 =0
contre

H, : 045 #0.

Cette puissance 1 — (G4 est donnée par la formule suivante :

F(vi,v9;1 — )

1—Bap =P |F(n,1n) > 5
R
ouvy=[—-1)(J-1)etvo=UT-1)(J-1)(K—-1), F(U-1)(J—1),(I=1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté et F'((I —1)(J —1), (I —1)(J —1)(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposés

au paragraphe [10.5.1} est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

10.5.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.3.1]

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes, A et B, et un facteur C est a
effets aléatoires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

iHo:al:aQ:-n:oq:O‘

contre

H;y : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — (G4 est donnée par la formule suivante :
L= Ba =P [F(I=1,(I = )(K = 1);¢a) > F(I - 1,(I - )(K = 1); 1 - a)|]

ou F(I —1,(/ —1)(K —1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(K —1) degrés de liberté et F' (I —1,(I —1)(K —1);¢4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢,. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

I
JKZ o?
i=1

NI+ It
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10.5 Analyse de la variance a trois facteurs sans interaction

Nous nous intéressons a la puissance 1 — (¢, ou (¢ est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho: 02 =0
contre
Hy :0f #0.

Cette puissance 1 — (B¢ est donnée par la formule suivante :

FIK-1,I-1)(J-1)(K-1);1 -«
1o}

2

1—Go=P |F(K—1,(I-1)(J —1)(K —1)) >

1+
o

ou F(K—-1,(I -1)(J—1)(K —1);1—«) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a
K—Tlet(I—-1)(J—1)(K—1) degrés de liberté et F(K —1,(I—1)(J—1)(K —1)) est une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & K —1 et (I—1)(J—1)(K —1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : (045)1,1 = (065)1,2 == (aﬁ)l,J = (045)2,1 == (Oéﬁ)l,J =0
contre

Hy : Il existe (do, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — B45 est donnée par la formule suivante :
l—fap =P [F/<V1> vy pap) > F(vi, v 1 — o),

outvy=IT—-1)(J—-1etwv,=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I —=1)(J —1)(K —1); pap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4p. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

1 J
KD

(af)? i
1= 1

J=

1 1
P = NT- DD+

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4c, ou Bac est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

%0:0-1240:0

contre

Hy : o4o #0.
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Cette puissance 1 — B4¢ est donnée par la formule suivante :

F ;1 —
1 — 6AC — P F(Vl,VQ) > (V17V27 . OZ) ’

1+JUA;QC
g

ouvy=I-1)(K-1etvy=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(K—-1),(I-1)(J—1)(K —
1);1—a) est le 100(1—a) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(K—1) et (I—-1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I — 1)(K —1),( — 1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I — 1)(K —1) et ({ —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

}601@12062:"':@[:0‘

contre

H; : I existe ig € {1,2,...,1} tel que o, # 0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :

1—-04="P [F/(Vl,VmﬁbA) > F(v, 1951 — Oé)] ;

ouvy =1—1et
! (s%p + *;,240 - 3%%)2 i
R
I-HJ-1) ({(I-1)(K-1) ({I-1)J-1)(K-1)

F(I —1,v5;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,15) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale &
I—1 et vy degrés de liberté et de parameétre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre
de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Vo =

I
JKY o}
1 =1

4= To?+ Ko2, + Jo%,

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho:0%5=0
contre
Hy : 0% #0.
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10.6 Analyse de la variance a trois facteurs avec interaction

Cette puissance 1 — Bp est donnée par la formule suivante :

F(J-1,(J-1)(K—-1);1—-«)
IKo% ’
o+ ok,

1-Bp=P|F(J—1,(J-1)(K—-1)) >

1+

ou F(J—1,(J —1)(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et (J —1)(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,(J —1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4p, ou Gap est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — 345 est donnée par la formule suivante :

F 1 —
1— ﬁAB —P F(V17V2) > (V17V2; Oé)

2 Y
R
ouvy=I—-1)(J-1)etvpo=T-1)(J-1)(K—-1), F(I-1)(J—=1),(I=1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I —1)(J —1),(I —1)(J —1)(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

10.6. Analyse de la variance a trois facteurs avec in-
teraction

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiére espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.
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10.6.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.1.2]

Pour des problemes de concision nous ne présenterons que la puissance d’un type de test,
effet principal, interaction d’ordre 1, interaction d’ordre 2, les valeurs de puissance asso-
ciées aux tests restants s’en déduisant en remplacant les quantités associées aux facteurs
mis en jeu par celles associées aux facteurs pour lesquels nous voulons calculer la puissance
du test.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

J'Co:ocl:ozgz--':ozlzo‘

contre

H;y : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1—-pB4=P |:F/(V1,V2;¢A) > F(vy,v9;1 — oz)] ,

ouvy=I—-letvy=I1JK(L—-1), F(I-1,IJK(L—-1);1—«) est le 100(1 — «) quantile
de la loi de Fisher & I —1 et IJK (L —1) degrés de liberté et F' (I —1,IJK(L—1);$4) est
une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et IJK (L — 1) degrés
de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢4 vaut :

I
o
i=1

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4p5, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : (aﬁ)l,l = (045)1,2 == (Oéﬁ)l,J = (045)2,1 == (045)1,J =0
contre

H, : Il existe (i, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — (G4p5 est donnée par la formule suivante :
l—fap =P [FI(V17V2§¢AB) > F(v, vl —a)l,
ouwvy=I—-1)(J—-1)etwvy=IJK(L-1), F(I—-1)(J—=1),IJK(L —1);1— «) est

le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1)(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F'((I —1)(J — 1), IJK(L — 1); ¢4p) est une variable aléatoire qui suit une loi
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de Fisher non-centrale a (I —1)(J — 1) et IJK (L — 1) degrés de liberté et de parameétre
de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢ 45 vaut :

I J
KLZZaﬁ )

=1 j=

1
P = NT- DD+

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Bapc, ou Bapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho - (0457)1,1,1 = (a57)1,1,2 == (0457)1,1,1( = (@ﬁ7)2,1,1 == (0457)1,J,K =0

contre
:H:l . 3 (io,jg,ko) - {1,2,,]} X {1,27,J} X {1,2,,K} | (0457)2‘0,]‘0,% 7&0

Cette puissance 1 — f4pc est donnée par la formule suivante :

1 —Bapc="P [F,(V17V2;¢ABC) > F(vy, 09,1 — Oé)] ;

ouvy =[-1)(J-1)(K-1)etv, =IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K—-1),IJK(L-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K — 1), IJK(L — 1); ¢apc) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher non-centrale a (I — 1)(J — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4pc. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ opc vaut :

10.6.2. Modéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.2.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 34, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho:05=0
contre
Hy : 0% #0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniére approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 — )
JK Lo? ’
0%+ Lo go + KLo% g + JLo%

1—0Ba=P|F(v,1n) >
1+
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ouvy =1—1et
(s%5 + she — 5?430)2
(s%5)° (%) (s%5c)’ ’
T-—)J-0 U-DE=-D I=DJ=-D(k=1

F(I —1,v5;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,15) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & I — 1 et 15
degrés de liberté.

Vo =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho: 0545 =0
contre
Hy : o4y #0.

Cette puissance 1 — G4 est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 — )
KLo%, ’
0%+ Lo’ 50
ouvy=[—-1)(J=1)etvpo=T-1)(J-1)(K—-1), F(U-1)(J—1),(I=1)(J—=1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F/((I —1)(J—1),(/ —1)(J —1)(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

1—Buap=P F(Vl,V2)>

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Bapc, ou Bapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.42 —

contre
Hy : 045 # 0.

Cette puissance 1 — G4p¢ est donnée par la formule suivante :

F(v1,v;1 — «)

1 —Bapc =P | F(v1,10) > =

ABC
1+ L7
oury = (I-1)(J-1)(K-1)etvy =I1JK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L—1);1—a)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté.

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [10.6.1} est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.
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10.6.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.3.2]

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes, A et B, et un facteur C est a
effets aléatoires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (4 est le risque de commettre une erreur
de deuxiéme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

j‘(oIOél:CYQ:"':Oé[:O‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P|F(I-1,(I-1)(J~1):¢a) > F(I -1, - 1)(J = 1);1-a)|,

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,(I —1)(J —1);$4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parameétre de non-centralité normalisé ¢4. Ce parameétre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

I
JKLY o}
=1

Pa=N\ 7 (0 + JLo%.)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — (¢, ou (¢ est le risque de commettre une erreur
de deuxiéme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 02 =0
contre
Hy : ol #0.

Cette puissance 1 — (B¢ est donnée par la formule suivante :

F(IK-1,1JK(L—-1);1—a)
IJo?, ’
2

1—Be=P|FK—-1,1JK(L—-1)) >
1+

o

ou F(K—1,IJK(L —1);1—«) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher & K — 1 et
IJK (L —1) degrés de liberté et F(K —1,1JK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher a K — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese
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Ho : (045)1,1 = (065)1,2 == (Oéﬁ)l,J = (Oéﬁ)m == (QB)I,J =0
contre

H; : Il existe (4o, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — (G4p5 est donnée par la formule suivante :
1-0Bap=P [F/(V1,V2§ ¢ap) > F(v,vy1 —a)l,

ouvy=I-1)(J-1Detvy,=I-1)(J-1)(K-1), F(U-1)(J—-1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I—1)(J—1)(K —1); ¢ap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4p. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

1 J

KL Z Z(aﬂ)?j

i=1 j=1

(I =D =1) +1)(0? + Lodpc)

baB =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou [Bac est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

‘9’(0:01240:0‘

contre

Hy : o4o #0.

Cette puissance 1 — G4¢ est donnée par la formule suivante :

F 01—
1_5AC:P F(Vl,yg) > (V17V27 Oé)

2
14 J174¢
g

ouvy=I—-1)(K—-1)etvr,=IJK(L—-1), F({ —1)(K—1),IJK(L—1);1—a)est le
100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a (I — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté
et F((I —1)(K —1),IJK(L —1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a
(I —1)(K —1)et IJK(L — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Bapc, ou Bapc est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

. 42 —
j_CD'O_ABC_O

contre
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Cette puissance 1 — B4p¢ est donnée par la formule suivante :

F(v, ;1 — )

1 —Bapc =P | F(rn,1n) > =
ABC

oury =(I-1)(J-1)(K-1)etvy=IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L—-1);1—a)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté.

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

9{0:a1:a2:~--:oq=0‘

contre

H; : N existe ig € {1,2,...,1} tel que o, # 0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :

1—-p4=P |:F/<V1,V2,¢A> > F(vy,v9;1 — a)] ,
ouvy =1—1et
2
(s%p + 5% — Shgc)

(3?43)2 (510)2 (S2ABC)2 7
T-DJ-10 U=DEK=1 T=DJ=0(K=1)

F(I — 1,151 — @) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés
de liberté et F'(I — 1,15, ¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-
centrale a I — 1 et v, degrés de liberté et de paramétre de non-centralité normalisé ¢ 4.
Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKLY o}
1 =1

T0%+ Lo%,, + KLo%, + JLo%.

Vo =

Pa =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho: 0% =0
contre
Hy 0% #0.

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 191



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

Cette puissance 1 — (g est donnée par la formule suivante :

F(J-1,(J-1)(K—-1);1-a)

IK Lo% ’
02+ ILo%
ou F(J—1,(J —1)(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et (J —1)(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,(J —1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

1— By =P |F(J—1,(J - 1)(K — 1)) >

1+

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 055 =0
contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — B4 est donnée par la formule suivante :

F(vy, ;1 — )
KLo%, ’
0%+ Lo’ 50
ouvy=T-1)(J-1Detwry=I-1)(J-1)(K-1), F({-1)(J-1),I—-1)(J—-1)(K—
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I —1)(J —1),({ —1)(J —1)(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher & (I —1)(J —1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté.

1— =P F(Vl,V2)>

Nous nous intéressons a la puissance 1 — (g, ou [Bgc est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho:0%c=0
contre

Hy : 00 # 0.

Cette puissance 1 — Gp¢ est donnée par la formule suivante :

F -1 —
| = Boe = P | Py, vy) > L0002 20‘) ,

14+ KL7EC
g

ouvy =(J—1)(K—-1)etwy=IJK(L-1), F((J-1)(K—-1),IJK(L—-1);1—«) est le
100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté
et F((J—1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a
(J—1)(K —1) et IJK(L— 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Bapc, ou Bapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese
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.42 —

contre

Hy : o450 # 0.

Cette puissance 1 — f4pc est donnée par la formule suivante :

F(v,9;1 — )

1 — Bapc =P | F(v1,12) > p
ABC

ourvy =I-1)(J-1)(K-1)etvy=IJK(L-1), F(I-1)(J—1)(K—-1),IJK(L—-1);1—a)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et [JK (L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (/ —1)(J —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté.

10.7. Analyse de la variance a trois facteurs totale-
ment emboités

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposeées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe [1.3| pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.

10.7.1. Modéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [6.1.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 34, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

J‘CO:QlZQQZ"':OZ[:O‘

contre

H;y : N existe ig € {1,2,...,1} tel que o, # 0.
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Cette puissance 1 — (34 est donnée par la formule suivante :
1—p0,=P F/(I—l,IJK(L—l);qSA) >FPI—-1,1JK(L—-1);1—-a)],

ou F(I —1,IJK(L —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(I —1,1JK(L —1);$4) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher non-centrale a I —1 et IJK (L —1) degrés de liberté et de parameétre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), oul Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : By =By == Bsy = by = =0Bin =0
contre

Hy 1l existe (io, o) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que Bjya,) # 0.

Cette puissance 1 — Bp(4) est donnée par la formule suivante :
1= Bpeay = P [F'(1(J = 1), LTK(L = 1); o)) > F(I(J = 1), ITK(L = 1);1 = a)] |

ou F(I(J—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(J —1)
et IJK(L—1) degrés de liberté et F'(I(J —1), IJK(L—1); ¢p) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé

¢B(A) vaut :

I J
KL) D B

i=1 j=1

on) = I(J—1)+1

Nous nous intéressons a la puissance 1— 3¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho - Y1) = Y2(1(1)) = 0 = VK@A@) = V1(122) = 1 = VKJA) = 0

contre

H, : 3 (io,jo,ko) c {1,2,...,]} X {1,2,...,J} X {1,2,...,K} | Yko (o (i0)) 7é0

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

1 — By =P [F/(Vl, va; boB(ay) > Fv, v 1 —a)l,

ouvy =IJ(L—1)et vy =I1JK(L—-1), F(IJ(L—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher & I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
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1),IJK(L —1); ¢c(B(ay) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale
alJ(L—1)et IJK(L—1) degrés de liberté et de parameétre de non-centralité normalisé
¢c(B(ay)- Ce parametre de non-centralité normalisé ¢c(p(a)) vaut :

I J
LY > iGey
i=1 j=1

bowan = NI - +1

10.7.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [6.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
Hy : 0?4 #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1-Ba=P|F(I-1,I(J-1)) > F(I—l,I(J—1)2;1_a) |

1+ JKL 94

o2+ Laé‘B‘A + KLO'%M

ou F(I —1,1(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et
I(J —1) degrés de liberté et F/(I —1,1(J — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), ou Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

contre

I}Clzoém#o.

Cette puissance 1 — p(a) est donnée par la formule suivante :

FUI(J-1),IJ(K—-1);1-—a)
2
OB|A
0% + LoC|B|A®

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F'(I(J —1),IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui

1—Bpay=P|FU(J-1),1J(K—-1)) >

1+ KL
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suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1— 3¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

o2 —

contre

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

F(Vl, Vy; 1— Oé)

1 — Bepuy =P | F(v, 1) > 2
1+ <B4

L o2

oty = IJ(L—1) et vy = [JK(L—1), F(IJ(L—1), [JK(L—1);1—a) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher a I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté.

10.7.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe 6.3

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (34 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

%03@1:@2:"':&120‘

contre

H;y : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1= Ba=P|F(I-1,1J(K—-1);64)>FI—-1,1J(K -1);1-a)|,
ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1); 1) est une variable aléatoire qui suit

une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parameétre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parameétre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1
JKLY o}
=1

I (02 + KO%IB|A>

Pa =
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Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), ou Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : By =By == Bsy =biey=-=Bin =0
contre

Hy 1l existe (i, o) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que Bj,a,) # 0.

Cette puissance 1 — p(a) est donnée par la formule suivante :

/

1 —Bpay =P [F (I(J=1),IJ(K = 1);¢pwny) > FU(J -1),I1J(K —-1);1—-a)|,

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F'(I(J — 1), IJ(K — 1); dp(ay) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
®p(a) vaut :

1 J

> > G

KL i=1 j=1
I(J — 1)+102+Laé‘B‘A'

Opa) =

Nous nous intéressons a la puissance 1— 3¢ (p(a)), ott Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.42 —

contre

Cette puissance 1 — B¢ (p(a)) est donnée par la formule suivante :

F(Vl, Vo, 1-— Cl/)

1= Beway =P [ F(un,v,) > =

o2

1+ L

oun vy = IJ(L—1) et vy = IJK(L—-1), FIJ(L —1),IJK(L —1);1 — «a) est le
100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a IJ(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté
et F'(IJ(L —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher &
IJ(L —1)et IJK(L — 1) degrés de liberté.

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou (4 est le risque de commettre une erreur
de deuxiéme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese
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fHo:al:o@:-n:oq:O‘

contre

H;y : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — (G4 est donnée par la formule suivante :
1= Bu=P|F(I—-1,I(J=1);¢4)>F(I—=1,1(J—1);1—0a)],

ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1);¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher non-centrale a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté et de parameétre de non-centralité
normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKLY o}
=1

1(0?+ KLoh, + Lot )

$a =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4y, oll Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

5{0:02B|A:0

contre

9'(1:0?3|A7é0.

Cette puissance 1 — Bp(4) est donnée par la formule suivante :

F(I(J—1),IJ(K —1);1— a)
2
0B|A
0%+ LoC|B|A?

1= Bpay =P |FU(J—1),1J(K-1)) >
1+ KL

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J — 1), IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.

Nous nous intéressons a la puissance 1— 3¢ (p(a)), ott Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

.2 —

contre
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Cette puissance 1 — B¢(p(4)) est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 —a)

2
90|B|A
0-2

ou vy = IJ(L—1) et vy = IJK(L—-1), FIJ(L —1),IJK(L —1);1 — «a) est le
100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a IJ(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté
et F'(IJ(L —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher &
IJ(L—1)et IJK(L —1) degrés de liberté.

1= Bepy =P | F(vi, ) >
1+ L
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Chapitre 11

Exemples

11.1. Analyse de la variance a un facteur

11.1.1. Carburateur

Nous voulons tester quatre types de carburateurs : Ay, As, Az et A4. Pour chaque type de
carburateur nous disposons de six pieces que qui sont montées sucessivement en parallele
sur quatre voitures que nous supposons avoir des caractéristiques parfaitement identiques.
Le tableau ci-dessous indique pour chacun des essais la valeur d’'un parametre lié a la
consommation :

H FEssai ‘ Al ‘ A2 ‘ Ag ‘ A4 H
1 21 123 |18 | 20
24 12311921
25| 32 | 28 | 25
20123119 | 15
34 132|241 29
17115 (14| 9

S O = W N

Partie I :

Dans cette partie nous ne tenons pas compte de la possible influence de I'ordre dans
lequel les essais ont été effectués.

Une représentation graphique de la Consommation en fonction du Carburateur est don-
née par la figure ci-apres.

a) Proposer une méthode statistique permettant d’étudier I'influence des modalités du
facteur Clarburateur sur la Consommation. Enoncer le modele et les hypotheses

Les données de cet exercice sont tirées du livre de Georges Parreins [Par74].
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nécessaires au modele que vous projetez d’utiliser. Ce modele comporte-t-il des
répétitions ?
b) Il y a-t-il des différences entre les Carburateur? Quelles sont les estimations des

coefficients du modele? Si nécessaire, comparer les différents niveaux du facteur
Carburateur.

Boites & moustaches de Consommation par Carburateur

30 —

20 —

Consommation

10 —

I I I I
A1l A2 A3 A4

Carburateur

Fic. 11.1 - Graphique : Boite a moustaches des données.

Eléments de corrigé : Carburateurs
Partie I :

Dans cette partie nous ne tenons pas compte de la possible influence de I'ordre dans
lequel les essais ont été effectués.

a) La variable a expliquer, Consommation, est une variable continue. La variable ex-
plicative que nous considérons, le type de carburateur, C'larburateur, est qualitative
et controlée. Le plan qui a été utilisé pour réaliser ’expérience comporte des ré-
pétitions, nous pouvons donc essayer de nous servir d'un modele d’analyse de la
variance a un facteur controlé.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+a;i+e;, 1=1...4 5j=1...6,
4

avec la contrainte supplémentaire g a; =0,
i=1
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ou Y; ; la consommation de la voiture équipée du carburateur ¢ lors du j—eéme essai.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(4,5),1 <i<4, 1<j <6, L(e ) =N(0,07),
Cov(e;;, exy) = 0si (4,7) # (k1) avec 1 < i,k <4, et 1 < 4,1 <6.

Ce modele comporte 6 répétitions pour chaque niveau du facteur. Il s’agit donc d’un
plan expérimental équilibré.

b) Nous commengons par vérifier que les conditions d’utilisation du modéle introduit
a la question a) sont bien vérifiées. Pour cela nous calculons les résidus du modéle.

1. Le protocole expérimental indique que nous pouvons faire comme si chacun
des 24 carburateurs utilisés au cours de I'expérience a été monté sur une méme
voiture. Nous supposons négligeable la dégradation des véhicules suite a leur
utilisation répétée au cours de ’expérience. Ces considérations nous permettent
de supposer que les erreurs ¢; ; sont indépendantes.

2. Nous effectuons un test d’homogénéité des variances des erreurs :

Cg2 42 2 2
Ho : 07 =05 =05 =0}

contre

H; : Il existe une variance différente des autres.

Puisque nous ne connaissons pas la loi des erreurs, nous faisons un test non-
paramétrique, celui de Levene, sur les résidus du modeéle :

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur
Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,194

P : 0,899

Puisque la p—valeur du test est strictement supérieure au seuil o« = 5 %, le
test est non significatif et nous ne pouvons rejeter I’hypothese nulle Hy. Ainsi
au niveau o = 5 %, il n’y a pas de différences significatives entre les variances
des erreurs.

3. Nous nous intéressons désormais a la normalité des erreurs. Nous cherchons
si nous pouvons faire ’hypothése que les résidus sont des réalisations dune
variable aléatoire ¢ dont la loi est une loi normale.

Ho: L) =N
contre
Hy : L(e) #N.

Nous utilisons alors le test de Ryan-Joiner :

W-test pour la normalité
R: 0,9868
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
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Comme la p—valeur est strictement supérieure a 0,1, elle est a fortiori stric-
tement supérieure a 0,05 qui est le seuil du test. Nous en déduisons que le
test n’est pas significatif au niveau @ =5 % et que nous ne pouvons donc pas
rejeter 'hypothese nulle Hy. Il n’y a pas de différences significatives entre la
loi de € et une loi normale, au seuil a = 5 %.

. Comme I’hypothése de normalité des erreurs n’a pas été rejétée a la question

3., nous nous intéressons a nouveau a I’hypothese d’homoscédasticité portant
sur les erreurs.

L2 _ 2 2 _ 2
Ho : 0] =05 =05 =0}

contre

H; : 1l existe une variance différente des autres.

Il est maintenant possible d’utiliser le test paramétrique de Bartlett puisque
ses conditions d’application, normalité des erreurs, sont vérifiées.

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur
Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 0,650
P : 0,885

Le test n’est pas significatif car 0,885 est strictement supérieur a o = 5 %.
Nous ne pouvons rejeter ’hypothése nulle Hy au seuil o = 5 %.

Toutes les conditions d’application du modeéle de 'analyse de la variance a un
facteur sont vérifiées. Déterminons si le facteur Carburateur a un effet sur la
Consommation. Nous testons donc les hypotheses :

Ho:a1:a2:a3:a420‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,3,4} tel que oy, # 0.

Nous consultons alors le tableau de ’analyse de la variance

Facteur Type Niveaux Valeurs
Carburat fixe 4 A1 A2 A3 Ad

Analyse de la variance pour Consomma, en utilisant la SC
ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
Carburat 3 100,83 100,83 33,61 0,89 0,464
Erreur 20 757,00 757,00 37,85

Total 23 857,83

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I'hypothese nulle H, est de
0,464. Elle est strictement supérieure & a = 5 % : le test n’est pas significatif a
ce seuil. Nous ne pouvons rejeter 'hypothése nulle H, d’absence d’effet du fac-
teur Carburateur sur la Consommation. Ainsi au niveau o = 5 %, le facteur
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Carburateur n’a pas d’effet significatif sur la Consommation. En prenant cette
décision, nous risquons de commettre une erreur de deuxiéme espece, il convient
donc de calculer la puissance du test. A laide de Uentrée ANOVA a un facteur
controlé du sous menu Puissance et effectif de I’échantillon du menu Stat de
Minitab®, nous obtenons le résultat suivant :

Puissance et effectif de 1’échantillon

ANOVA & un facteur contrdlé

Sigma = 6,152 Alpha = 0,05 Nombre de niveaux = 4
Effectif de Différence
Moyennes SC 1’échantillon Puissance maximale
11,6838 6 0,1555 4,834

La Différence mazimale correspond a l'écart le plus important en valeur abso-
lue entre les estimations des différents niveaux du facteur. Ici c’est la valeur de
Ay — Ay = 4,834 qui est la plus élevée. La puissance a posteriori est donc tres
faible : 0,1555 par rapport a la valeur de 0,80 qui est considérée comme étant ac-
ceptable. Nous aurions pu améliorer la puissance du test en augmentant le nombre
de répétitions.

Puissance et effectif de 1’échantillon
ANOVA & un facteur contrélé
Sigma = 6,152 Alpha = 0,05 Nombre de niveaux = 4

Effectif de Puissance Puissance Différence
Moyennes SC 1’é&chantillon cible réelle maximale
11,6838 37 0,8000 0,8084 4,834

Nous constatons qu’il aurait fallu 37 répétitions, donc 148 carburateurs, pour obte-
nir une puissance d’au moins 0,80. Nous aurions multipli¢ par plus de six 'ampleur
de I'étude qui a été réalisée...

Les estimations des coefficients du modeéle sont :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 22,083 1,256 17,58 0,000
Carburat

Al 1,417 2,175 0,65 0,522
A2 2,583 2,175 1,19 0,249
A3 -1,750 2,175 -0,80 0,431

Nous en déduisons que :

fiy) = 22,083, ai(y) =1,417, @(y) = 2,583,
az(y) = —1,750, ay(y) = —2,250,
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en utilisant la relation Z?Zl &;(y) = 0 qui se déduit de la relation vérifiée par les
estimateurs Y7, @ = 0.

Nous remarquons que c’est le carburateur A4 qui fait consommer le moins de carbu-
rant. Toutefois, puisque nous n’avons pas pu rejeter ’hypothese nulle Hy d’absence
d’effet du facteur Carburateur sur la Consommation au seuil a = 5 %, ce compor-
tement n’est pas significativement différent des autres au seuil a = 5 %.

Au seuil o = 5 %, 'hypothése nulle Hy d’absence d’effet du facteur Carburateur
sur la Consommation n’a pu étre réfutée, nous ne devons donc pas faire de
comparaisons multiples de 'effet des différents niveaux du facteur Carburateur.

11.2. Analyse de la variance a deux facteurs

11.2.1. Sans répétition

Carburateurs (suite et ﬁn)

Partie 11 :

Apres avoir effectué 'analyse de la premiére partie nous apprenons que tous les essais
numeéro 1 ont été réalisés un lundi, tous les essais numéro 2 un mardi, ..., tous les essais
numéro 6 un samedi.

Nous décidons donc dans cette partie de tenir compte de la possible influence de I'ordre
de réalisation des essais, c¢’est-a-dire du facteur FEssaz.

Une représentation graphique de la Consommation en fonction de E'ssai est donnée par
la figure au ci-dessous.

a) Proposer une méthode statistique permettant d’étudier conjointement 'influence du
facteur Carburateur et du facteur Essai sur la consommation. Enoncer le modeéle
et les hypothéses nécessaires au modéle que vous projetez d’utiliser. Ce modele
comporte-t-il des répétitions ?

b) Il y a-t-il des différences entre les carburateurs? Il y a-t-il des différences dues a
Iordre de réalisation des essais? Quelles sont les estimations des parameétres du
modele ? Si nécessaire, comparer les différents niveaux du facteur Carburateur ainsi
que les différents niveaux du facteur Essaz.

............

Eléments de corrigé : Carburateurs (suite et fin)

2Les données de cet exercice sont tirées du livre de Georges Parreins [Par74].
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Boites a moustaches de Consommation par Essai

30 —
c
RS
©
IS
E 20
)
<
Q
O
10 — \
T T T T I T
1 2 3 4 5 6
Essai
Fic. 11.2 - Graphique : Boite & moustaches des données.
Partie 1I :

Apres avoir effectué I'analyse de la premiére partie nous apprenons que tous les essais
numeéro 1 ont été réalisés un lundi, tous les essais numéro 2 un mardi, ..., tous les essais
numéro 6 un samedi.

Nous décidons donc dans cette partie de tenir compte de la possible influence de I'ordre
de réalisation des essais, c’est-a-dire du facteur Essaz.

a) La variable a expliquer, Consommation, est une variable continue. Les variables
explicatives que nous considérons, le type de carburateur, Carburateur, et le jour
de l'essai, E'ssai, sont qualitatives et controlées. Le plan qui a été utilisé pour réali-
ser I'expérience ne comporte pas de répétitions, nous pouvons donc essayer de nous
servir d'un modele d’analyse de la variance a deux facteurs controlés sans répétition.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+a;+B+ey i=1...4 j=1...6,
4 6
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0 et Z B; =0,
i=1 =1

ou Y; ; la consommation de la voiture équipée du carburateur ¢ lors du j—éme essai.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

\V/ (7/7])’ 1 g 1 g 47 1 <] < 67 ’E"(E’i,j) = N(0702)7
Cov(e;j,ery) =0si (4,5) # (k1) avec 1 < i,k <4det 1<yl <6.
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Ce modele ne comporte aucune répétition pour aucun des niveaux du facteur. Il
s’agit d'un plan expérimental équilibré.

Nous commencons par vérifier que les conditions d’utilisation du modele introduit
a la question a) sont bien vérifiées. Pour cela nous calculons les résidus du modéle.

1. Le protocole expérimental indique que nous pouvons faire comme si chacun

des 24 carburateurs utilisés au cours de I'expérience a été monté sur une méme
voiture. Nous supposons négligeable la dégradation des véhicules suite a leur
utilisation répétée au cours de 'expérience. Ces considérations nous permettent
de supposer que les erreurs ¢; ; sont indépendantes.

Il n’est pas possible de tester 'hypothese d’égalité des variances des erreurs H,
ci-dessous a 'aide des données expérimentales dont nous disposons puisque le
plan utilisé ne comporte pas de répétitions.

L2 _ 2 _ 2
%0‘0'171_..._0-471_... ..._0—476

I
Q

contre

H, : 1l existe une variance différente des autres.

Par contre nous savons que si I’hypothése nulle globale H; ci-dessus est véri-
fiée, alors chacune des deux hypotheses nulles i]-Cé) d’homogénéité des variances
des erreurs par rapport au facteur Carburateur et }CS d’homogénéité des va-
riances des erreurs par rapport au facteur Essai doivent ’étre également. Nous
effectuons deux tests d’homogénéité des variances des erreurs :

.2 2 2 _ 2
Ho : Oc1 = 0c2 =0c3=0cy

contre

/ . . . z
J;, : Il existe une variance différente des autres pour C'arburateur.

o2 2 2 _ 2 _ 2 _ 2
}CO 'Ue,l_06,2_06,3—06,4—06,5—06,6

contre

/! . . . z N
JH; : 1l existe une variance différente des autres pour Essaz.

Puisque nous ne connaissons pas la loi des erreurs, nous utilisons un test non-
paramétrique, celui de Levene, sur les résidus du modeéle :

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,842
P : 0,487

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Essai
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Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,925
P : 0,488

Puisque les p—valeurs des tests sont strictement supérieures au seuil o = 5 %,
les tests sont non significatifs et nous ne pouvons rejeter les hypotheéses nulles
H, et H;.

3. Nous nous intéressons désormais a la normalité des erreurs. Nous cherchons
si nous pouvons faire ’hypothése que les résidus sont des réalisations dune
variable aléatoire € dont la loi est une loi normale.

Ho: Le)=N
contre
Hy : L(e) #N.

Nous utilisons alors le test de Ryan-Joiner :

W-test pour la normalité
R: 0,9725
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Comme la p—valeur est strictement supérieure a 0,1, elle est a fortiori stric-
tement supérieure a 0,05 qui est le seuil a du test. Nous en déduisons que le
test n’est pas significatif au niveau o = 5 % et que nous ne pouvons donc pas
rejeter 'hypothese nulle Hy. Il n’y a pas de différences significatives entre la
loi de € et une loi normale, au seuil o = 5 %.

4. Comme I’hypothése de normalité des erreurs n’a pas été rejetée a la question
3., nous nous intéressons a nouveau a 1I’hypothese d’homoscédasticité portant
sur les erreurs.

Pour les mémes raisons qu’au 2., il n’est pas possible de tester I'hypothese
d’égalité des variances des erreurs H :

o2 2 42 _ -2
:}CO'0-1,1_.”_0-4,1_”._0-1,6_'.._0-4,6

contre

H; : 1l existe une variance différente des autres.

Nous nous intéressons aux deux hypotheses nulles U-CE) d’homogénéité des va-
riances des erreurs par rapport au facteur Carburateur et J-Cg d’homogénéité
des variances des erreurs par rapport au facteur Essai. Nous effectuons deux
tests d’homogénéité des variances des erreurs :

. 9 _ 9 _ 2 _ 2
Ho : Oc1 = 0c2 =0c3=0¢y

contre

/ . . . z
JH, : Il existe une variance différente des autres pour C'arburateur.

m 9 o9 _ 92 _ 9 _ 2 _ 9
Hy - Oc1 = Oco = 0c3 = 0g4 = 0g5 = 0¢g

contre

11 . . . 7 N
JH; : 1l existe une variance différente des autres pour Essaz.
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Il est maintenant possible d’utiliser le test paramétrique de Bartlett puisque
ses conditions d’application, normalité des erreurs, sont vérifiées.

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 1,930

P : 0,587
Test de 1’égalité des variances
Facteurs Essai

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 3,525
P : 0,620

Puisque les p—valeurs des tests sont strictement supérieures au seuil o = 5 %,
les tests sont non significatifs et nous ne pouvons rejeter les hypotheses nulles

H, et K.

Toutes les conditions d’application du modele de ’analyse de la variance a deux fac-
teurs controlés sans répétition sont vérifiées. Déterminons si le facteur Carburateur
ou le facteur Fssai a un effet sur la Consommation. Nous testons donc les hypo-

théses :

/

Ho:ag=as=a3=04=0

contre

H, : 1l existe i € {1,2,3,4} tel que ay, # 0.

Hy :r=Po=0=01=ps=0s=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2,3,4,5,6} tel que 3, # 0.

Nous consultons alors le tableau de ’analyse de la variance

Facteur Type Niveaux Valeurs
Carburat fixe 4 A1 A2 A3 A4
Essai fixe 6 123456

Analyse de la variance pour Consomma, en utilisant la SC
ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
Carburat 3 100,833 100,833 33,611 5,99 0,007
Essai 5 672,833 672,833 134,567 23,98 0,000
Erreur 15 84,167 84,167 5,611

Total 23 857,833
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La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I'hypothese nulle 9{8 est de
0,007. Elle est inférieure ou égale a o = 5 % : le test est significatif a ce seuil. Nous
devons rejeter ’hypothése nulle 9(’0 d’absence d’effet du facteur Carburateur sur
la Consommation et décider 'hypothése alternative H; d’existence d’un effet du
facteur Carburateur sur la Consommation. Ainsi au niveau a = 5 %, le facteur
Carburateur a un effet significatif sur la Consommation. En prenant cette déci-
sion, nous risquons de commettre une erreur de premiere espece, le risque associé a
la décision est donc de 5 %.

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I’hypothese nulle }Cg est de
0,000. Elle est inférieure ou égale & o = 5 % : le test est significatif a ce seuil.
Nous devons rejeter ’hypothése nulle ﬂ{g d’absence d’effet du facteur Essai sur
la Consommation et décider 'hypothése alternative 3] d’existence d’un effet du
facteur E'ssai sur la Consommation. Ainsi au niveau o = 5 %, le facteur Essai a
un effet significatif sur la Consommation. En prenant cette décision, nous risquons
de commettre une erreur de premiere espece, le risque associé a la décision est donc
de 5 %.

Nous constatons que, contrairement & ce que nous avions pu montrer dans la par-
tie I, nous arrivons a mettre en évidence un effet du facteur Carburateur sur la
consommation. Il semblait nécessaire de prendre en compte ce facteur supplémen-
taire, E'ssai, a la vue des boites a moustaches qui étaient reproduites dans 1’énoncé.
La variabilité importante associée au jour ot 'essai a été réalisé, lice par exemple a la
densité du traffic automobile, masquait les variations liées au facteur Carburateur.

Les estimations des coeflicients du modeéle sont :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 22,0833 0,4835 45,67 0,000
Carburat

Al 1,4167 0,8375 1,69 0,111
A2 2,5833 0,8375 3,08 0,008
A3 -1,7500 0,8375 -2,09 0,054
Essai

1 -1,583 1,081 -1,46 0,164
2 -0,333 1,081 -0,31 0,762
3 5,417 1,081 5,01 0,000
4 -2,833 1,081 -2,62 0,019
5 7,667 1,081 7,09 0,000

Nous en déduisons que :

ply) =22,083, ai(y

Bi(y) = —1,583, [h(y
64(y) = _27 8337 5\Y

en utilisant les relations Zle ai(y) = 0 et Z?:l B\](y) = 0 qui sont des consé-

S s . 1~ 6 7
quences de celles vérifiées par les estimateurs >, &; =0et >/, 3; =0.
Nous remarquons que les estimations des coefficients associés aux carburateurs sont
les mémes que celles obtenues a la partie I. Il en va toujours de méme lorsque le
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plan est équilibré.

Au seuil a = 5 %, I'hypothése nulle J—Cb d’absence d’effet du facteur C'arburateur sur
la Consommation a été rejetée, nous pouvons donc faire des comparaisons

multiples de l'effet des différents niveaux du facteur Carburateur.

Tests de simultanéité de Tukey
Variable de réponse Consomma
Toutes comparaisons deux a deux entre niveaux de Carburat

Carburat = Al soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Carburat des moyennes  la différence de T de P
A2 1,167 1,368 0,853 0,8284
A3 -3,167 1,368 -2,315 0,1385
Ad -3,667 1,368 -2,681 0,0726
Carburat = A2 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Carburat des moyennes la différence de T de P
A3 -4,333 1,368 -3,169 0,0290
Ad -4,833 1,368 -3,534 0,0142
Carburat = A3 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Carburat des moyennes la différence de T de P
A4 -0,5000 1,368 -0,3656 0,9827

Ainsi au seuil global de décision agppar = 5 % les niveaux Ay et As, Ay et Ay sont
significativement différents, pour les autres I’hypothése d’égalité ne peut étre rejetée.

Nous avons représenté, dans I'ordre de gauche a droite sur la figure, les estimations
des valeurs des niveaux Az, Ay, Ay, Ay du facteur Carburateur.

Au seuil @ = 5 %, 'hypothése nulle J—Cg d’absence d’effet du facteur Essai sur
la Consommation a été rejetée, nous pouvons donc faire des comparaisons
multiples de l'effet des différents niveaux du facteur Essai.

Tests de simultanéité de Tukey
Variable de réponse Consomma
Toutes comparaisons deux a deux entre niveaux de Essai

Essai = 1 soustraites de :
Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
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Diagramme a points pour alpha

I
0

alpha

Fi1Gc. 11.3 - Graphique : Estimation des effets du facteur Carburateur.

2 1,250 1,675 0,746 0,9725
3 7,000 1,675 4,179 0,0086
4 -1,250 1,675 -0,746 0,9725
5 9,250 1,675 5,522 0,0007
6 -6,750 1,675 -4,030 0,0114
Essai = 2 soustraites de :
Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
3 5,750 1,675 3,433 0,0355
4 -2,500 1,675 -1,493 0,6738
5 8,000 1,675 4,776 0,0027
6 -8,000 1,675 -4,776 0,0027
Essai = 3 soustraites de :
Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
4 -8,25 1,675 -4,925 0,0021
5 2,25 1,675 1,343 0,7578
6 -13,75 1,675 -8,209 0,0000
Essai = 4 soustraites de :
Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
5 10,500 1,675 6,269 0,0002
6 -5,500 1,675 -3,284 0,0469
Essai = 5 soustraites de :
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Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
6 -16,00 1,675 -9,56562 0,0000

Ainsi au seuil global de décision agopar = 5 % les niveaux 1 et 3, 1 et 5, 2 et 3, 2
et 5,2 et 6,3 et 4, 3 et 6,4 et 5, 5 et 6 sont significativement différents, pour les
autres I’hypothese d’égalité ne peut étre rejetée.

Nous avons représenté, dans I'ordre de gauche a droite sur la figure, les estimations
des valeurs des niveaux 4, 1, 2, 3, 5, 6 du facteur Essai.

Diagramme a points pour beta

beta

Fi1G. 11.4 — Graphique : Estimation des effets du facteur FEssai.

A Daide de l'entrée Graphique des effets principaux du sous menu ANOVA
du menu Stat de Minitab®, nous obtenons la représentation graphique pertinente
suivante :

La ligne en pointillé en rougd’|est la valeur de I'estimation de la moyenne 7i(y). Les
a;(y), 1 <i<4, etles B5(y), 1 < j <6, sont représentées par les valeurs des écarts
a cette ligne.

3En gris si vous lisez une version imprimée du corrigé de cet exercice.
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Graphique des effets principaux - Moyennes des données pour Consommation

Carburateur Essai

30

S~

Consommation

1
%
’7@‘
i
7
)
@
4
s
[}

Fic. 11.5 — Graphique : Effets principaux.

11.2.2. Avec répétitions et plan équilibré

Comparaison de ’appréciation de huit eaux gazeuse

Un panel de 16 juges évalue 8 types différents d’eau gazeuze. Chaque évalue 4 fois chaque
eau. Nous supposons que les hypotheses, relatives a 'utilisation du modele d’analyse de
la variance qui a permis d’obtenir les résultats reportés dans les tableaux ci-dessous, sont
bien vérifiées.

1. Décrire succintement le jeu de données (nombre total d’observations, nature des
variables, etc.)

2. Construire le test de significativité de l'interaction eau x juge (hypothéses, statis-
tique de test, loi de cette statistique sous Hy, décision a 'aide du tableau ci-dessous).

3. Commenter le tableau d’analyse de la variance ci-dessous.

ddl SCE CM fobs Proba
juge 15 | 731,3574 | 48,75716 | 25,03878 | 5,91658x10~*®
eau 7 38,6543 | 5,52204 | 2,83579 0,006810201

juge : eau | 105 | 508,5645 | 4,84347 | 2,48732 | 1,19182x10~1°
Résiduelle | 384 | 747.7500 | 1,94727

4. L’estimation des coefficients pour la variable eau est fournie dans le listage ci-
dessous. Quelle est la plus appréciée ? Lors d’un rassemblement avec beaucoup d’in-
dividus, utiliseriez-vous seulement cette eau ?

4Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francois Husson et de Jérome Pa-
gés [HPer].
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Value Std. Error t value Pr(> t])
(Intercept) | 3,0722656 | 0,06167052 | 49,8174098 | 0,000000x 10709
St Yorre -0,1660156 | 0,16316486 | -1,017472 | 3,095697x 10~
Badoit -0,1816406 | 0,16316486 | -1,113234 | 2,663044x 107!
Vichy -0,2441406 | 0,16316486 | -1,496282 | 1,354016x1071
Quézac | 0,4277344 | 0,16316486 | 2,621436 | 9,102684x 10 003
Arvie -0,2128906 | 0,16316486 | -1,304758 | 1,927567x10~%!
Chateauneuf | 0,2714844 | 0,16316486 | 1,663865 | 9,695512x 1092
Salvetat 0,3496094 | 0,16316486 | 2,142676 | 3,276727x 107!
Perrier -0,2441406 | 0,16316486 | -1,496282 | 1,354016x10~%!

Eléments de corrigé : Comparaison de appréciation de huit eaux gazeuses

1. Il y a8 x 16 x 4 = 512 observations. Pour chaque observation, nous disposons du
nom du juge qui I'a effectuée (variable qualitative), de 'eau concernée (variable
qualitative) et de la note mise (variable quantitative).

2. Nous introduisons le modéle :

i=1...8, j=1...16, k=1...4,
16

J=1

Yiik=p+oa;,+ 6+ (af)i; + €k

8
avec les contraintes supplémentaires g a; =0,
i=1
8 16

D (@B)iy =0, Vi€ {l,...,16} et > (af)i; =0, Vi€ {l,...,8},

i=1 j=1

ou Y; ;. est la note du juge 7 lors de I’évaluation de 'eau j au cours du k—eme essai.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v (iaj’ k)a 1 < ? g 8a 1 g] < 16a 1 < k < 47 L(":i,j,k) = N(0702)7
et Cov(€; ks €mn) = 08 (2,7, k) # (I, m,n) avec
1<il<8 1<) m<16et 1 <k,n<A4.

Ce modele comporte quatre répétitions pour chacun des niveaux du facteur. Il s’agit
d’un plan expérimental équilibré.

Pour tester la significativité de I'interaction, nous construisons le test suivant :

Ho - (045)1,1 = (05)1,2 == (Olﬁ)u = (Oéﬁ)z,l == (aﬁ)I,J =0

contre

Hy @ 1 existe (io,jo) S {]., 2,... ,I} X {]., 2,..., J} tel que (Ozﬁ)iOJO 7é 0.
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La statistique de test est :

o C’]\4interaction

F=———F—"T"-—.
C’]\4résiduelle

Ici: ddlinteraction = (] - 1)(J - 1) = (8 - 1)(16 - 1) = 105 et ddlrésiduelle =n—1J=
512 — 128 = 384. Sous 'hypothese nulle Hy et les hypotheses du modele, F' suit une
loi de Fisher & 105 et 384 degrés de liberté. Décision : la p—valeur vaut 1,192 x 1010,
le test est donc significatif au seuil & = 5 %. Nous considérons donc que 'interaction
entre le facteur juge et le facteur eau est significative, c’est-a-dire que tous les juges
n’ont pas les mémes préférences.

3. Les tests sur les effets principaux eau et juge se construisent de la méme fagon que
le test de 'interaction. Les effets eau et juge sont donc significatifs : certaines eaux
sont globalement plus appréciées que d’autres; certains juges mettent en moyenne
des notes plus élevées que d’autres.

4. L’eau la plus appréciée est 'eau Quézac puisque cette eau a le coefficient @;(y) le
plus élevé (0,428). Mais comme l'interaction juge X eau est significative, tous les
juges ne préferent pas forcément 'eau Quézac. A priori, lors d’'un rassemblement, il
sera bon de prévoir d’autres eaux minérales.

oooooooooooo

Rats et régime

Nous testons I'influence de différents régimes alimentaires sur des rats de laboratoire.

Le gain de poids des rats est désigné par la variable Poids, exprimée en grammes, les deux
facteurs sont les variables C'alorie et Vitamine. La variable C'alorie vaut 0 si les rats n’ont
pas suivi un régime hypercalorique et 1 s’ils ont suivi un tel régime hypercalorique. La
variable Vitamine vaut 0 si les rats n’ont pas re¢u de compléments vitaminés et 1 s’ils
ont regu de tels compléments.

®Les données, fictives, de cet exercice sont tirées du livre de Bruno Falissard [Fal05].
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Calorie | Vitamine | Poids || Calorie | Vitamine | Poids
1 1 84 1 1 66
1 2 62 1 2 59
2 1 7 2 1 89
2 2 103 2 2 90
1 1 66 1 1 56
1 2 84 1 2 74
2 1 92 2 1 101
2 2 107 2 2 116
1 1 82 1 1 79
1 2 73 1 2 74
2 1 77 2 1 95
2 2 95 2 2 112
1 1 62 1 1 89
1 2 75 1 2 74
2 1 88 2 1 91
2 2 96 2 2 92

Quels modeles d’analyse de la variance a deux facteurs pouvez-vous utiliser pour étu-
dier ces données. Nous décidons de retenir, pour répondre aux questions suivantes,
le modeéle le plus complet parmi ceux dont il est possible de se servir. Rappeler les
hypotheses associées au modele.

Procéder a 'étude a l'aide de Minitab®.
Quelles sont les estimations des parametres du modeéle ?

Devons-nous réaliser des comparaisons multiples 7 Si oui pour quel facteur ? Le faire.

Eléments de corrigé : Rats et régimes

1.

La réponse observée, le gain de Poids exprimé en grammes, est considérée comme
une variable quantitative. Le premier des deux facteurs, absence ou présence de
compléments vitaminés, noté Vitamine, est qualitatif. Le second des deux facteurs,
le type de régime suivi, hypocalorique ou non, noté Calorie, est également quali-
tatif. Le plan d’expérience comporte huit répétitions nous pouvons de ce fait uti-
liser deux modeéles d’analyse de la variance a deux facteurs, I'un ne comportant
pas d’interaction entre les deux facteurs Vitamine et Calorie, I'autre comportant
cette interaction. Le modele le plus complet parmi ces deux possibilités est celui de
I’analyse de la variance avec répétitions et terme d’interaction. Nous décidons de le
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retenir pour la suite de I'étude.
Nous introduisons le modele :

Yijk =p+ai+ 0+ (aB)ij +eijn, =12, j=12k=1..8,
2 2
avec les contraintes supplémentaires Z a; = 0, Z B; =0,
i=1 j=1
2 2
D (@B =0, Vi€ {1,2} et Y (af)i,; =0, Vi€ {1,2},

i=1 j=1

ou Y;;r est le gain de poids dans la condition 7 du facteur Vitamine et dans la
condition j du facteur Calorie lors de la k—eme répétition. Nous postulons les
hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Vo(i,5,k),1<i<2, 1<5<2, 1<k<8, L jr) =N(0,0?),
et Cov(€; ks €mn) = 0 (4,7,k) # (I, m,n) avec
1<i1<2,1<jm<2et1<kn<S.

2. Nous commencons par vérifier que les conditions d’utilisation du modele introduit
a la question 1. sont bien vérifiées. Pour cela, nous calculons les résidus du modele.

1. Le protocole expérimental indique que l'expérience a bien porté sur 32 rats
différents et que nous ne sommes pas en présence de mesures qui seraient
répétées sur un ou des mémes individus. Ceci nous permet de supposer que les
erreurs ¢; ; sont indépendantes.

2. Le plan d’expérience utilisé comporte des répétitions ce qui permet de tester
I'hypothese H,, d’égalité des variances des erreurs €; j :

.2 _ 92 _ 92 _ 92 _ 92 _ 92 _ 92 _ 2
Ho : 0111 = 0211 = 0121 = 0221 = """ =0118 0218 = 0128 = 02238

contre

H; : Il existe une variance différente des autres.

Puisque nous ne connaissons pas la loi des erreurs, nous utilisons un test non-
paramétrique, celui de Levene, sur les résidus du modéle :

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Calorie Vitamine

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 2,347
P : 0,094
Puisque la p—valeur du test est strictement supérieure au seuil a = 5 %,
le test est non significatif et nous ne pouvons rejeter I’hypothéses nulle H,
d’homoscédasticité.

3. Nous nous intéressons désormais a la normalité des erreurs. Nous cherchons a
savoir s’il nous pouvons faire '’hypotheése que les résidus sont des réalisations
d’une variable aléatoire € dont la loi est une loi normale.
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Ho: L(e) =N
contre
Hy : L(e) #N.

Nous utilisons alors le test de Ryan-Joiner :

W-test pour la normalité
R: 0,9906
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Comme la p—valeur est strictement supérieure a 0,1, elle est a fortiori stric-
tement supérieure a 0,05 qui est le seuil a du test. Nous en déduisons que le
test n’est pas significatif au niveau o = 5 % et que nous ne pouvons donc pas
rejeter 'hypothése nulle Hy. Il n’y a pas de différences significatives entre la
loi de € et une loi normale, au seuil o = 5 %.

4. Comme I’hypothése de normalité des erreurs n’a pas été rejétée a la question
3., nous nous intéressons a nouveau a I’hypothese d’homoscédasticité portant
sur les erreurs.

Le plan d’expérience utilisé comporte des répétitions ce qui permet de tester
I'hypothese H, d’égalité des variances des erreurs €; j :

.2 _ 2 _ 2 _ .2 _ . _ 2 _ 32 _ 2 _ _2
Ho : 01110 = 0211 = 0121 = 0221 = =0118 = 0218 = 0128 = 02238

contre

H, : Il existe une variance différente des autres.

Il est maintenant possible d’'utiliser le test paramétrique de Bartlett puisque
ses conditions d’application, normalité des erreurs, sont vérifiées.

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Calorie Vitamine

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 2,233
P : 0,525

Puisque la p—valeur du test est strictement supérieure au seuil « = 5 %,
le test est non significatif et nous ne pouvons rejeter 'hypothese nulle H,
d’homoscédasticiteé.

Toutes les conditions d’application du modele de I’analyse de la variance a deux
facteurs controlés avec répétitions et terme d’interaction sont vérifiées. Déterminons
si le facteur Calorie, le facteur Vitamine ou l'interaction des deux facteurs a un
effet sur le gain de Poids. Nous testons donc les hypotheses :

/

Hy:a1=a,=0

contre

3, : 1l existe ig € {1,2} tel que a;, # 0.
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IHS B =0=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2} tel que Bj, 7 0.

111

Iy

: (0‘6)1,1 = (045)1,2 = (065)2,1 = (046)2,2 =0

contre

54, + I existe (io, jo) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} tel que (aB)ij, # 0.

Nous consultons alors le tableau de ’analyse de la variance

Facteur Type Niveaux Valeurs
Vitamine fixe 2 12
Calorie fixe 2 12

Analyse de la variance pour Poids, en utilisant la SC ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F p
Vitamine 1 215,3 215,3 215,3 2,51 0,124
Calorie 1 4347,8 4347,8 4347,8 50,69 0,000
Vitamine

*Calorie 1 306,3 306,3 306,3 3,57 0,069
Erreur 28 2401,6 2401,6 85,8

Total 31 7271,0

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I'hypothese nulle f}Cz) est de
0,124. Elle est strictement supérieure & o = 5 % : le test n’est pas significatif a ce
seuil. Nous ne pouvons pas rejeter I’hypothese nulle fH;J d’absence d’effet du facteur
Vitamine sur le gain de Poids. Ainsi au niveau o = 5 %, le facteur Vitamine n’a
pas un effet significatif sur le gain de Poids. En prenant cette décision, nous risquons
de commettre une erreur de seconde espece, il serait tres intéressant de calculer la
puissance a posteriori.

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I’hypothese nulle ng est de
0,000. Elle est inférieure ou égale & o = 5 % : le test est significatif & ce seuil. Nous
devons rejeter I’hypothese nulle ng d’absence d’effet du facteur C'alorie sur le Poids
et décider 'hypothése alternative 3, d’existence d’un effet du facteur Calorie sur
le Poids. Ainsi au niveau a = 5 %, le facteur Calorie a un effet significatif sur le
Poids. En prenant cette décision, nous risquons de commettre une erreur de pre-
miere espéce, le risque associé a la décision est donc de 5 %.

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a 'hypothése nulle IHS/ est de
0,069. Elle est strictement supérieure & o = 5 % : le test n’est pas significatif & ce
seuil. Nous ne pouvons pas rejeter I’hypothese nulle 3{3/ d’absence d’effet de I'in-
teraction des facteurs Vitamine et Calorie sur le gain de Poids. Ainsi au niveau
a =5 %, l'interaction des facteurs Vitamine et Calorie n’a pas un effet significatif
sur le gain de Poids. En prenant cette décision, nous risquons de commettre une
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erreur de seconde espece, il serait tres intéressant de calculer la puissance a poste-
riori.

Il est possible de calculer les puissances recherchées avec Minitab®. Nous utilisons le
fait que le dispositif étudié est ce que nous appelons aussi un plan factoriel complet
a deux niveaux puisqu’il s’agit d’'un modele d’analyse de la variance a deux facteurs
avec le terme d’interaction et surtout que le plan d’expérience est équilibré. A I'aide
de 'entrée Plan factoriel a 2 niveaux du sous menu Puissance et effectif de
I’échantillon du menu Stat de Minitab®, nous obtenons le résultat suivant :

Puissance et effectif de 1’échantillon
Plan factoriel a 2 niveaux

Sigma = 9,26121 Alpha = 0,05

Facteurs : 2 Plan de base : 2; 4
Blocs : aucun
Points
centraux
par bloc Effet Répétitions Puissance
0 5,187 8 0,3338
0 6,188 8 0,4464

La valeur de I’ Effet correspond a ’écart le plus important en valeur absolue entre les
estimations des différents niveaux du facteur. Ainsi pour le facteur Vitamine I Effet
vaut as(y) — ai(y) = 2,594 — (—2,594) = 5,187, il n'y avait en fait qu’une possi-
bilité. Pour 'interaction entre les deux facteurs Vitamine et Calorie I’ Effet vaut :

— e~

(aB)11(y) — (@B)12(y) = (aB)22(y) — (aB)21(y) = 3,094 — (=3,094) = 6,188. Il y
a deux facteurs, quatre sommets dans ce plan et aucun point central. La puissance
a posteriori est donc relativement faible, 0,3338, dans le cas du facteur C'alorie et a
peine meilleure, 0,4464, dans le cas de I'interaction entre les deux facteurs Vitamine
et Clalorie. Nous aurions pu améliorer la puissance du test en augmentant le nombre
de répétitions. Nous déterminons le nombre de répétitions nécessaires pour que nous
ayons une puissance de 0,80, qui est généralement considéré comme un niveau sa-
tisfaisant pour la puissance d’un test.

Puissance et effectif de 1’échantillon
Plan factoriel a 2 niveaux
Sigma = 9,26121 Alpha = 0,05

Facteurs : 2 Plan de base : 2; 4
Blocs : aucun
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Points
centraux Puissance Puissance
par bloc Effet Répétitions cible réelle
0 5,187 26 0,8000 0,8074
0 6,188 19 0,8000 0,8195

Nous constatons qu’il aurait fallu 26 répétitions, donc 104 rats, pour obtenir une
puissance d’au moins 0,80. Nous aurions multiplié par plus de trois I'ampleur de
I’étude qui a été réalisée...

3. Les estimations des coefficients du modéle sont :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 84,031 1,637 51,33 0,000
Vitamine

1 -2,594 1,637 -1,568 0,124
Calorie

1 -11,656 1,637 -7,12 0,000
Vitamine*Calorie

1 1 3,094 1,637 1,89 0,069

Nous en déduisons que :

f(y) = 84,031, ai(y) = —2,5%4, az(y) = 2,594,
Oi(y) = —11,656, ( ) = 11, 656,

(@B)14(y) = 3,094, (af)ia(y) = ~3,004,
(aB)2,1(y) = —3,094, (045)2,2@) = 3,094,

en utilisant les relations Z =0, ZJ 1 ﬁj 0, (aﬁ)l 1+ (aﬁ) 12 =0, (Czﬁ)l 1+

(ozﬁ) 21 =0et (ozﬁ)g 1+ (ozﬁ) 2,2 = 0 qui sont en partlcuher valables pour le les données
expérimentales y 2, () = 0, 2, 5iy) = 0, (@hhaly) + @raly) = 0,
(@B)11(y) + (af)21(y) = 0 et (af)21(y) + (F)22(y) =0

Remarquons que nous n’avons pas eu a utiliser la relation (af);2 + (af)22 = 0 ce
qui était prévisible car, d’apres le cours, nous savons que nous imposons seulement
I+ J—1=2+2-—1 =3 relations indépendantes aux coefficients (a3); ;. Nous

devons donc retrouver toutes les estimations («f); ;(y) a l’aide des valeurs fournies
par le logiciel et de seulement I +.J—1 = 3 des relations portant sur ces estimations.

A Daide de lentrée Graphique des effets principaux du sous menu ANOVA du
menu Stat de Minitab®, nous obtenons la représentation graphique des estimations
des fi(y) + ai(y), fiy) + a2(y), i(y) + Bi(y) et ji(y) + B2(y). Nous comprenons
ainsi visuellement pourquoi le facteur facteur Calorie a un effet significatif sur le
gain de Poids au seuil a = 5 %. L’influence du facteur Vitamine n’est, quant a elle,
pas significative au seuil & = 5 % ce qui est bien confirmé par le graphique ci-dessous.
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Graphique des effets principaux - Moyennes des données pour Poids

Calorie Vitamine

95

90

85 /

Poids

75

Fi1c. 11.6 - Graphique : Effets principaux.

A Taide de lentrée Diagramme des interactions du sous menu ANOVA du
menu Stat de Minitab®, nous obtenons la représentation graphique de I'effet des in-
teractions. Sous I’hypothese nulle 5{8' d’absence d’interaction entre les deux facteurs
Vitamine et Calorie, dans chacune des deux cases, inférieure gauche et supérieure
droite, du graphique, les deux segments représentés en noir et rougeﬁ sont paral-
leles. La force d’une interaction est associée au défaut de parallélisme de ces deux
segments. Nous constatons visuellement que dans les deux cases du graphique les
deux segments ne sont pas paralléles mais ces interactions entre les deux facteurs ne
sont pas assez importantes pour qu’elles soient significatives au seuil o = 5 %. Par
contre ces interactions auraient été significatives au seuil o = 10 % puisque nous

111

avons une p—valeur de 0,069 associée au test de I’hypothese nulle H,, .

4. Puisque nous avons rejeté 'hypothese nulle U-Cg d’absence d’effet du facteur Calorie
sur le gain de Poids. Nous pouvons réaliser des comparaisons multiples pour le
facteur C'alorie. Or ce facteur n’a que deux modalités! Il n’est donc pas nécessaire
de faire des investigations supplémentaires pour en déduire que ce sont les deux
seuls niveaux du facteur Calorie, 1 et 2, qui sont significativement différents au
seuil a = 5%.

SEn gris si vous lisez une version imprimée du corrigé de cet exercice.
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Diagramme d’interaction - Moyennes des données pour Poids

N 9 N

Calorie

-7 -+ 100

o1

Vitamine

Fic. 11.7 - Graphique : Diagramme d’interaction.

............

Les préférences de biscuits sont-elles les mémes d’un pays a ’autre

Une analyse sensorielle a été organisée simultanément en France et au Pakistan. Nous
avons demandé a 150 francais et a 163 pakistanais de donner une note d’appréciation a
8 biscuits (0 : je n’aime pas, 10 : j’aime beaucoup). Parmi ces biscuits, 4 sont fabriqués
et vendus en France (biscuits notés F1, F2, F3 et F4) et 4 sont fabriqués et vendus au
Pakistan (biscuits notés P1, P2, P3, et P4). L’objectif d’'une telle analyse est de comparer

les appréciations d’un pays a l’autre.

Un résumé des données est fourni dans le tableau ci-dessous.

Origine frangaise

Origine pakistanaise

F1 | F2 | F3 | F4

P1 | P2 | P3 | P4

Jury francais 7,35 | 6,06 | 5,08 | 5,75

4,99 6,03 | 422 | 5,18

Jury pakistanais | 6.29 | 5.10 | 5.23 | 5.38

749 | 6.74 | 5.56 | 6.32

1. Proposer un modele d’analyse de la variance sur les données du tableau précé-
dent permettant de répondre a la question : dans ’ensemble, les biscuits d’origine
frangaise et pakistanaise sont-ils évalués de la méme maniére par les deux jurys (le

"Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francois Husson et de Jérome Pa-

gés [HPer].
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premier constitué de juges exclusivement de nationalité francaise et le second consti-
tué exclusivement de juges de nationalité pakistanaise)? Interpréter la variabilité
résiduelle de ce modeéle.

2. Le listage suivant donne les résultats du modele d’analyse de la variance sur les
seules données du tableau précédent. Que pouvez-vous dire ?

ddl | SCE CM Jobs Proba

Nationalité jury 1 10,7439 | 0,7439 | 1,2398 | 0,28732

Origine biscuit 1 10,0053 | 0,0053 | 0,0088 | 0,92698

Nationalité jury : Origine biscuit | 1 | 3,9303 | 3,9303 | 0,02503 | 0,02503
Résiduelle 12 | 7,2004 | 0,6000

Nous analysons maintenant I’ensemble des données individuelles. Le tableau suivant donne
les probabilités critiques de chacun des effets et de chacune des interactions calculées sur
ces données brutes.

3. Pourquoi peut-il étre plus intéressant de travailler sur les données brutes? Que
pouvez-vous dire a partir du tableau d’analyse de la variance ci-dessous ? Interpréter.

ddl SCE cCM fobs Proba
Nationalité jury 1 1,5 1,5 0,245 0,621
Origine biscuit 1 0,06 0,06 | 0,0098 0,9212
Nationalité jury : Origine biscuit 1 410,17 | 410,17 | 66,91 | 5,126 x 1071¢
Résiduelle 1907 | 11689,94 | 6,130

4. Construire un graphique avec en abscisse les biscuits et en ordonnée les notes
moyennes par jury. Relier les points d’'un méme jury. Que représente ce graphique ?

5. Quelle critique pouvez-vous formuler concernant ce modele ?

oooooooooooo

Eléments de corrigé : Les préférences de biscuits sont-elles les mémes d’un

pays a 'autre ?

1. Dire que les biscuits ne sont pas évalués de la méme maniere par les deux jurys re-
vient a mettre en évidence une interaction entre les facteurs biscuit et jury. Si nous
considérons ’ensemble des biscuits, le tableau ne fait pas apparaitre de répétitions
et il est impossible de mettre en évidence une interaction. En revanche, si nous re-
groupons les biscuits par origine, alors nous pouvons construire un modele d’analyse
de variance a deux facteurs avec interaction. La variable Y sera ’appréciation et
les facteurs seront la nationalité du jury (frangaise ou pakistanaise) et 'origine des
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biscuits (frangaise ou pakistanaise) ainsi que 'interaction de ces deux facteurs.
Nous introduisons le modele :

Yijr =p+oi + 8+ (af)ij+eijn, =12 j=1,2 k=1...4,
2 2
avec les contraintes supplémentaires Z a; = 0, Z B; =0,
i=1 j=1
2

> (aB)iy; =0, Vi€ {1,2} et Y (af)i; =0, Vie{1,2},

i=1 j=1

ou Y;;, est la moyenne des appréciations du k—eme biscuit d’origine 7 évalué par
I’ensemble des juges de nationalité j. Nous postulons les hypotheses classiques sui-
vantes pour les erreurs :
Vo(i,5,k),1<i<2, 1<5<2, 1<k<4, L(ejr) =N(0,0?),
et Cov (€ jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<3,0<2,1<jm<2et 1 <k,n<4

La variabilité résiduelle est alors celle des biscuits d’'une méme origine évalués par
un méme jury (ceci est dii a notre regroupement).

2. Nous nous intéressons a la validité des hypotheses du modele.
Le test de I’homoscédasticité des résidus a l'aide d’un test de Levene n’est pas
significatif :

Test de 1’égalité des variances
Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,296
P : 0,827

Le test de normalité a l'aide d'un test de Shapiro-Wilk (car N = 45) n’est pas
significatif :

Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
R: 0,9719
W-test pour la normalité

Nous allons donc faire également un test de Bartlett (plus puissant que Levene a
cause de la normalité) :

Test de 1’égalité des variances
Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 0,296
P : 0,843
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Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
F F
Test de Bartlett
Statistique du test : 0,829
P: 0,843
F P
Test de Levene
P F
Statistique du test : 0,296
P: 0,827
P P
I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Fi1c. 11.8 - Graphique : Test de ’égalité des variances.

Graphique de |la courbe normale ou droite de Henry

999
99 -
95 -

80 -
50 -
20 -

05 -
01 -
,001

Probabilité

RESI1

Moyenne : 0,0000000 W-test pour la normalité

Ecart-type : 0,692838 R: 0,9719
N: 16 Valeur de P (approximatif) - > 0,1000

Fic. 11.9 — Graphique : Test de normalité.

Ce test n’est pas significatif ce qui confirme bien I’homoscédasticité des résidus.

Nous obtenons les résultats suivants, qui sont bien identiques a ceux qui figurent
dans le tableau de I’énoncé.

Modéle linéaire généralisé : Note en fonction de Origine; Jury
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Facteur Type Niveaux Valeurs
Origine fixe 2 FP
Jury fixe 2 FP

Analyse de la variance pour Note, en utilisant la SC ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
Origine 1 0,0053 0,0053 0,0053 0,01 0,927
Jury 1 0,7439 0,7439 0,7439 1,24 0,287
Origine*Jury 1 3,9303 3,9303 3,9303 6,55 0,025
Erreur 12 7,2004 7,2004 0,6000

Total 15 11,8798

Terme Coef Er-T coef T p

Constante 5,7981 0,1937 29,94 0,000

Origine

F -0,0181 0,1937 -0,09 0,927

Jury

F -0,2156 0,1937 -1,11 0,287
OriginexJury

F F 0,4956 0,1937 2,56 0,025

Au seuil @ =5 %, il y a un effet de U'interaction nationalité du jury X origine des
biscuits mais il n’y a pas d’effet de la nationalité du jury ni d’effet de l'origine des
biscuits. Cela signifie qu’aucun des jurys ne met en moyenne des notes plus élevées
(pas d’effet jury), et que les biscuits frangais sont en moyenne autant appréciés que
les biscuits pakistanais (pas d’effet origine) mais il existe une interaction. Donc les
francais n’évaluent pas les biscuits comme les pakistanais.

3. Nous introduisons le modéle :

Yijiki=p+ o+ 6+ v+ (af)ij + €k,
i=1,2 j=1,2 k=1...4 1=1...L(i,j,k),

2 2 4
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B; =0et Z v = 0,

i=1 j=1 k=1
2 2

Y (aB)i; =0, ¥je{1,2} et Y (aB)i; =0, Vie{1,2},
i=1 j=1

ou Y; ;x; I'appréciation du [—eéme juge de nationalité j évaluant le k—éme biscuit
d’origine 7. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
YV (4,7, k0),1<i<2, 1<7<2, 1<k<4, 1<I<L(i,7,k),
L(eijr) =N(0,02),
Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m<2,1<j,n<2, 1<ko<4, 1<I<L(i,jk)
et 1 < p< L(m,n,o).
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Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour Note

Origine Jury

60
59

58 e

Note

57 —

56 —

FiGc. 11.10 - Graphique : Effets principaux.

Diagramme d'interaction - Moyennes LS pour Note

Origine
¢« F
6,5 — =3
o 6,0 —
c
c
()
>
[e)
=
55 —

Jury

FiG. 11.11 — Graphique : Diagramme d’interaction.

Si nous travaillons sur les données brutes, nous pouvons donc construire le modeéle
ci-dessus et la variablité résiduelle change donc de signification par rapport a la
question 1. En effet deux indices n’interviennent qu’a travers la résiduelle : a la
variabilité des biscuits d’'une méme origine s’ajoute la variabilité des juges d’un
méme jury. Mais parallelement il y a beaucoup plus de données et donc les tests
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sont plus puissants. Cependant malgré des tests plus puissants nous ne mettons
toujours pas en évidence l'effet de 'origine du biscuit ni I'effet de la nationalité du
jury. L’interaction entre ces deux facteurs est par contre beaucoup mieux mise en
évidence puisque la p—valeur associée est maintenant de 5,126 x 10716 (contre 0,025
précedemment).

4. Le graphique demandé représente l'interaction origine du biscuit x jury. S’il n’y
avait pas d’interaction, les lignes brisées seraient paralleles. Nous pouvons voir ici
que les pakistanais apprécient surtout les biscuits pakistanais (biscuits P1, P2, P3
et P4) tandis que les frangais préferent les biscuits frangais (biscuits F1 a F4). Peut-
étre y a-t-il une sorte de rejet devant un produit nouveau ou une sur-notation pour
des produits nationaux qui sont reconnus et appréciés?

5. Nous ne tenons pas compte du facteur type de biscuit qui est emboité dans le facteur
Origine du biscuit.

11.2.3. Avec répétitions et plan déséquilibré

Analyse sensorielle de trois chocolat

Lors d'un test de dégustation hédonique, nous nous intéressons a l’appréciation globale
de trois chocolats. Pour cela, 45 juges ont participé a cette évaluation qui a eu lieu sur 2
jours (nous disposons de 15 échantillons par chocolat). Les notes d’appréciation des juges,
comprises en 0 et 7, sont données dans le tableau suivant. Chaque juge n’a évalué qu’'un
chocolat. Comme chacun choisit son jour de dégustation et le chocolat qu’il évalue, le
nombre de données et la répartition des chocolats évalués ne sont pas les mémes d’un jour
a 'autre.

Nous souhaitons d'une part vérifier qu’il y a bien un effet chocolat, s’il y a un effet jour
(les chocolats pouvant étre plus ou moins appréciés lors du premier ou du deuxiéme jour)
et un effet de l'interaction entre chocolat et jour.

Chocolat 1 Chocolat 2 Chocolat 3
52 6 541142 52 5 |46 56 52

Jour 1|52 6.6 44 54 48|48 58 64
44 56 6 5 6.2 5.2
54 64

32 4 36(32 36 42| 3 38 34

Jour2 |42 38 34| 4 36 4 |44

4 44 46
4

8Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francois Husson et de Jérome Pa-
gés [HPer].
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. Ecrire le modeéle permettant de répondre a la problématique. Que signifie interac-

tion entre les facteurs chocolat et jour?

Comment (par quelle formule) sont estimés les parameétres de ce modéle ?

3. Il y a-t-il un effet jour, un effet chocolat et un effet de l'interaction ?

4. Par chocolat, calculer la moyenne des notes et la comparer avec la moyenne ajustée

(1i(y) + a;(y)). Qu'en pensez-vous ? Quel est le chocolat préféré ?

Tester I'hypothese « Hy : 'effet du chocolat 1 est nul » (préciser les hypothéses du
test, la statistique de test, la loi de la statistique de test sous Hy, et la décision)

oooooooooooo

Eléments de corrigé : Analyse sensorielle de trois chocolats

1.

Nous introduisons le modéle :

Y;,j,]g:/L+Oéi+ﬁj—|—(06ﬂ)i7j+€i7j7k, 1=1...3, j=1,2, kIl...K(’i,j),
2

3

avec les contraintes supplémentaires g a; =0, E B =0,
i=1 j=1

3 2

Z(aﬁ)m‘ =0, Vj € {1,2} et Z(aﬁ)m =0, Vie{l,...,3},

i=1 j=1

ou Y; ;i est la k—eme note obtenue le jour j par le chocolat 7. Nous postulons les
hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v (i7j7k)7 I<i< 37 1 g] < 2) I < k < K(Zaj)a L(ei,j,k) = N(0702)7
et Cov (€ jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<3,0<3, 1<y m<2et 1 <k,n<K(i,7).

Une interaction Jour x C'hocolat signifie qu'un méme chocolat n’est pas apprécié
de la méme fagon les 2 jours.

2. Le vecteur des parameétres peut étre estimé par moindres carrés.

3. Nous procédons a PANOVA (en stockant les résidus afin de pouvoir vérifier s’ils

vérifient les hypothéses) a l'aide de la fonction modele linéaire généralisé et nous
obtenons les résultats suivant :

Modéle linéaire généralisé : note en fonction de jour; chocolat

Facteur Type Niveaux Valeurs
jour fixe 2 12
chocolat fixe 3 123

Analyse de la variance pour note
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Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
jour 1 26,3511 25,6301 25,6301 84,45 0,000
chocolat 2 1,3894 1,2021 0,6010 1,98 0,152
jour*chocolat 2 0,7662 0,7662 0,3831 1,26 0,294
Erreur 39 11,8364 11,8364 0,3035

Total 44 40,3431

Le test de I’homoscédasticité des résidus a l'aide d’un test de Levene n’est pas
significatif :

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,613
P : 0,691

Le test de normalité a I’aide d'un test de Shapiro-Wilk (car N=45) n’est pas signi-
ficatif :

Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
R: 0,9885
W-test pour la normalité

Nous allons donc faire également un test de Bartlett (plus puissant que Levene a
cause de la normalité) :

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 2,643

P : 0,755

Ce test n’est pas significatif ce qui confirme bien I’homoscédasticité des résidus.
L’étude du protocole expérimental nous assure de I'indépendance des variables €; j 1.

Puisque les conditions d’application de ’ANOVA sont bien respectées, nous pouvons
déduire des résultats reportés dans le tableau ci-dessus qu’en considérant le modele
introduit a la premiére question il n’y a, au seuil & = 5 %, ni effet chocolat (0,152 >
0,05) ni effet de I'interaction (0,294 > 0, 05).

4. La moyenne des notes est de 4,676. Les moyennes par chocolat sont :

Variable chocolat N Moyenne EcarType
note 1 15 4,507 0,982
2 15 4,507 0,807
3 15 5,013 1,041

Pour obtenir les moyennes ajustées ji(y) + a1(y), i(y) + aa(y), ti(y) + az(y) nous
faisons appel a la technique apprise dans le cours, basée sur la régression linéaire
multiple, afin d’estimer les coefficients [i(y), a1 (y), aa(y), az(y). Cette estimation
des parametres est encore obtenue a 'aide du modéle linéaire généralisé (pensez a
afficher les résultats les plus détaillés). Les calculs renvoient les résultats ci-dessous :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 4,58763 0,08801 52,13 0,000
jour
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1 0,80874 0,08801 9,19 0,000
chocolat

1 0,2124 0,1238 1,72 0,094
2 -0,2043 0,1215 -1,68 0,101
jour*chocolat

1 1 0,0713 0,1238 0,58 0,568
1 2 -0,1921 0,1215 -1,58 0,122

Nous en déduisons que :
i(y) = 4,588, ai(y) =0,212, ax(y) = —0,204, as(y) = —0,008
et que les moyennes ajustées valent :
i(y) +ai(y) = 4,800, fi(y) + as(y) = 4,384, [(y) + az(y) = 4, 580.

Par conséquent c’est le chocolat 1 qui est le préféré. Le déséquilibre des données
fait que la moyenne d’un chocolat n’est plus égale a sa moyenne ajustée. Ainsi
contrairement a ce que la moyenne des notes semblaient indiquer ce n’est pas le
chocolat 3 qui est le préféré.

—

Q
a1 # 0. La statistique du test est A—l et suit, sous
Oa;
I’hypothese nulle H,, une loi de Student avec autant de degrés de liberté que ceux
de la variance résiduelle (i.e. 39). La probabilité critique associée a cette valeur est

de 0,094, ce chocolat n’est donc pas significativement plus apprécié que les autres.

Hy : ay = 0 contre H;

11.3. Analyse de la variance a deux facteurs emboités
11.3.1. Plan déséquilibré
Les cyclamensﬂ

Les résultats suivants sont relatifs a la vitesse moyenne de croissance, en mm par jour,
des pédoncules floraux observés sur huit plantes de cyclamen, réparties au hasard entre

deux milieux de culture.

Milieu 1 Milieu 2
Plante 1 \ Plante 2 \ Plante 3 \ Plante 4 || Plante 5 \ Plante 6 \ Plante 7 \ Plante 8
0,76 0,97 0,58 0,86 0,81 1,07 0,62 0,93
0,66 0,74 0,57 0,93 0,77 0,82 0,99 1,07
0,61 0,51 1,02 0,95
0,65 0,62 0,79
0,66

9Les données de cet exercice sont tirées du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b.
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11.3 Analyse de la variance a deux facteurs emboités

1. De quel modele d’analyse de la variance pouvons-nous nous servir pour étudier ces
données ?

2. Pouvons-nous conclure sur cette base a 'existence d’une différence significative de
vitesse de croissance entre les deux milieux ?

Eléments de corrigé : Cyclamens

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs Milieu Plante
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 1,671
P : 0,187

W-test pour la normalité

R: 0,9928)
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Graphique de la courbe normale ou droite de Henry

999 |
99 |
95 |
80 |
50 |
20 -

Probabilité

05 —
01—
,001

-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
RESI1

Moyenne : 0,0000000 W-test pour la normalité
Ecart-type : 0,104580 R: 0,9928
N:24 Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Fic. 11.12 — Graphique : Test de normalité.
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Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs Milieu Plante
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 8,702
P : 0,275

Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur

Test de Bartlett

Statistique du test : 8,702
P 0,275

Test de Levene

Statistique du test : 1,671
P 0,187

W N O R WN 2 0N OO R W N

NONON RN NN NN A A A s A

0 10 20 30 40 50 60 70

Fi1Gc. 11.13 — Graphique : Test de I’égalité des variances.

Modéle linéaire généralisé : Croissance en fonction de Milieu; Plante

Facteur Type Niveaux Valeurs
Milieu fixe 2 12
Plante(Milieu) fixe 8 12341234

Analyse de la variance pour Croissan, en utilisant la SC ajustée pour
les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F p
Milieu 1 0,17340 0,06825 0,06825 4,34 0,054
Plante(Milieu) 6 0,24645 0,24645 0,04107 2,61 0,058
Erreur 16 0,25155 0,25155 0,01572
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11.3 Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour Croissance

23 0,67140

Coef Er-T coef
0,80438 0,02730
-0,05687 0,02730
-0,07750 0,05864
0,10750 0,07351
-0,17750 0,05864
-0,07125 0,07374
0,10875 0,06424
-0,05625 0,07374

T
29,47

-2,08

-1,32
1,46
-3,03
-0,97
1,69
-0,76

P
0,000

0,054

0,205
0,163
0,008
0,348
0,110
0,457

Total
Terme
Constante
Milieu
1
(Milieu)Plante
1 1
1 2
1 3
2 1
2 2
2 3
0,85 —
[O)]
O
c
©
B o8 —
e
O

0,75 —

Milieu

Fic. 11.14 — Graphique : Effets principaux.

............
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11.4. Analyse de la variance a trois facteurs

11.4.1. Sans répétition

Détermination d’une fumure optimale pour le bl

Une expérience en blocs aléatoires complets a été réalisée sur du blé au Rwanda. Trois
doses d’acide phosphorique (100, 200 et 300 kg/ha) et trois doses de chaux (1000, 4500
et 8000 kg/ha), les neufs combinaisons des engrais ayant été affectées chacune au hasard
et indépendamment a une parcelle au sein de chacun des trois blocs.

Fumures Bloc

P,Os [CaO || 1 | 2 | 3
1 1,30 | 0,80 | 2,01
2,05 | 2,37 | 2,52
2,07 | 2,60 | 2,25
2,25 12,36 | 2,71
2,99 | 2,92 | 3,63
2,62 | 2,89 | 3,43
2,61 | 2,36 | 3,29
3,22 1 2,93 | 3,85
3,15 | 3,35 | 3,67

W W NN ||

WD | WD | W DN

1. Quel modele d’analyse de la variance pouvons-nous utiliser avec ces données? Le
plan est-il équilibré ? Il y a-t-il des facteurs a effets aléatoires ?

2. Nous décidons dans cette question de négliger 'influence du facteur bloc. Procéder a
I’étude de ces données en utilisant le modele d’analyse de la variance a deux facteurs
le plus complet que nous pouvons utiliser.

2. Nous décidons dans cette question de ne plus négliger 'influence du facteur bloc.
Procéder a I'étude de ces données en utilisant le modeéle d’analyse de la variance a
trois facteurs le plus complet que nous pouvons utiliser.

Eléments de corrigé : Rendement de blé

En absence de répétitions, nous ne pouvons tester I’hypothése d’homogénéité des variances
des erreurs. Nous nous contentons de vérifier partiellement cette hypothese par rapport a
chacun des couples de trois variables (P205, CaQ), (P205, Bloc) et (CaO, Bloc).

0es données de cet exercice sont inspirées du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Cal
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,904
P : 0,534

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,626
P : 0,746

Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs Ca0 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,880
P : 0,551

W-test pour la normalité
R: 0,9856)
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Ca0
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 12,426
P : 0,133
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Graphique de |la courbe normale ou droite de Henry

999 -
99
95
:_.2 ,80
T 50
Ne)
09_ 20 -
,05
,01
,001 -
T T T T T T
-0,3 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
RESI1
Moyenne : 0,0000000 W-test pour la normalité
Ecart-type : 0,135969 R: 0,9856
N :27 Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
Fic. 11.15 - Graphique : Test de normalité.
Test de I'égalité des variances pour RESI1
95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
1 1
1 2 Test de Bartlett
; 3 Statistique du test : 12,426
P: 0,133
2 1
[ S 2 2
2 3
Test de Levene
- o 3 1
Statistique du test : 0,904
—_ 3 2 P 0,534
[ 3 3
I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Fi1Gc. 11.16 — Graphique : Test de I’égalité des variances.

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Bloc
NivConf 95,0000
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 14,135
P : 0,078

Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
1 1
1 2 Test de Bartlett
; 3 Statistique du test : 14,135
P: 0,078
[ 2 1
2 2
2 3
Test de Levene
[ 3 1
Statistique du test : 0,626
3 2 P: 0,746
[ 3 3

Fi1c. 11.17 — Graphique : Test de I’égalité des variances.

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs Ca0 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 11,554
P : 0,172

Modéle linéaire généralisé : Rendement en fonction de P205; Ca0; Bloc

Facteur Type Niveaux Valeurs
P205 fixe 3 123
Ca0 fixe 3 123
Bloc aléatoire 3 123
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Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma

Niveaux du facteur

[ )

Fic. 11.18 — Graphique :

Analyse de la variance pour Rendemen, en utilisant la SC

Test de Bartlett

Statistique du test : 11,554
P: 0,172

Test de Levene

Statistique du test : 0,880
P 0,551

Test de 1’égalité des variances.

ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F p
P205 2 6,57916 6,57916 3,28958 103,02 0,000
Ca0 2 3,20379 3,20379 1,60189 16,72 0,011
Bloc 2 1,81336 1,81336 0,90668 13,40 0,108 x
P205*Ca0 4 0,18764 0,18764 0,04691 0,78 0,568
P205%*Bloc 4 0,12773 0,12773 0,03193 0,53 0,717
Ca0*Bloc 4 0,38330 0,38330 0,09583 1,59 0,266
Erreur 8 0,48067 0,48067 0,06008

Total 26 12,77565

x Pas un test F exact.

Terme Coef Er-T coef T P

Constante 2,67407 0,04717 56,69 0,000

P205

1 -0,67741 0,06671 -10,15 0,000

2 0,19259 0,06671 2,89 0,020

Cal

1 -0,48630 0,06671 -7,29 0,000

2 0,26815 0,06671 4,02 0,004

Bloc

1 -0,20074 0,06671 -3,01 0,017
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2 -0,16519 0,06671 -2,48 0,038
P205x*Ca0

1 1 -0,14037 0,09435 -1,49 0,175
1 2 0,04852 0,09435 0,561 0,621
2 1 0,05963 0,09435 0,63 0,545
2 2 0,04519 0,09435 0,48 0,645
P205*Bloc

1 1 0,01074 0,09435 0,11 0,912
1 2 0,09185 0,09435 0,97 0,359
2 1 -0,04593 0,09435 -0,49 0,639
2 2 0,02185 0,09435 0,23 0,823
Ca0x*Bloc

1 1 0,06630 0,09435 0,70 0,502
1 2 -0,18259 0,09435 -1,94 0,089
2 1 0,01185 0,09435 0,13 0,903
2 2 -0,03704 0,09435 -0,39 0,705
Remarque :

Nous remarquons qu’ici Minitab® 13.31 se comporte de maniére étrange pour réaliser le
test de l'effet du facteur Bloc. En effet, comme indiqué au paragraphe la statistique
de ce test suit une exactement une loi de Fishera K —1=2et (I —1)(J - 1)(K —1) =
2% 2 x 2 = 8 degrés de liberté. Minitab® réalise ici 'approximation de Satterthwaite alors
que cela n’est pas nécessaire. La version 14 de Minitab® n’a pas corrigé ce probléme.

............

11.4.2. Avec répétitions
Rendement de bl

Nous étudions le rendement du blé en fonction des trois variables suivantes : la présence
ou 'absence d’irrigation, la quantité d’engrais apportée (faible, moyenne ou importante)
et la présence ou ’absence de fongicide. Pour chaque combinaison des facteurs, deux essais
ont été mis en place.

1. Définir le modéle (sous la forme indicée) que nous utilisons si nous considérons que
toutes les interactions d’ordre 2 sont présentes.

HTes données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francois Husson et de Jérdéme Pa-
gés [HPer].
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Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour Rendement

P205 Ca0 Bloc
32
29 /\
=
[
% 26 - //
©
c
]
@
23 -
20
N @ » ~ v > N a o
Fic. 11.19 - Graphique : Effets principaux.
Diagramme d'interaction - Moyennes LS pour Rendement
N @“ > N Vv > N Vv %>

35

25

B e g

35

Bloc

Fi1c. 11.20 - Graphique : Diagramme des interactions.

Les interactions fongicide x engrais et fongicide X irrigation sont considérées a priori

comme négligeables par I'expérimentateur.

2. Déterminer les valeurs de tous les coefficients du modéle.

3. Décrire le test de significativité de l'interaction irrigation x engrais. Conclure.

4. Y a-t-il un effet engrais (Décrire le test et la décision) ? Pour le facteur engrais, la
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

modalité « importante » fait-elle varier le rendement significativement par rapport
au rendement moyen (Décrire le test et la décision) ?

5. Quel rendement pouvons-nous prévoir dans les conditions suivantes : avec irrigation,
avec fongicide et une dose d’engrais importante ?

Eléments de corrigé : Rendement de blé

1. Le modele s’écrit, en notant Y ;; le rendement de la [—eéme parcelle cultivée avec
I'irrigation 7, le fongicide j et la dose d’engrais k :

Yijes = b+ i+ B + v+ (@B)ij + (@y)ig + (87)jk + €
avect=1,2, j=1,2, k=1...3,1=1,2
avec les contraintes supplémentaires

2 2 3
D ai=0,) fi=0ct } =0,
i=1 j=1 k=1

2 2

D (@B)iy =0, Vi€ {12} et Y (af);,; =0, Vi€ {1,2},
i=1 j=1

2 3

D (@7)ir =0, VE€{1,....3} et > (a)ir =0, Vi € {1,2},
=1 k=1

2 3
D (B7)ik =0, Vk e {1,...,3} et Y (57);5 =0, Vj € {1,2},
j=1 k=1

avec les hypotheses suivantes pour les résidus :
V (i, 5, k, 1) L(€ijns) = N(0,0%) et Cov(€;jri, €mmop) = 0si (i,7,k,1) # (m,n,o,p).

2. Les contraintes imposées par le modéle donnent les relations suivantes :

2

Z &\z(y) = 0 donc aavec/i@tion(y) - _asar@tion(y) - 4, 8922
=1

2
Z /Bj(y) =0 donc ﬁavec fongicide(y> = _asaI?fOTgcide(y) = 37 8917
j=1

3

Z%(y) = 0 donc Vengrmortant<y) = _IYen@oyen(y)_’Yenmible(y) = 117 2751
k=1

3
Vi € {1,2}, Z@lk(y) =0 donc :
k=1
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d.

o~ o~ o~

A%ss irr,eng imp(y) = Q% irr,eng faible(y) — Qg irr,eng moy (y) = 07 7960

2
VE € {1,2,3}, Z&’\yzk(y) =0 donc :
i=1

o~ o~

A irr,eng imp (y> = —Q,y irr,eng imp(y) = _07 7960
a’\yss irr,eng moy(y) = _af\yav irr,eng moy(y) = 07 9467
@ss irr,eng faib(y) - _@av irr,eng faib(y) = _07 1507.

Les autres coefficients étaient renseignés dans le tableau fourni avec 1’énoncé.

Test de significativité de l'interaction irrigation x engrais :
Ho - V(i, k), (y)ir =0
contre
Hy El(i(]? kO)a (On/)io,ko 7é 0.

La statistique de test utilisée est :

o CM; interaction
C’]\4résiduelle

Ici ddlinteraction = ([ — 1)(K — 1) =2et ddlrésiduelle =n-—1-— ([ — 1) — (J — 1) —
(K—-1)—(I—-1)(K—-1)=24—-1—-1—-1-2—2 = 17. Sous 'hypothése nulle
Hoy et une hypothese de normalité des données, F' suit une loi de Fisher a 2 et 17
degrés de liberté. Décision : soit nous comparons f.s avec le quantile 1 — « de la
loi de Fisher a 2 et 17 degrés de liberté, soit nous comparons la p—valeur avec le
seuil a du test. Ici la p—valeur vaut 0, 7535, nous ne rejetons pas I’hypothese nulle
Hoy au seuil de o = 5 %. Nous considérons donc qu’il n’y a pas d’interaction entre
le facteur irrigation et le facteur engrais.

F

. La probabilité critique du test pour l'effet engrais est inférieure a 0, 0005, nous en

déduisons que le test est significatif : il y a un effet engrais. Nous nous demandons
si le coefficient Yeng imp €st significativement différent de 0 au seuil & = 5 %. Pour
cela nous testons I'’hypothese Ho : Yeng imp = 0 Hi : Yeng imp 7 0. La statistique

du test est S8R o suit, sous I’hypothése nulle, une loi de Student avec autant de
0' ——
Yeng imp

degrés de liberté que ceux de la variance résiduelle (i.e. 17). La probabilité critique

associée a cette valeur est < 0,0005 donc < o = 0, 05. Par conséquent les rendements
observés pour un apport important d’engrais sont significativement supérieurs (en
moyenne de 11,2751) au rendement moyen.

Le modéle retenu est le modeéle sans interaction :

}/i,j,k,l:M+ai+ﬁj+7k+€i,j,k,la 2212, ]21,27 k?:13, l:1,2
2

2 3
avec les contraintes Z a; =0, Z Bj =0 et Z’yk =0,
j=1 k=1

i=1
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

et les hypothéses suivantes pour les erreurs :
v (i7j7 k7 l) L(ei,j,k,l) = N(07 02) et COV(ei,j,k,la 6m,n,o,p) =0 si (i7j7 k) l) 7é (ma n, 07p)'

Les estimations des parameétres des effets principaux sont identiques dans le modele
avec ou sans interaction car les données sont équilibrées (cf cours sur les plans
d’expérience).

L —

Y;w irr,av fon,eng imp(y) = ﬁ(y) + m(y) + /Bav fon(y) + ’Y@p(y) = 887 68 qX/ha-

Résistance de panneaux de particules a ’arrachage des clou

Une des qualités essentielles des panneaux agglomeérés constitués de particules ou de fibres
de bois est la résistance de ces panneaux a 'arrachage des clous. Au cours d’'une étude
nous avons étudié simultanément l'influence de trois facteurs : la grosseur des clous, le
diameétre des anneaux sur lesquels sont déposées les éprouvettes soumises aux essais et la
vitesse d’arrachage.

Les essais ont été effectués sur des éprouvettes carrées de 50 mm de coté, les modalités
des trois facteurs sont :

-i- le diameétre de la téte des clou est soit de 6,5 mm soit de 8 mm,
-ii- le diameétre des anneaux servant de support est soit de 22 mm soit de 30 mm,

-iii- les vitesses d’arrachage ont été de 22, 45 et 90 par minute.

De plus 5 éprouvettes ont été utilisées pour chacune des 12 combinaisons des modalités
du facteur.

Nous disposons ainsi au total de 60 résultats de la mesure de la résistance de panneaux
de particules a ’arrachage des clous exprimée en kg.

12Les données de cet exercice sont tirées du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].
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o4
26
o8
o1

57
57
o8
61

29
25
60

68

61

61

67

o4
o1

47
o1

29
52
26
02
52
23
63

54
65

62

60

H grosseur ‘ anneaux ‘ vitesse ‘ essail H resistance H
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

H grosseur | anneaux ‘ vitesse ‘ essai H resistance H

2 1 1 1 67
71
72
70
81
79
30
81
80
85
78
78
7
83
79
67
66
62
71
69
72
67
75
70
71
78
81
67
76
75

pO| DO D[ M| B BO| Do DO | pO| | M| B RO RO RO | b | O | N | B B[ DO DO | b | DO | M| B[ B[ B[ B
Do | po| po| po| b0 b Do Do | b O] M| RO RO DO DO | = | = = | = = = = = =] =] =] ] =]
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1. Quel modele d’analyse de la variance pouvons-nous utiliser avec ces données? Le
plan est-il équilibré ? Il y a-t-il des facteurs a effets aléatoires?

2. Nous décidons dans cette question de négliger I'influence du facteur essai. Procéder
a ’étude de ces données en utilisant le modele d’analyse de la variance a trois
facteurs le plus complet que nous pouvons utiliser.

Eléments de corrigé : Résistance de panneaux de particules a ’arrachage des
clous
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Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs grosseur anneaux vitesse
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,436
P : 0,932

999
99 -
95 -

80 -
50 -

Probabilité

20 -
05 -
01 -
001 |

RESI1

Moyenne : -0,0000000 W-test pour la normalité
Ecart-type : 3,22595 R: 0,9908
N : 60 Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

FiGc. 11.21 — Graphique : Test de normalité.

W-test pour la normalité
R: 0,9908
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs grosseur anneaux vitesse
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 9,893
P : 0,540
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
1 1 1
1 1 2 Test de Bartlett
1 1 3 s
Statistique du test : 9,893
! 2 ! P: 0,540
1 2 2
1 2 3
2 1 1
2 1 2
Test de Levene
2 1 3
) ) ; Statistique du test : 0,436
P: 0,932
2 2 2
2 2 3
I I

Fi1c. 11.22 - Graphique : Test de I’égalité des variances.

Modéle linéaire généralisé : resistance en fonction de anneaux; grosseur;

Facteur Type Niveaux Valeurs
anneaux fixe 2 12
grosseur fixe 2 12
vitesse fixe 3 123

Analyse de la variance pour resistan, en utilisant la SC ajustée pour
les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
anneaux 1 355,27 355,27 355,27 27,77 0,000
grosseur 1 4403,27 4403,27 4403,27 344,23 0,000
vitesse 2 632,10 632,10 316,05 24,71 0,000
anneaux*grosseur 1 29,40 29,40 29,40 2,30 0,136
grosseur*vitesse 2 86,23 86,23 43,12 3,37 0,043
anneaux*vitesse 2 54,03 54,03 27,02 2,11 0,132
anneaux* 2 10,30 10,30 5,15 0,40 0,671
grosseur*vitesse

Erreur 48 614,00 614,00 12,79

Total 59 6184,60

Terme Coef Er-T coef T P

Constante 65,7000 0,4617 142,29 0,000

anneaux

1 2,4333 0,4617 5,27 0,000
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grosseur
1 -8,5667
vitesse

1 -4,0000
2 0,0500
anneaux*grosseur

1 1 -0,7000
grosseur*vitesse

1 1 0,6667
1 2 -1,6833
anneaux*vitesse

1 1 -0,4333
1 2 1,3167
anneaux*grosseur*vitesse

1 1 1 0,1000
1 1 2 -0,5500

0,4617

0,6530
0,6530

0,4617

0,6530
0,6530

0,6530
0,6530

0,6530
0,6530

-18,55 0,000

-6,13 0,000
0,08 0,939

-1,52 0,136

1,02 0,312
-2,58 0,013

-0,66 0,510
2,02 0,049

0,15 0,879
-0,84 0,404

Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour resistance

grosseur anneaux

vitesse

74

o | i

62 —

58

resistance

Fi1c. 11.23 — Graphique : Effets principaux.

11.5. Analyse de la variance a trois facteurs totale-

ment emboités

Nous renvoyons le lecteur a 'exemple page 337 du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].
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11.6 Analyse de la variance a trois facteurs partiellement emboités

Diagramme d'interaction - Moyennes LS pour resistance

N 4 N 94 N v ]

grosseur el

anneaux

2
e vitesse s

T tes

o1

Fi1c. 11.24 - Graphique : Diagramme des interactions.

............

11.6. Analyse de la variance a trois facteurs partiel-
lement emboités

Nous renvoyons le lecteur a I'exemple page 340 du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].
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Chapitre 12

Quelques tests non paramétriques.||

12.1. Les tests non paramétriques sur un échantillon

Dans cette section nous nous intéressons a deux tests non paramétriques :

— le test du signe et

— le test des rangs signés.

Nous utiliserons de préférence le test des rangs signés dés que les conditions de son utili-
sation sont remplies, sa puissance étant alors supérieure a celle du test du signe.

12.1.1. Test du signe

Soit un échantillon indépendant et identiquement distribué X1, ..., X,, d’une loi continue
F' dont la valeur médiane est notée m, et la moyenne pu. Le test du signe permet de tester
les hypotheéses suivantes :

Hypotheéses :

1
Ho : me =0 ou de fagon équivalente P [X; > 0] = 5

contre

Hy :me #0 ou de facon équivalente P [X; > 0] #

DN —

Remarque 12.1.1. La formulation de ce test est bien siir la formulation d’un test bi-
latéral. Nous pouvons envisager les deux tests unilatéraux correspondants. A ce moment
la, la formulation de I’hypothese alternative H; est différente et s’écrit soit :

/

H,:PIX; >0] <

N | —

soit

11

I

N —

Les références [KRBI6], [PP98] et [Fal05] ayant servi a I'élaboration de ce chapitre sont mentionnées
dans la bibliographie.



Chapitre 12. Quelques tests non paramétriques

Remarque 12.1.2. Plus généralement ce test permet de tester I’hypothése nulle

Ho : me =mg ou de fagon équivalente P[X; > 0] =p

contre

Hy : me #mgy ou de fagon équivalente P[X; > 0] #p

ou mg est un nombre réel et p est une constante comprise entre 0 et 1,
ou encore, dans la version unilatérale, contre ’hypothése alternative

/
j‘flm6<m0

ou encore, dans la version unilatérale, contre I'hypothese alternative

11
H : me > my.

Pour cela il suffit de considérer I’échantillon Z,...,7Z, avec Z; = X; — mg et de lui
appliquer le test décrit ci-dessous.

Statistique : 5, désigne le nombre de variables X;, 1 < i < n, qui prennent une valeur
positive.

Propriétés 12.1.1. Lorsque I’hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire S, suit
exactement une loi binomiale B(n,p) de paramétres n et p.

Concretement cette hypothese nulle H, signifie que 'effectif de I’échantillon considéré est
faible devant celui de la population dont il est issu.

Remarque 12.1.3. Nous pourrons prendre comme taille limite des échantillons dont les
effectifs sont inférieurs a une fraction de 1/10 de la population. Dans ce cas nous pouvons
assimiler les tirages réalisés ici a des tirages avec remise.

Cas le plus souvent utilisé : p =1/2. Nous nous proposons de tester :

Hypotheéses :

1
J‘COP[X1>O}:§

contre

1

Statistique : S,, désigne le nombre de variables X;, 1 < ¢ < n, qui prennent une valeur
positive.

Propriétés 12.1.2. Lorsque I’hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire S, a les
trois propriétés suivantes :

1. La variable aléatoire S,, suit une loi binomiale B(n,1/2) de paramétres n et 1/2. De
ce fait, découle les deux propriétés suivantes :

2. E[S,] = n/2.
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12.1 Les tests non paramétriques sur un échantillon

3. Var[S,| = n/4.

Cette distribution binomiale est symétrique. Pour n grand (n > 40), nous pouvons utiliser
I’approximation normale avec correction de continuité :

®(2h+1—n)
N

ou P est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

PHO[SnSh]:P}CO[SRZTL—h]:

Décision 12.1.1.  Pour un seuil donné o (= 5% = 0,05 en général), nous cherchons le
plus grand entier s, tel que P[Y < s3] < /2 oY suit une loi binomiale B(n,1/2) de
paramétres n et 1/2. Alors nous décidons :

Hy est vraie si Spops E)S5,n — 4]
Ho est vraie si Spobs €|SE,n — SE[.

Remarque 12.1.4. Le niveau de signification réel du test est alors égal a 2P [V < s%]
qui est généralement différent de .

Remarque 12.1.5. Pour voir un exemple, nous renvoyons a la feuille de travaux dirigés
qui sera traitée lors de la premiere séance de travaux dirigés.

12.1.2. Test des rangs signés de Wilcoxon

Soit un échantillon indépendant et identiquement distribué Xy, ..., X,, d'une loi continue
F dont la valeur médiane est notée m, et la moyenne pu.

Hypotheéses : Le test des rangs signés permet de tester I’hypothese nulle

’f]’(o : La loi continue F' est symétrique en O‘

contre

’ﬂ-(l : La loi continue F' n’est pas symétrique en 0.‘

De plus, si nous savons que la loi continue F' est symétrique, alors le test des rangs signés
de Wilcoxon devient

contre

Ici pg est un nombre réel et ce jeu d’hypotheses permet alors de s’intéresser a la moyenne
de la loi continue F'.
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Cas ou il n’y a pas d’ex &quo.

Soit x1,...,x, n réalisations de I’échantillon précédent. A chaque z; nous attribuons le
rang r{ qui correspond au rang de |z;| lorsque que les n réalisations sont classées par ordre
croissant de leurs valeurs absolues.

Statistique : Nous déterminons alors la somme w des rangs r{ des seules observations
positives. La statistique W I des rangs signés de Wilcoxon est la variable aléatoire qui
prend pour valeur la somme w. Par conséquent, la statistique W, des rangs signés de

Wilcoxon s’écrit
wi= > R

1<i<n
X, >0

Propriétés 12.1.3. Lorsque U'hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire W,F a
les trois propriétés suivantes :

1. W, est symétrique autour de sa valeur moyenne E[W,f] =n(n+1)/4.

2. Var Wi =n(n+1)(2n +1)/24.

3. Elle est tabulée pour de faibles valeurs de n. Pour n > 15, nous avons [’approxima-
tion normale avec correction de continuité :

+<wl = w+0,5—n(n+1)/4
P[Wn < } @<\/n(n+1)(2n+1)/24>

ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Décision 12.1.2.

— Premier cas : Pour tester I’hypothese nulle « Hy : La loi continue F' est symétrique
en 0 » contre [’hypothése alternative « Hy : La loi continue F n’est pas symétrique
en 0 » pour un seuil donné a, nous cherchons Uentier w, tel que P[WF < w,] =~ a/2.
Alors nous décidons :

{ Hy est vraie si W

¢lw, + 1,n(n+1)/2 —w, — 1],
€lwe +1,nn+1)/2 —w, — 1].

n,obs

S +
Ho est vraie si - W

— Second cas : Pour tester [’hypothese nulle « Hy : pu = pg », nous introduisons l’échan-
tillon Zy,...,Z, avec Z; = X; — u, 1 <@ < n.

Cas ou il y a des ex squo.

Les observations zi,...,x, peuvent présenter des ex sequo et a fortiori leurs valeurs
absolues. Il s’agit en particulier du cas ot la loi F' est discrete. Deux procédures sont alors
employées.

e Méthode de départition des ex aquo

Nous départageons les ex sequo a l'aide d’une table de nombres aléatoires. A cha-
cune des valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par
ordre croissant de ces entiers, un rang différent a chaque observation. Ainsi chacun
des rangs des observations est différent et nous pouvons directement appliquer les
résultats du paragraphe précédent.
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12.2 Les tests non paramétriques sur deux échantillons

e Méthode des rangs moyens

. \ . *
En associant a la variable X; son rang moyen R{ dans le classement des valeurs
absolues et en sommant tous les rangs pour lesquels X; > 0 nous obtenons la

statistique :
+x a*
W, = E R} .
1<i1<n
X; >0
Les valeurs absolues observées |zi|,...,|z,| étant ordonnées puis regroupées en

classes d’ex &quo, Cy pour la premiere classe qui est constituée des nombres |z]
nuls, s’il en existe, et C;, 1 < j < h pour les autres nombres, certaines classes C}
pouvant comporter un seul élément, si cet élément n’a pas d’ex sequo, notons d; le
nombre d’ex sequo de la classe C;. Nous avons

h
do + Zd] = n.
j=1

Sous I’hypothese nulle Hy et si n > 15, il est d’usage d’utiliser I'approximation

normale
+x *
Wn—*m ~ N(0,1)
g
ou I
m* = 1 (n(n+1) —do(do + 1))
et
1 1 <&
(0*)” = o (n(n+1)(2n+ 1) — do(dy + 1)(2do + 1)) — 5 (df — dj) .

7j=1

Dans le cas ou nous utilisons cette méthode des rangs moyens, nous ne pouvons pas
utiliser les tables statistiques usuelles qui concernent la distribution de la variable
aléatoire W'.

12.2. Les tests non paramétriques sur deux échantil-
lons

12.2.1. Les échantillons sont indépendants : Test de Mann-Whi-
tney
Nous observons, de maniére indépendante, une variable Y, continue, sur deux populations,

ou sur une population divisée en deux sous-populations. Nous notons £; la loi de Y sur
la (sous-)population d’ordre i. Nous allons présenter le test :

Hypotheéses :

’3{0 : Les deux lois L; sont égales ou encore de fagon équivalente : L1 = LQ‘

contre

’3{1 : Les deux lois £; ne sont pas égales ou encore de facon équivalente : L # Ls. ‘
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Cas ou il n’y a pas d’ex aequo.
Statistique : Pour obtenir la statistique du test notée U en général, nous devons procéder

a des étapes successives :

1. En nous plagant sous I'hypothese nulle Hy, nous classons par ordre croissant 1’en-
semble des observations des deux échantillons (z1,...,z,,) et (y1,...,Yn,) de taille
respective nq et ns.

2. Nous affectons le rang correspondant.

3. Nous effectuons la somme des rangs pour chacun des deux échantillons, notés Ry et

Rs.
4. Nous en déduisons les quantités U; et Us qui se calculent ainsi :
1
U1 =Ny XTLZ“F%_Rl (1221)
et )
U2:n1 XTQ—FM—RQ:TH XnQ_Ul. (1222)

2
La plus petite des deux valeurs U; et Uy, notée U, »,, est utilisée pour tester I’hypothese
nulle H,.

Propriétés 12.2.1. Lorsque I’hypothése nulle Hy est vraie, la variable aléatoire U,, ,, a
les trois propriétés suivantes :

1. E [Unlﬂm] = (m X 7@)/2

2. Var [Un17n2] = (n1 X ng)(nl + no + 1)/12

3. La variable aléatoire U, ,, est tabulée pour de faibles valeurs de n. Pour n = 20,
nous avons l’approximation normale :

\/(nl X ng)(nl + ng + 1)/12
ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Décision 12.2.1.

— Premier cas : 57 les tailles ny ou ny sont inférieures a 20, alors, pour un seuil donné «
(= 5% = 0,05 en général), la table de Mann-Whitney nous fournit une valeur critique
c. Alors nous décidons :

P[Upyn, <ul =0 ( u— (X ny)/2 )

Hy est vraie si Upypyobs < G,
Ho est vraie si Upyny.obs > C-

— Second cas : Si les tailles ny et ny sont supérieures a 20, alors la quantité est décrite
approzimativement par une loi normale et nous utilisons alors le test de [’écart réduit :

Unyng — (N1 X n2)/2
\/(nl X ng)(ny + no + 1)/12'

Pour un seuil donné a (= 5% = 0,05 en général), la table de la loi normale centrée
réduite nous fournit une valeur critique c. Alors nous décidons :

Hy est vraie si Zny ny.obs = C
Ho est vraite st Zp, nyobs < C.

Zn17n2 =
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Cas ou il y a des ex aquo.

Les observations 1, ..., Zn,, Y1, - .., Yn, Peuvent présenter des ex aequo. Il s’agit en parti-
culier du cas ou les lois F' et G dont sont issus les deux échantillons sont discretes. Deux
procédures sont alors employées.

e Méthode de départition des ex equo

Nous départageons les ex sequo a 1’aide d'une table de nombres aléatoires. A chacune
des valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par ordre
croissant de ces entiers, un rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs
des observations est différent et nous pouvons directement appliquer les résultats du
paragraphe précédent.

e Méthode des rangs moyens

Les valeurs absolues observées xy,...,%,,, Y1, ..., Yn, €tant ordonnées puis regroupées
en h classes d’ex aequo Cj, 1 < j < h, certaines classes C; pouvant comporter un seul

¢lément, si cet élément n’a pas d’ex sequo, notons d; le nombre d’ex sequo de la classe
h

C;. Nous avons Zdj =nj + No.

j=1
En associant a 'observation X; son rang moyen R} dans ce classement et en sommant
tous les rangs de tous les X;, nous obtenons la statistique :

n2
* _ *
Unyny = E R
i=1

Sous I'hypothése nulle Hy : « X et Y ont la méme distribution » et pour n; > 15 et
ne > 15, il est d’usage d’utiliser I’approximation normale

Ur —m*
e & N(0, 1)
o
ou ]
m* = 3 (ni(n1 +ng + 1))
et
1 nin h
*) 2 1762 3
= — 1)) — — ds —d;).
(J) B (n1n2<n1+n2+ )) 12 (n1+n2)(n1+n2_1) - (] ])

7=1

Dans le cas ou nous utilisons cette méthode des rangs moyens nous ne pouvons pas uti-
liser les tables statistiques usuelles qui concernent la distribution de la variable aléatoire
Unl ;o e

12.2.2. Les échantillons sont indépendants : Test de la médiane
de Mood

Nous considérons deux échantillons indépendants (X7,...,X,,) et (Y1,...,Y,,).
(X1,...,Xp,) est un échantillon indépendant et identiquement distribué d’une loi conti-
nue F et (Y7,...,Y,,) est un échantillon indépendant et identiquement distribué d’une loi
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continue G.

Apres regroupement des nq + ny valeurs des deux échantillons, n; x My est le nombre
d’observations X; qui sont supérieures a la médiane des N = n; + ny observations.

Sous I’hypothese nulle Hy : « Les variables X et Y suivent la méme loi continue c’est-a-dire
G = F' », la variable ny x My peut prendre les valeurs 0,1,...,n; selon la distribution
hypergéométrique suivante :

N/2—k
ck Cpl?

N2

Plny x My = k] =

Ainsi nous avons :
nl(nl + Nog — EN)

2N

E[?’Ll X MN] =

n1n2<n1 + no + 1)
4(711 + ng — 1+6N)(n1+n2+1 —EN)7

ou ey = 0 si N est pair et ey =1 si NV est impair.

Var [ny x My] =

Lorsque n; et ny sont grands, c¢’est-a-dire ny; > 25 et ny > 25, nous utilisons I'approxima-
tion normale :

ny X My —E[ny x My]
V/ Var [ng x My]

~ N(0,1)

avec correction de continuité.
La distribution est symétrique lorsque N est pair.

Pour tester I’hypothéese nulle Hy : « G = F » contre H; : « G # F » avec un niveau de
signification égal & a, nous cherchons les entiers k, et k., tels que P[n; x My < ko] ~ /2
et P [nl X My >ny — k;] ~ «/2, puis nous rejetons ’hypothése nulle Hj si la réalisation
de la statistique du test calculée a I'aide de I’échantillon n’est pas dans 'intervalle [kq, k,,].
Cette statistique permet également de réaliser des tests unilatéraux.

12.2.3. Les échantillons sont dépendants : Test de Wilcoxon

Nous considérons deux variables aléatoires X et Y, de méme nature, observées toutes les
deux sur les mémes unités d’un n-échantillon. Les observations se présentent alors sous
la forme d’une suite de couples (z1,¥1), ..., (Zn,yn). Ce test concerne les lois des deux
variables. Pour ce faire nous testons :

Hypotheses :

Ho : Les deux lois sont égales ou encore de fagon équivalente L(X) = L(Y)

contre

JH; : Les deux lois ne sont pas égales ou encore de fagon équivalente L(X) # L(Y).
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Cas ou il n’y a pas d’ex aequo.
Statistique : Pour obtenir la statistique du test notée S* en général, nous devons pro-
céder a des étapes successives :

1. Ce test suppose que la loi de la différence entre les deux variables étudiées est
symétrique par rapport a 0.

2. Apres avoir calculé les différences d;, nous classons par ordre croissant les |d;| non
nulles, c’est-a-dire les d; sans tenir compte des signes.

3. Nous attribuons a chaque |d;| le rang correspondant.

4. Nous restituons ensuite a chaque rang le signe de la différence correspondante.

5. Enfin, nous calculons la somme S* des rangs positifs (P) et la somme S~ des rangs
négatifs (M).

La somme ST des rangs positifs (P) permet de tester I'hypothése nulle Hp.

Décision 12.2.2.

— Premier cas : Sin < 15, nous utilisons une table et nous comparons la valeur de (ST)
a la valeur critique ¢ associée au seuil o du test.

— Second cas : Sin > 15, nous utilisons ’approximation normale avec correction de
continuité :

Pag, [5* < A %(D< h+0,5—n(n+1)/4 )

V(n(n+1)(2n +1))/24

ou ® est la fonction de répartition d’un loi normale centrée réduite.

Cas ou il y a des ex squo.

Il se traite de la méme maniere que pour la statistique de Wilcoxon pour un échantillon,

voir le paragraphe [12.1.2

12.3. Les tests non paramétriques sur k£ échantillons :
1 facteur

12.3.1. Les échantillons sont indépendants : Test de Kruskal-
Wallis

Nous supposons que nous disposons de k échantillons indépendants et identiquement
distribués (Xi11,..., X1)s -5 (Xk1y- -y Xgn, ). La distribution du i—eéme échantillon
est notée F;. Nous admettons a priori que F;(z) = G(x — ;) ou G est une fonction de
répartition inconnue mais continue de moyenne g et les «; sont des nombres réels. Ainsi
nous supposons que le seul parameétre qui differe d’une distribution F; a l'autre est un
parametre de position «;. C’est pourquoi méme lorsque vous effectuez un test de Kruskal-
Wallis vous devez vous assurer que vous pouvez au moins supposer que les variances des
variables sont égales d'un échantillon a 'autre a l'aide d'un test non paramétrique de
Levene d’égalité des variances.
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Les hypothéses ci-dessus impliquent que nous pouvons écrire, pour tout 1 < ¢ < £ la
décomposition suivante :

Xij=pt+tait+e; 1<j<n,

k
les N = Z n; variables aléatoires ¢; ; é¢tant indépendantes et ayant une méme distribution

i=1
inconnue et de moyenne nulle.

Cas ou il n’y a pas d’ex quo.

La variable KWy de Kruskal-Wallis est utilisée pour tester I’hypothese

;- 1l existe au moins un 7o tel que oy, # 0.

Nous commencons par calculer le rang R;; de X;; parmi les N valeurs, puis la somme

U
des rangs associée a chaque échantillon : R; 4 = E R; ; et enfin la moyenne des rangs de
=1

—  Rie

chaque échantillon : R; s = ——.

Ty

La statistique de Krukal-Wallis KWy prend en compte I'écart entre la moyenne des rangs

de chaque échantillon et la moyenne de tous les rangs, qui vaut (N +1)/2 :

12 N+1
EWy=-— S0 (R - 20,
N N(N+1)Zn< *T T )

=1

Sous I'hypothese nulle H, : « X;,..., X ont la méme distribution continue », qui dans
notre cas est équivalente a Hy : « a7 = ... = ap = 0 », il est possible de déterminer la
distribution de KWy bien que le calcul soit complexe.

— Si 'un des effectifs n;, 1 < ¢ < k, est inférieur ou égal a 4, nous utilisons une table

spécifique.

~ Sin; =5, pout tout 1 < 7 < k nous utilisons 'approximation KWy = x3_,.

Pour un seuil de signification de «, nous déterminons ¢, tel que P[KWy > ¢,] = «a et
nous rejetons ’hypothese nulle Hy lorsque la valeur prise par KWy est supérieure a c,.

Cas ou il y a des ex squo.

e Méthode de départition des ex @quo

Nous départageons les ex aquo a I'aide d’une table de nombres aléatoires. A chacune des
valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par ordre croissant
de ces entiers, un rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs des obser-
vations est différent et nous pouvons directement appliquer les résultats du paragraphe
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précédent.

e Méthode des rangs moyens

N

A chaque nombre appartenant a un groupe d’ex squo nous attribuons le rang moyen du
h

groupe auquel il appartient puis nous déterminons la somme T" = Z(tf’ —1;) ou t; désigne

1=1
le nombre d’éléments du [—eéme groupe d’ex sequo. Il est d’usage de substituer a KWy la

variable KW} définie par :

KW,
KW, = g
1 -
N3 — N
Comparaisons multiples
Si nous rejetons 'hypothese nulle Hy : « a3 = ... = a; = 0 » d’absence de différence

entre les distributions F; des k échantillons, nous pouvons étre amenés a nous demander
quelles sont les distributions qui sont différentes.

Nous décidons que deux distributions F; et I sont significativement différentes au

seuil o si :
N(N+1) |1 1
> 2(k—1,1— — = ,
VA N =5\ iy

ot x*(k — 1,1 — a) est le 100(1 — «) quantile de la loi du x? & k — 1 degrés de liberté.

|Rie — Ry

i e

Nous décidons qu’au seuil global a deux distributions F; et Fy, parmi les k(k — 1)
comparaisons que nous allons faire, sont significativement différentes si :

. (1 - 1>) Vs 1)\/ T

ou u <1 — ﬁ) est le 100 (1 — ﬁ) quantile de la loi normale centrée réduite.

|Ri7o — R

i,

Il s’agit d'une application des inégalités de Bonferron. Cette procédure est plus puissante
que la précédente.

Nous décidons qu’au seuil global a deux distributions F; et Fy, parmi les k(k — 1)
comparaisons que nous allons faire, sont significativement différentes si :

n; n,

Rie— R,

) 7,0

2 q(k, 400, 1 —a)\| —5—"1/5

N(]\1f2+1) ;(1 1 )

2Consulter le chapitre |§| pour plus de détails sur les procédures de comparaisons multiples.
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ou q(k,+00,1 — a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de ’étendue studentisée pour k
moyennes et +o0o degrés de liberté. Il s’agit d'une procédure analogue a celle de Tukey-
Krame dans le cas paramétrique et valide asymptotiquement. Elle est généralement plus
puissante que les deux approches précédentes.

12.3.2. Les échantillons sont indépendants : Test de Jonckheere-
Terpstra

La statistique Jy de Jonckheere-Terpstra permet de raffiner 'approche de la statistique
KWy de Kruskal-Wallis : supposons que les k modalités du facteur pour lequel nous
avons réalisé les expériences soient naturellement ordonnées. C’est par exemple le cas
dans la situation suivante : vous souhaitez trouver la dose optimale d’engrais a utiliser
pour améliorer un rendement. Vous allez donc réaliser des expériences avec des doses de
plus en plus importantes d’engrais et les modalités de votre facteur explicatif seront donc
naturellement ordonnées par la quantité croissante d’engrais utilisé.

La statistique Jy de Jonckheere-Terpstra permet de tester 'hypothese :

j‘CoZO{lz...:O{k:O

contre

Hiton < ..o < ag =0 et il existe au moins un 7 tel que a;, < q;y41.

Cas ou il n’y a pas d’ex squo.

La statistique Jy est construite a l'aide de toutes les variables de Mann-Whitney U, ;,
associées a I’échantillon ¢ et I’échantillon j, lorsque 1 < i < j < k :

1<i<j<k
Sous I’hypothese nulle Hy : « a3 = ... =a, =0» :
— L’espérance et la variance de la statistique Jy sont :
k
VoY
1 k
_ 2 2 '
VarlJy] = — (N (34 2N) — E;n (3+ 2nz)> :

— Les valeurs critiques de la statistique Jy sont tabulées pour de faibles valeurs de k et
des n;.

— Lorsque n; = 5, pour tout 1 < ¢ < k, nous avons ’approximation normale avec correc-
tion de continuité :

Jy — E[Jy]

Vo ~N(0,1).
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Nous cherchons Uentier ¢, tel que P[Jy > ¢,] & a puis nous rejetons 'hypothése nulle
Ho au seuil « si la valeur prise par la statistique Jy est supérieure ou égale a ¢,.

Cas ou il y a des ex squo.

Nous pouvons utiliser une méthode de départition des ex sequo ou des tests de Mann-
Whitney basés sur des rangs moyens, 'inconvient de la seconde méthode étant que nous
ne pouvons utiliser les mémes tables qu’en absence d’ex a&equo.

12.3.3. Les échantillons ne sont pas indépendants : Test de Fried-
man

Nous nous plagons ici dans le cas ou les échantillons utilisés pour tester I'influence d’'un
facteur ne sont pas indépendants.

Individu Facteur A
1 T11 | " | Tp
k Tig | “ | Tnk

Nous construisons alors le tableau des rangs :

Individu Facteur A Total
1 ria | o | T || n(n+1)/2
: : : : n(n+1)/2
k Tig |~ | Tk | n(n+1)/2
Total || rie | -+ | Tne || kn(n+1)/2

Si nous sommes en présence de répétitions x; ; , nous remplagons z; ; par la moyenne 7 ;
des valeurs pour chaque cas ou il y a des répétitions.

Nous cherchons alors a tester I’hypotheése :

’fHO : Les niveaux du facteur ont tous la méme inﬂuence‘

contre

’9—(1 : Les niveaux du facteur n’ont pas tous la méme inﬂuence.‘

Cas ou il n’y a pas d’ex sequo.

La statistique de Friedman Fj,,, est définie par :

12k <~ (Ria n+1)° 12 "
& n(n+1) Z ( k 2 ) kn(n+1) ; ne (n+1)
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Nous admettons que sous ’hypothése nulle H; : « Les niveaux du facteur ont tous la méme

influence » les distributions pour chaque individu ne différent que par un parameétre de

position, ce que nous pouvons vérifier par un test non paramétrique de Levene par exemple.

— Pour de petites valeurs de k nous utilisons une table spécifique. Il se peut que nous vous
fournissions une table du coefficient de concordance Wy, de Kendall car la statistique
de Friedman Fj,, = k(n — 1)Wj,,.

— Pour des valeurs de k assez grandes nous utilisons I'approximation asymptotique sui-
vante :

2
Fk7n ~ XTL—I’

Nous rejetons I'hypothese nulle Hj si la valeur prise par Fj, est trop grande.

Cas ou il y a des ex squo.

e Méthode de départition des ex @quo

Nous départageons les ex sequo & 'aide d’une table de nombres aléatoires. A chacune des
valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par ordre croissant
de ces entiers, un rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs des obser-
vations est différent et nous pouvons directement appliquer les résultats du paragraphe
précédent.

e Méthode des rangs moyens

Dans chaque classement présentant des ex aequo nous attribuons a chacun de ceux-ci le
rang moyen du groupe d’ex sequo auquel il appartient et qui n’est pas nécessairement un

entier. Lorsque le classement numéro m a h,, groupes d’ex aequo, nous lui attribuons la
hm,

somme 1,, = Z (t?m — tl,m) ou t;,, désigne le nombre d’éléments du [—eme de ces h,,

=1
groupes. S’il n’y a pas d’ex sequo nous avons évidemment 7}, = 0 puisque la répartition

des n entiers du classement en classes de nombres égaux donne h,, = n et t;,, = 1 pour
tout [. Alors la statistique de Friedman corrigée est définie par :

. 12k(n — 1) " (R, n+1\°
Fin = Z( ) )

m=1
_ 1 12k < (@_nﬂ)?
k n(n+1 k 2 '
1_(n31_n)%w;Tm ( )l_l
Nous en déduisons que :
Fon = 1Fk7n1 -
b= (n3 —n)Emzlem
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12.4. Les tests non paramétriques sur nk échantillons :
2 facteurs

12.4.1. Les échantillons sont indépendants : Test de Friedman

Nous nous plagons ici dans le cas ou les échantillons utilisés pour tester 'influence d’un
facteur sont indépendants.

Facteur B Facteur A
1 T11 | " | Tp1
k Tig | | Togk

Nous construisons alors le tableau des rangs :

Facteur B Facteur A Total
1 11 s Tn,1 n(n + 1)/2
; ; : ; n(n+1)/2
k g | | Tk || n(n+1)/2
Total T1e | “+ | Tne || kn(n+1)/2

Si nous sommes en présence de répétitions x; ; ; nous remplacons x; ; par la moyenne 7;
des valeurs pour chaque cas ou il y a des répétitions.

Nous admettons a priori que 'influence des couples de niveaux (A;, B;) des facteurs A
et B, pour 1 <i<n,1<j <k, se traduit par une décomposition de la forme :

Xij=p+a;+B8j+e,; 1<i<n, 1<j<k

n k n
avec Zai =0 et Zﬁj = 0. Les N = Zk = n x k variables aléatoires ¢;; étant
i=1 j=1 i=1

indépendantes et ayant une méme distribution inconnue et de moyenne nulle.

Cas ou il n’y a pas d’ex squo.

La variable Fy, de Friedman est utilisée pour tester I’hypothese

Hozalz...:anzo‘

contre

J(; : 11 existe au moins un 7y tel que a;, # 0.
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Nous commencons par calculer le rang R;; de X, ; parmi les n valeurs de la colonne 1,
k

puis la somme des rangs associée a chaque colonne : R; , = E R; ; et enfin la moyenne
j=1

R,
des rangs de chaque colonne : R; , = Tl
La statistique de Friedman Fj,,, est définie par :

n

12k Rie n+1\° 12 "
Fo,=— e _ - 2 N"R2 _3k 1).
g n(n—l—l)z( k2 > kn(n—i—l)z be — k(n+ 1)
=1

=1

— Pour de petites valeurs de k nous utilisons une table spécifique. Il se peut que nous
vous fournissions une table du coefficient de concordance Wy, de Kendall car £}, =

— Pour des valeurs de k assez grandes nous utilisons I'approximation asymptotique sui-
vante :

~ 2
Fk’,n ~ Xn—l‘

Nous rejetons I’hypothese nulle Hj si la valeur prise par la statistique de Friedman Fj,,
est trop grande.

Si nous voulions également tester I'influence du facteur B nous aurions analysé les tableaux
ci-dessous avec la méme méthode.

Facteur A Facteur B
1 T11 |~ | Tp
k Tig |0 | Tng
Facteur A Facteur B Total

1 7’1’1 Tn,l n(n+ 1)/2
: : : : n(n+1)/2
k Tig | =00 | Tng | n(n+1)/2
Total Tie |+ | Tne || kn(n+1)/2

Comme nous avons échangé le role du facteur A et du facteur B nous testons maintenant :

’J—Co : Les niveaux du facteur B ont tous la méme inﬂuence‘

contre

’3—(1 : Les niveaux du facteur B n’ont pas tous la méme influence. ‘

Nous ne pouvons pas tester l’existence d’une interaction par cette méthode puisque le mo-
dele utilisé ne comporte pas de terme d’interaction. Il existe d’autres tests pour étudier
[’existence d’une interaction.
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12.5 Exercices

Cas ou il y a des ex aquo.

e Méthode de départition des ex @quo

Nous départageons les ex sequo a 'aide d'une table de nombres aléatoires. A chacune des
valeurs égales nous associons un entier au hasard puis nous affectons, par ordre croissant
de ces entiers, un rang différent a chaque observation. Ainsi chacun des rangs des obser-
vations est différent et nous pouvons directement appliquer les résultats du paragraphe
précédent.

e Méthode des rangs moyens
Dans chaque classement présentant des ex aequo nous attribuons a chacun de ceux-ci le
rang moyen du groupe d’ex sequo auquel il appartient et qui n’est pas nécessairement un

entier. Lorsque le classement numéro m a h,, groupes d’ex a&quo, nous lui attribuons la
hm

somme T}, = Z (tf’m — tl,m) ou t;,, désigne le nombre d’éléments du [—eme de ces h,,

1=1
groupes. S’il n’y a pas d’ex squo nous avons évidemment 7, = 0 puisque la répartition

des n entiers du classement en classes de nombres égaux donne h,, = n et t;,, = 1 pour
tout [. Alors la statistique de Friedman corrigée est définie par :

12k(n — Z(Ré._n;1)2

1)
L&
(n® —n) EZ:

B 1 12k 3 R. n+1\’
B 1 n(n+1) <=\ k 2

F, =

,n

Nous en déduisons que :

12.5. Exercices

Les données des deux premiers exercices sont inspirées du livre de G. Pupion et P.-C.
Pupion, éditions Economica.

Exercice 1. Economie

Nous mesurons un indice économique sur onze entreprises. Nous sommes amenés a nous
poser la question suivante : « Pouvons-nous considérer que la médiane associée a cet indice
est nulle 7 »
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H Entreprise H Indice H

1
4

[SY =Y
2| S| oo | o ot] kx| wo| b =
I
-

............

Exercice 2. Etude d’activité

Nous disposons de la variation du chiffre d’affaires de 20 entreprises dans un méme secteur
d’activité. Le chiffre d’affaires dans ce secteur d’activité est-il resté stable ?

Entreprise 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
x; -25 | -2156 | 4525 | 2697 | -379 | 404 | -1123 | -1733 | -2658 | -477

Entreprise 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x; -3568 | -12071 | 165 | 269 | -4306 | -983 | -582 | -1897 | -1412 | 662

............

Exercice 3. Age des arbres

Nous souhaitons évaluer une nouvelle méthode permettant de déterminer I’age d’un arbre
sans avoir a ’abattre. Pour ce faire, nous sacrifions 11 arbres pour lesquels nous avons
réalisé les deux types mesures : estimation de 1’age de I'arbre a 'aide de la méthode dont
nous souhaitons tester 'efficacité puis calcul de I’age exact de 'arbre apres abattage. Nous
avons reporté les données dans le tableau ci-dessous :
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I Arbre [ 1[2]3]4]5]6[7][8]9]10][11]
Age estimé avant abattage || 29 | 28 | 42 | 32 [ 22 | 32 | 28 | 21 | 30 | 23 | 39
Age réel apres abattage 25124 13827 (1928|2422 |26/|19 |34

Pouvons-nous nous fier aux résultats de la nouvelle méthode proposée pour estimer 1’age
d’un arbre?

Exercice 4. Hauteurs des arbres

Nous souhaitons comparer la hauteur des arbres de deux types de hétraies. Pouvons-nous
dire, a l'aide des mesures de taille exprimées en m et que nous avons reportées dans le
tableau ci-dessous, qu’il y a une différence entre les tailles moyennes des arbres des deux
hétraies ?

Type 1 | Type 2 || Type 1 | Type 2
23,4 22,5 244 229
24,6 23,7 249 24,0
25,0 24,4 26,2 24,5
26,3 25,3 26,8 26,0
26,8 26,2 26,9 26,4
27,0 26,7 27,6 26,9
27,7 274 28,5

Nous disposons désormais de mesures de taille, exprimées en m, provenant d’une troisieme
hétraie.

| Type3 [[18,9 [ 21,1 [ 21,2 22,1225 23,6245 [246 | 262 26,7 |

Y a-t-il des différences entres les tailles moyennes des arbres provenant des trois différentes
hétraies ?

............
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Exercice 5. Rendements fouragers

Nous nous intéressons a ’ensemble des prairies d'une région donnée et nous souhaitons
identifier 'importance, absolue ou relative, de la variabilité de la production fourragere,
d’une part, d’'une prairie a I’autre, et d’autre part, d’un endroit a ’autre, a I'intérieur des
différentes prairies. Dans ce but, nous avons tout d’abord choisi au hasard trois prairies,
dans I'ensemble du territoire, puis au sein de chacune de ces trois prairies, cinq petites
parcelles, de deux meétres carrés. Dans 'optique d’un échantillonnage a deux degrés, les
trois prairies constituent trois unités du premier degré, et les quinze petites parcelles
quinze unités du deuxieme degré.

Dans chacune des petites parcelles, nous avons mesuré les rendements en matiere seche a
une date donnée. Les valeurs observées, exprimées en tonne par hectare, figurent dans le
tableau ci-dessous.

H H Prairie 1 ‘ Prairie 2 ‘ Prairie 3 H

Parcelle 1 2,06 1,59 1,92
Parcelle 2 2,99 2,63 1,85
Parcelle 3 1,98 1,98 2,14
Parcelle 4 2,95 2,25 1,33
Parcelle 5 2,70 2,09 1,83

Les rendements sont-ils homogeénes ?

Exercice 6. Impact de promotions

Un dirigeant de magasin a succursales multiples envisage de faire trois types de promo-
tions P1, P2 et P3 qui ont un cotlt sensiblement égal. Afin de déterminer celle qui sera
finalement retenue, il fait tester les trois possibilités de promotion par un total de 10
magasins : 3 pour P1, 3 pour P2 et 4 pour P3. Le relevé de 9, le taux d’accroissement du
chiffre d’affaires, exprimé en %, de chacun de ces magasins a été reporté dans le tableau
ci-dessous.

Promotion 1 || 2,1 | 3,5 | 4,0 3,1 | 2,3
Promotion 2 || 1,8 | 3,6 | 4,3 | 2,7 | 5,1
Promotion 3 || 2,2 | 2,5 | 3,1 | 3,8 | 6,0 | 3,5

En utilisant la statistique de Jonckheere-Terpstra, déterminer si les promotions ont la
méme influence sur § le taux d’accroissement du chiffre d’affaires.
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............

Exercice 7. Comparaison de résultats

Nous disposons de trente échantillons dont nous souhaitons déterminer la teneur en un
composé chimique donné. Chacun d’entre eux est analysé avec trois méthodes différentes
d’analyse chimique. Les résultats obtenus ont été reproduits dans le tableau ci-dessous.

Méthode Méthode
Echantillon 1 ‘ 2 ‘ 3 Echantillon 1 ‘ 2 ‘ 3
1 133 | 129 | 138 16 153 | 150 | 152
2 131 | 132 | 138 17 125 | 123 | 122
3 119 | 121 | 121 18 124 | 120 | 124
4 124 | 124 | 121 19 127 | 125 | 124
5 123 | 124 | 124 20 136 | 132 | 130
6 122 | 122 | 123 21 131 | 130 | 133
7 127 | 131 | 135 22 136 | 136 | 133
8 116 | 116 | 115 23 123 | 120 | 123
9 116 | 118 | 122 24 123 | 117 | 116
10 104 | 101 | 101 25 122 | 118 | 121
11 119 | 117 | 115 26 101 | 104 | 107
12 126 | 120 | 121 27 96 | 97 | 98
13 96 | 93 | 93 28 108 | 106 | 108
14 100 | 97 | 99 29 124 | 122 | 119
15 103 | 99 | 102 30 137 1 136 | 134

Observons-nous une différence entre les résultats des différentes méthodes d’analyse chi-
mique ?

oooooooooooo

Exercice 8. Compotes de pommes

Lors d’'une évaluation sensorielle, 31 personnes ont jugé 6 compotes de pommes sur la
base de critéres relatifs a I’'odeur, ’aspect, la texture et la saveur. A la fin chacun attribue
une note allant de 0 (je n’aime pas du tout) a 10 (j’aime beaucoup), avec une précision de
un dixieme. Nous considérerons ces notes comme issues de réalisations de variables quan-
titatives continues. Le tableau ci-dessous reprend un extrait des 31 x 6 = 186 données sur
lesquelles sont réalisées les analyses.

Les résultats ont été reportés dans les tableaux suivants. Pouvons-nous mettre en évidence
I'influence d’un des facteurs Juge ou Produit sur la note finale ?
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Chapitre 13

Valeurs non représentatives.||

13.1. Valeurs extrémes, valeurs non représentatives

La plupart des distributions statistiques ont la majeure partie de leurs réalisations com-
prises dans un intervalle d’une largeur de 6 écarts types autour de la moyenne pu. Par
exemple dans le cas de la loi normale de parametres p et o, la probabilité d’obtenir une
valeur dans un intervalle [ — 30, i + 30] est de 99,8 %. Il ne faut pas déduire de cette
propriété que nous n’observerons jamais de réalisations se trouvant en dehors de cet in-
tervalle dans la pratique. En effet, bien que la soit probabilité de se trouver face a une
telle situation soit faible, elle n’est pas nulle. De surcroit, plus 'effectif de 1’échantillon
est important, plus ce cas de figure est susceptible de se produire.

En effet, comme vous le savez, en notant X une variable aléatoire d’espérance u et d’écart
type o et n le nombre de réalisations de X que nous considérons, la fréquence théorique
de I'événement considéré est

nx(1-P[-3c <X —pu<+30]).

En considérant le cas d’un loi normale de moyenne 1 = 0 et d’écart type o = 1, nous
obtenons :
nx(1-P[-3<X <+3]) =n x0,00270.

Ainsi pour un effectif de 400 la fréquence attendue est de 1, 080.

Plus généralement, 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, valable pour toute variable aléa-
toire Y admettant une variance 0%, et par conséquent une moyenne jiy, permet d’obtenir
la relation non paramétrique suivante :

Oy (\) = 1-Plu—Xdo <Y <pu+Ao] < IV
Ainsi pour toute variable aléatoire Y dont la loi est une distribution de probabilité admet-
tant une variance 1’événement P [|Y — p| > 20] a au plus une probabilité de 1/4 = 0,25 et
I'événement P [|Y — u| > 30] a au plus une probabilité de 1/9 ~ 0,11. Notons que cette
estimation est trop pessimiste pour un emploi pratique et est donc exclusivement réservée
au cas oll nous ne connaissons rien sur la loi de Y.

Les références [Par74], [Tho02] ayant servi a 'élaboration de ce chapitre sont mentionnées dans la
bibliographie.



Chapitre 13. Valeurs non représentatives

Exemple 13.1.1.

FiGc. 13.1 - Graphique : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Dans le graphique ci-dessus, la valeur de la probabilité ®y est réprésentée sur 'axe des
ordonnées en fonction de la valeur de A qui varie selon ’axe des abscisses.

Trois courbes ont été tracées, I'une associée a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, les
deux autres étant les valeurs exactes des probabilités ®y pour une loi normale centrée-
réduite N(0, 1) et pour une loi exponentielle de moyenne 1, £(1).

13.2. Que vérifier ?

Lorsque que vous rencontrez ce type de valeurs dans un échantillon vous devez avoir la

réaction suivante :

— L’hypothese qui est faite sur la loi de ma variable aléatoire est-elle fondée ? Une alterna-
tive non paramétrique ou robuste n’est-elle pas préférable dans ma situation ? Certains
des phénomenes que vous étudiez sont connus pour avoir des modélisations qui ont
déja été étudiées. Vous devez alors vous référer a la bibliographie pour déterminer si
la modélisation que nous faisons est en accord avec les connaissances a priori que nous
avons du phénomene.

— Si nous utilisons un modele statistique, les autres hypothéses sous-jacentes au modele
sont-elles toutes vérifiées ?

— Les données sont-elles fiables 7 Si vous les avez récoltées, les conditions expérimentales
étaient-elles semblables a celles que vous avez fixées ou observées lors des autres essais 7

— Ne s’agit-il pas d’une simple erreur de copie et donc alors d’une valeur aberrante ?
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13.3 Que faire avec une valeur potentiellement non-représentative ?

13.3. Que faire avec une valeur potentiellement non-
représentative 7

Si vous soupconnez une valeur d’étre une valeur non représentative, il existe plusieurs
procédures de tests possibles. Attention, il ne faut pas abuser de ces pratiques et ne les
utiliser que pour des cas légitimes. De plus si vous soupconnez plusieurs valeurs d’étre
des valeurs non représentatives, nous verrons par la suite comment il faut procéder : il
ne s’agit pas simplement de répéter le traitement d’une seule valeur non reprséentative
plusieurs fois de suite. Outre les problemes d’évaluation du risque de premiere espeéce, la
présence d’autre valeurs non représentatives peut fausser les résultats des tests.

13.3.1. Notations

Soit ® = (z1,...,x,) un n—échantillon d’une variable aléatoire X.

Notons x(1), ..., () les valeurs x1, . .., ¥, ordonnées dans I'ordre croissant (:c(l) < T(g) <
.. < x(n)). Nous notons x(,) ce nouvel échantillon.

Le classement des valeurs de & ne change ni la valeur de la moyenne de I’échantillon, notée
&, ni celle de I'écart type de I’échantillon, noté s(x). En effet nous montrons que :

IR I
2 = o) m=a) T = T,
=1 =1

1 _ 1 _ N2
s'(x) = n— 1; (o —2)" = n— 1; (2 — @) = 5*(z(0).

Nous appelons variation d’un échantillon x la quantité VA(x) :

n

VA(z) = Z (z; — 7)°
= (n—1)s*(xz)=(n—1) 52(3;(.)) = VA(z(4)).

La variation n’est pas affectée par le classement des valeurs dans l'ordre croissant.

Nous appelons somme des carrés d’un échantillon @ la quantité SC(x) :

n n
2 2
SC(w) = > af=> 2} =SC(zq)
i=1 i=1
La somme des carrés n’est pas affectée par le classement des valeurs dans l'ordre croissant.

Nous considérerons systématiquement dans ce chapitre que X suit une loi normale. I1
est possible de réaliser les mémes types de tests pour des variables aléatoires qui suivent
des lois autres que la loi normale; il faut alors utiliser d’autres valeurs critiques que celles
qui vous ont été fournies.
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13.3.2. Test de Grubbs pour une seule valeur non représentative

Nous construisons les trois statistiques suivantes :
T =max (T}, T,),

avec

ou T est la moyenne de I’échantillon & = (x1,...,x,) et s est son écart type, donc corrigé.
Nous utilisons 77 ou T, si nous suspectons la présence d'une valeur non représentative
dans une direction donnée et 7' si nous n’avons pas d’idée a priori sur la direction dans
laquelle il pourrait y avoir une valeur non représentative. En effet 77 mesure la déviation
de la plus petite valeur de I’échantillon par rapport a la moyenne standardisée par 1’écart
type corrigé de I’échantillon. De méme T,, mesure la déviation de la plus grande valeur
de I’échantillon par rapport a la moyenne standardisée par 1’écart type corrigé de 1’échan-
tillon.

Nous comparons alors la valeur de 17, T, ou T avec la valeur de référence correspondante

de la table adéquate (Table de Grubbs). Ainsi pour T} et T, nous prendrons la valeur du
(1 — ) % quantile et pour T celle du (1 — a/2) % quantile.

Exemple 13.3.1.

i v o2 [ 3 | 4 [ 5 |
v; || 0,26787 | 301367 | -0,27047 | -7,61567 | -4,00385
TGy | -7,61567 | -4,60385 | -1,11060 | -0,82072 | -0,27047

Lifl 6 [ 7 [ 8 | 9 [ 10 |
v; || 054445 | -0,10821 | 1,99539 | -1,11060 | -0,82072
vy | 0,10821 | 0,26787 | 0,54445 | 1,99539 | 3,01367

T = 2,85558 et Tip = 0,79458 donc T = 2,85558. La valeur de T' est supérieure a celle
de la table pour a = 5 % (2,290). Nous avons donc détecté une valeur non représentative.
Nous en déduisons que x(;y = —7,61567 ou que x(19) = 3,01367 est une valeur non repré-
sentative avec un risque de premiére espéce de 5 %. Nous aurions pu procéder uniquement
au test de x(;) ou respectivement de z(;9) a l'aide de la statistique T} ou respectivement
de Tig. Pour un risque de premicre espéce de 5 %, la valeur critique a utiliser avec les
statistiques 17 et Tio est de 2,176. Nous en déduisons que x(;) = —7,61567 est une valeur
non représentative avec un risque de premiére espece de 5 %.

ooooooooo
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Test de normalité de Ryan-Joiner
Normal

Ms=zan -0,8708
StDev 3,110
N 10
RJ 0,933
P-Vzlue 0095

Pourcent

-10,0

Fi1c. 13.2 - Graphique : Test de normalité.

13.3.3. Test de Dixon pour une seule valeur non représentative

La statistique du test de Dixon pour détecter une seule valeur non représentative parmi
les grandes valeurs de ’échantillon, 7 o, est le rapport entre I’écart entre les deux obser-
vations les plus grandes et ’étendue de 1’échantillon.

r L(n) — T(n-1)
1,0 .
L(n) —2()

La statistique du test de Dixon pour détecter une valeur non représentative parmi les pe-
tites valeurs de I’échantillon, 7"/1,0, est le rapport entre I’écart entre les deux observations
les plus petites et ’étendue de 1’échantillon.

! L) —*

T170 — .
Lm) = L)

En posant r = max(rw,r'm), nous obtenons une statistique de test, r, permettant de
tester la présence d’'une valeur non repésentative dans 1'une des deux directions. Nous
comparons alors la valeur de 7, 7"1’0 ou r avec la valeur de référence, au niveau «, de la
table de Dixon.

Notons qu’il s’agit du test le plus simple a réaliser en pratique puisqu’il ne nécessite que
peu de calculs.

Exemple 13.3.2.
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Nous reprenons les données de ’exemple ci-dessus. Nous avons alors :

ra = —7,61567,
T = —4,60385,
T = 1,99539,
zaoy = 3,01367,
Tao) — 1y = 10,62934.

Nous calculons :

rio = 0,09580,
rie = 0,28335,
ro= 0,28335.

La valeur critique, pour v =5 % et n = 10, est de 0,412 pour 7 et 7”,1,0~ Celle pour r est
égale a 0,469.

Nous constatons qu’aucune des réalisations des statistiques de test n’est supérieure a la
valeur critique au seuil @ = 5 % qui lui est associée. Les tests ne sont donc pas significatifs.
Ainsi pour ces procédures de tests il n'y a pas de valeurs non représentatives.

Cette conclusion n’est pas la méme que celle du test de Grubbs. Afin de savoir quel crédit
nous pouvons lui accorder nous devrions calculer le risque de deuxieme espéce associé a
une telle décision. Malheureusement sa détermination n’est pas aisée et nous ne pourrons
le faire ici.

Notons que le test de Dixon proposé ci-avant ne parvient pas a détecter ni la valeur non-
représentative x (o) de la partie supérieure de I’échantillon, ni la valeur non-représentative
x(1) de la partie inférieure de I’échantillon. Ceci peut étre dii a un effet masquant li¢ aux
valeurs de 13(1), T(2) et Z(9)-

Nous introduisons alors les statistiques r;; suivantes qui permettent de ne pas tenir
compte des j — 1 valeurs les plus fortes, z(,—1),...,Zn—jt1), et des k valeurs les plus
faibles de I'échantillon, x (1), ..., Z(k41), lors du test de la valeur z(,). En effet si celles-ci
sont elles aussi non représentatives, cela peut fausser le résultat du test.

L(n) — T(n—j)
Tjk=_— .
L(n) = L(k+1)
Symétriquement, nous introduisons les statistiques 7";7 . pour la détermination de la représentati-
vité de x(;) sans tenir compte des valeurs les plus fortes ou les plus faibles.
O E S VI ¢))

Tik = . -

T(n—k) — T(1)
Quelles valeurs choisir pour les valeurs de j et de k7
Dixon a formulé les recommandations d’utilisation suivantes. Si l'effectif n de I’échantillon
est inférieur ou égal a 7, il faut utiliser j = 1 et £ = 0. Si 8 < n < 14, il faut utiliser j = 2
et k= 1. Enfin si n > 15, il faut utiliser j =2 et £ = 2.
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13.3 Que faire avec une valeur potentiellement non-représentative ?

Exemple 13.3.3.
L’effectif de I’échantillon utilisé dans les exemples ci-dessus est de 10. Calculons donc 73
et 7"/271 :

L(10) — T(8)
Ton = —— ——
Z(10) — L(2)
3.01367 — 0, 54445
= ’ . =0, 32415
3,01367 — (—4,60385) ’
A L3) — T
21 Z(9) — Z(1)
—1,11 —(=7.61
_ , 11060 — (—7,61567) _ 0, 67683,

1,99539 — (—7,61567)

Les valeurs critiques du test sont : pour o = 10 %, 0,551, pour a« = 5 %, 0,612, et pour
a=1%,0,726. Ainsi, méme au seuil v = 10 %, le test basé sur r5; n’est pas significatif :
x(10) N'est pas une valeur non-représentative. Par contre, aux seuils a = 10 % et o = 5 %,
le test basé sur 7”2,1 est significatif. Ainsi apres avoir éliminé l'effet masquant de x(sy, nous
pouvons a nouveau mettre en évidence la non représentativité de z(y).

L’exemple que nous venons de traiter pose le probléme pratique suivant : en utilisant r
ou 7“/170 les tests ne sont pas significatifs. Tandis qu’en utilisant r’271, le test est significatif.
Cette situation ne serait-elle pas due au fait que la valeur () n’est pas, elle non plus,
représentative. Or si, comme dans cet exemple, nous soupgonnons non pas la présence
d’une valeur non représentative mais de plusieurs, il existe d’autres procédures de tests a
appliquer qui seront détaillées a la section et a la section [13.6]

13.3.4. Test basé sur I’étendue

La statistique du test basé sur I’étendue de I’échantillon est :

L(n) — (1)

S J
ou nous rappelons que I'étendue e d'un échantillon est la longueur de I'intervalle séparant
la plus petite valeur de la plus grande valeur de l’échantillon, entre d’autres termes,
e = T — o). Ce test permet de détecter une valeur non représentative dans l'une
quelconque des directions, c¢’est-a-dire a la fois une valeur trop faible ou trop forte. Il est
néanmoins plus naturel de s’en sevir pour tester la paire de valeurs potentiellement non
représentative (x(1), ¥(,)) puisque nous comparons ’étendue e de I’échantillon a son écart

type s.
Exemple 13.3.4.

En reprenant les données ci-dessus, calculons u pour notre exemple :
~3,01367 — (—7,61567)
B 3,10974

u =

u — 3,41808.
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Les valeurs critiques pour @ = 5 % et @ = 10 % sont respectivement 3,68 et 3,57. Ainsi
a aucun de ces niveaux le test n’est significatif. La paire (z(1),z(,)) n’est pas constituée
de valeurs toutes les deux non représentatives, ce qui est bien cohérent avec les résultats
précédents.

13.4. Test simultané de k valeurs non représentatives

Le nombre k est ici fixé avant la procédure de test. Le cas ou k serait également a
déterminer sera abordé aux sections [[3.5] et 3.6

13.4.1. Test de Grubbs pour £ valeurs non représentatives dans
une direction donnée

La statistique exposée ci-apres a été proposée par Grubbs en 1950 pour k = 2 puis étendue
par Tietjen and Moore en 1972 au cas 1 < k < n. A la fois la queue de la distribution
(valeurs fortes ou valeurs faibles) dans laquelle nous procédons au test et le nombre de
valeurs testées k doivent étre fixés a I’avance. Nous notons L les statistiques associées a
la détection de valeurs non représentatives parmi les fortes valeurs de ’échantillon et L}
celles associées a la recherche parmi les faibles valeurs de 1’échantillon.

n—k )
(#6) = Zns)
Lk _ =1

(n—1)s?

ou Z,_ est la moyenne des n — k plus petites valeurs de ’échantillon, c¢’est-a-dire z,,_; =
—k
1 n

? Z z() et 52 est toujours la variance corrigée de I’échantillon de taille n.
n —_—
i=1

n

Z (@) — fsz)g

o i=htl
b (n—1)s?

ou z)_, est la moyenne des n — k plus grandes valeurs de l’échantillon, c’est-a-dire

1 n
Tpk = > T

i=k+1

Ainsi dans chacun des deux cas nous faisons le rapport de la somme des carrés des dé-
viations a la moyenne de I’échantillon privé des k£ valeurs que nous suspectons d’étre non
représentatives par la somme des carrés des déviations a la moyenne de I’échantillon tout
entier. Ces rapports sont toujours inférieurs ou égaux a 1. Une valeur proche de 0 indi-
quera que la présence des valeurs testées augmente de maniere conséquente la variation
de I’échantillon. Nous comparerons la réalisation du test au quantile & o %.
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13.4 Test simultané de k£ valeurs non représentatives

Exemple 13.4.1.

Reprenons toujours les mémes données. Les résultats des tests de Dixon nous ont confirmé
le fait que x(;) est une valeur non représentative et nous ont amené a envisager que (o) en
était aussi une. Nous cherchons a tester deux valeurs, donc k = 2, dans la partie inférieure
de I’échantillon et nous calculons ainsi Lj.

10
L1
75 = ggx(i) = 0,43892
10
—\2
Z (x(i) - xs)
x __ i=3
L = 952
13,8826
= — " =0,1595L.
87,0345

Nous comparons ce résultat avec les valeurs critiques (associées aux quantiles inférieurs de
la distribution cette fois-ci) pour un niveau de o = 1% et de a = 5%. Apres lecture dans
la table nous trouvons respectivement 0, 142 et 0, 233. Puisque L3 = 0,160 < 0,233 le test
est significatif au niveau a = 5%. Il ne I'est pas au niveau o = 1% car L5 = 0, 160 > 0, 142.
Ainsi avec un risque de premiére espéce de 5%, nous pouvons conclure que les deux valeurs
r(q) = —7,61567 et z(3) = —4,60385 sont non-représentatives.

13.4.2. Test de Grubbs pour deux valeurs non représentatives,
une de chaque coté

Nous utilisons la méme idée que celle sur laquelle repose les statistiques de test Lj et Lj.
Nous comparons la variation totale de I’échantillon ot nous avons retiré les deux valeurs
r(1) et ¢, a celle de I'échantillon complet en faisant le rapport suivant :

—_

n—

> (2 — 71a)”

2
Sl,n =2

Sz (n—1)s?

ou Zp, est la moyenne des n — 2 valeurs centrales de I’échantillon initial, c’est-a-dire

n—1
_ 1
Tin = n—9 ;:L‘(i).

Exemple 13.4.2.
Nous continuons avec les mémes données :
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9
1
Ti10 = 3 Zﬁ(i) = —0,513268

2

-
o > (26 — T1ao)”

1,n _ =2
S2 952
25,4295
= ——— =(,292177.
870345 O 29T

La valeur critique pour a = 10 % est de 0,246. Le test n’est donc pas significatif a ce
niveau. Le minimum et le maximum de 1’échantillon ne sont pas tous les deux des valeurs
non représentatives.

Il est bien entendu possible de généraliser cette approche au cas ou nous considérerions
2k valeurs, k de chaque coté de I’échantillon. Malheureusement vous ne disposez pas des
valeurs critiques associées a ces tests.

13.4.3. Test de Tietjen-Moore pour k valeurs non représenta-
tives de I’un ou des deux co6tés

La encore nous reprenons l'idée qui a permis de construire L. Nous construisons r I’échan-
tillon formé des valeurs absolues des déviations par rapport a la moyenne :

Puis nous classons cet échantillon : r(y),...,r¢). En conservant 'ordre ainsi obtenu nous
multiplions chaque r(; par le signe de x(;) — Z et nous notons z;) les valeurs ainsi
construites. Les statistiques E} sont alors :

n—=k

2

> (20 = Zat)
Ek. — Zzln ’

2

(2 — 2)
=1
ou z est la moyenne de z(1), ..., zn) et 2z, est la moyenne de z(), ..., Zn—p)-

Les z(; sont simplement les déviations par rapport a la moyenne z ordonnées par valeur
absolue croissante.

Exemple 13.4.3.
Toujours avec le méme exemple :
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13.4 Test simultané de k£ valeurs non représentatives

Z; T (i) T (i) ~(i)
0.26787 | -7.61567 | 1,13868 | 0,05009 | 0,05009
301367 | -4,60385 | 3,88448 | 0,23979 | -0,23979
-0,27047 | -1,11060 | 0,60034 | 0,60034 | 0,60034
_7.61567 | -0,82072 | 6,74486 | 0,76260 | 0,76260
-4,60385 | -0,27047 | 3,73304 | 1,13868 | 1,13868
0,54445 | -0,10821 | 1,41526 | 1,41526 | 1,41526
20,10821 | 0,26787 | 0,76260 | 2,86620 | 2,86620
1,09539 | 0,54445 | 2.86620 | 3,73304 | -3.73304
J1,11060 | 1,99539 | 0,23079 | 3,88448 | 3.88448
20,82072 | 3,01367 | 0,05009 | 6,74486 | -6,74486

% = 0,749428,
S0 (2 — %)
by = 10 2
>y (z0) — 2)
36. 4867
= — 0,41922,
87.0345
% = 0,357546,
S8 (2 — %)
by = 10 N2
> i (209 — 2)
95. 4205
= 2 — 0,29218.
87.0345
% — 0,941915,
_\2
S (20 — 71)
By = 10 N2
Zz’:l (Z(i) - Z)
6.30625
= 2 — 0,072457.
87.0345

pour @ = 1 % et dans l'ordre k = 1,2, 3, les valeurs critiques sont, 0,235, 0,101, 0,048.
Ainsi aucun des tests n’est significatif. Au seuil o = 5 %, nous avons, toujours dans le
méme ordre, les valeurs critiques 0,356, 0,172, 0,083.

Les choses se compliquent puisque maintenant seul le test basé sur Fs est significatif.
Ceci est assez cohérent avec ce qui précede puisque les deux valeurs les plus faibles de
I’échantillon sont associées a la premiere et a la troisieme déviation par rapport a la
moyenne les plus fortes en valeurs absolues. En d’autres termes z(10) est associé a x(y et
Z(8) & T(2). Or si nous avions vu que x(;y et x(2) étaient non représentatives, aucun test
jusqu’alors n’avait permis de conclure a la non représentativité de x(10) qui est associé a

2(9).

ooooooooo
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13.5. Détection d’un nombre de valeurs non repré-
sentatives non fixé a I’avance

13.5.1. La boite a moustaches

Nous basons une mesure de la dispersion de ’échantillon sur la longueur de 'intervalle
interquartile. En procédant ainsi, nous construisons un indicateur qui ne dépend que des
valeurs centrales de I’échantillon, la moiti¢ du nombre totale d’entre elles pour étre précis.
De ce fait, I’étendue interquartile est un indicateur robuste de la dispersion de I’échantillon.

Notons @ le premier quartile de 1’échantillon et Q)3 le troisiéme quartile, IQR = Q)3 — Q)
est alors I’étendue interquartile. Nous disons qu’une valeur x de 1’échantillon est une va-
leur extréme si x € [Q1 — 3/2IQR, Qs + 3/2IQR)] et qu’il s’agit d'un type particulier de
valeur extréme, une valeur trés extréme, si € [ — 3IQR, Q3 + 3IQR).

Nous avons montré que si effectif n de 1’échantillon est compris entre 20 et 75 nous
devons nous attendre a ce que 1 & 2 % des observations soient des valeurs extrémes. Si
Peffectif n est supérieur a 100, alors nous devons nous attendre a ce que moins de 1 %
des observations soient des valeurs extrémes, la valeur limite, lorsque n tend vers l'infini
convergeant vers 0,7 %.

En ce qui concerne les valeurs trés extrémes, leur proportion est de moins de 1 % si
6 < n <19 et de moins de 0,1 % si n > 20, la valeur limite lorsque n tend vers l'infini
convergeant vers une proportion de 0,00023 %.

L’intérét de la boite a moustaches est de proposer un outil visuel d’exploration des don-
nées, résistant aux effets d’écrantage car basé sur les valeurs centrales de 1’échantillon
et pour lequel nous n’avons pas a faire d’hypotheses sur la localisation ou le nombre de
valeurs non représentatives présentes dans 1’échantillon. Son principal défaut est qu’il ne
permet pas de faire de test et donc de quantifier les risques associés aux décisions qui
découlent de son utilisation. En tant que technique exploratoire, la boite a moustaches

permet de choisir des valeurs plausibles pour k et d’utiliser alors la panoplie de tests
présentés dans les sections et précédentes et dans la section a venir.

Exemple 13.5.1.
Nous continuons avec les mémes données.
Nous constatons la présence d'une valeur extréme sur le graphique [13.3] Minitab® ne

distinguant pas les valeurs extrémes des valeurs tres extrémes nous allons faire le calcul
nous-memes.

Q1 = —1,98391
Qs = 0,90719
IQR = 2,89110
Q1 —3/2IQR = —6,32056 > )
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13.5 Détection d’un nombre de valeurs non représentatives non fixé a
P’avance

Boite a moustaches

Fic. 13.3 — Graphique : Boite & moustaches des données.

Ql - 3]QR = —10,6572 < l’(l).

Ainsi z(;) n’est pas une valeur trés extréme mais seulement une valeur extréme. De cette
représentation graphique nous tirerions l'information & = 1. Or nous avons vu qu’il ne
s’agit pas de la seule situation qui soit envisageable.

13.5.2. Test basé sur le coefficient d’asymétrie

La statistique du test est égale au coefficient d’asymétrie de Pearson, /b :

Vo =75

2
mg

Nous remarquons que b; est égal au coefficient d’asymétrie de Pearson. Si v/b; > 0 les
données sont plus localisées au dela de la moyenne. Si v/b; < 0 les données sont plus
localisées en deca de la moyenne.

Nous utilisons généralement un test bilatéral sauf si nous savons que les valeurs non
représentatives ne sont présentent que d'un cété de 1’échantillon.

Exemple 13.5.2.

Vb = —1,25505.

Nous concluons a I’'aide des valeurs de la table.

ooooooooo
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13.5.3. Test basé sur le coefficient d’aplatissement
La statistique by du test basé sur le coefficient d’aplatissement de Pearson est :

my
b2 -

m—g.
Nous utilisons un test unilatéral dont la zone de rejet est située au voisinage de +ooc.
Exemple 13.5.3.

by = 1,64728.

Nous concluons a l’aide des valeurs de la table.

.........

13.6. Procédures séquentielles de détections de va-
leurs non représentatives

Comme le montre l'exemple [13.4.3] il est difficile de déterminer a priori le nombre de
valeurs non représentatives ainsi que leur répartition de chaque coté. Nous nous tournons
alors vers des algorithmes itératifs pour détecter lesquelles parmi celles que nous soupcon-
nons sont des valeurs non représentatives. L’utilisation d’une boite a moustaches, détaillée
a la section [13.5] ou d'une droite de Henry, il s’agit du type de graphique qui apparait
dans I'exemple [13.3.1] permet généralement d’avoir une idée du nombre potentiel, donc
maximal, de valeurs non représentatives présentes dans I’échantillon étudié.

13.6.1. Procédure séquentielle de Prescott

L’idée ici est de calculer sucessivement les rapports de sommes de carrés ce qui ressemble
a ce que nous avons déja utilisé pour les tests de Grubbs en retirant les valeurs poten-
tiellement non représentatives 'une apres 'autre. Nous spécifions le nombre maximal de
valeurs non représentatives k a détecter ce qui permet de trouver les valeurs \;(3) en
utilisant une table. Nous nous en servons de la maniere suivante. Nous commengons par
calculer les D; :

2
P
J 5(2

J=1)

pour 1,... Kk,

ou S(Qj) est la somme des carrés de I’échantillon privé des j observations les plus éloignées de
la moyenne, c’est-a-dire, en concervant les notations du [13.4.3], privé de z(), ..., 2(n—js1)-
Le nombre de valeurs non représentatives m est alors le plus grand entier m < k tel que :

Dj < )\j<5)
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13.6 Procédures séquentielles de détections de valeurs non représentatives

Exemple 13.6.1.
Attention, nous calculons ici la somme des carrés et non la variation.

2 _ 2 _
S, = % =94,61771

Sy = 36,61928
Shy = 27,53707
Sty = 6,34164

D, = 0,38702
Dy = 0,75198
Ds = 0,23029.

Les tables a notre disposition ne contiennent les valeurs que pour un effectif de 10 que
si k = 2. Alors méme au niveau o = 10 %, il n’y a pas de valeurs non représentatives,
A1(B) = 0,360 et A2(3) = 0, 385.

Par contre, en étudiant les tables pour £ = 2 et £k = 3 nous nous rendons compte que
méme si les valeurs critiques pour k = 2 sont plus élévées que pour k = 3, elles restent
semblables. Ainsi il est fort probable que D3 < A3(() au seuil o = 2,5 % et assurément au
seuil = 5 %. De ce fait nous détectons trois valeurs non représentatives sur le maximum
de trois que nous avions fixé (k = 3).

13.6.2. Procédure RST de Rosner

A nouveau, nous utilisons une procédure séquentielle basée sur des statistiques R; de
Grubbs. Nous choisissons a nouveau un nombre k, le nombre maximal de valeurs non
repésentatives présentes dans 1’échantillon. La différence avec la procédure de Prescott
exposée au est que nous allons utiliser une moyenne et une variance tronquée basée
sur 1’échantillon dans lequel nous avons supprimé les k valeurs les plus fortes et les k
valeurs les plus faibles.

1 n—k
a = o 2]§ Z l’(l),
i=k+1

n—k

1
P =t 2 o)
i=k+1

Maintenant si nous notons £, I’échantillon complet nous appelons z° I’élément tel que :

.CL’O—CL

b

T, —a

b

R, = max
Eo
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Puis nous considérons F; = Ey — {z°} et nous cherchons z! tel que :

xl—a

b

T, —a

R2 = max
Eq

et ainsi de suite... Nous remarquons que les R; sont les déviations par rapport a la moyenne
tronquée a et normalisées par b classées dans I'ordre décroissant.

Nous comparons alors les valeurs de R; avec les valeurs critiques qui dépendent de a, n
et k, 1 observations étant non représentatives si R; est supérieur a la valeur critique.

Exemple 13.6.2.

—0, 23288
b = 0,45213

B ]—7,615607’;523),23288)\ 1632804

P 6038657 ZI5;??,23288)| o 66752

s ]3,013670 7—4 5(2—1(;, 23288)| _ - 1805,

Les tables a notre disposition ne sont utilisables que si n > 20.

13.7. Conclusion

Avant tout il s’agit de réaliser les deux représentations graphiques des données que sont
la boite a moustaches et la droite de Henry. Ceci fait, nous aurons une idée de la situation
dans laquelle nous nous trouvons.

Méme alors, les procédures proposées restent variées. Il serait intéressant de disposer
d’études de puissance afin de comparer les différents choix qui s’offrent au praticien au
sein d’'une méme problématique.

Lorsque nous nous demandons si une valeur et une seule (k = 1) est une valeur non
représentative, le test T de Grubbs se comporte toujours le mieux. Si k£ > 1, le mieux est
de confronter les résultats des différentes procédures. Si nous souhaitons seulement savoir
s’il y a des valeurs non représentatives dans une direction donnée, nous utiliserons un test
sur le coefficient d’asymétrie. Si au contraire nous suspectons la présence de valeurs non
représentatives dans chacune des directions, nous utiliserons un test basé sur le coefficient
d’aplatissement. Si nous cherchons a déterminer le nombre de valeurs non représentatives
nous utiliserons une procédure séquentielle.

D’autre part, il est conseillé, par Grubbs, de toujours procéder au test des valeurs non
représentatives a un niveau « plus conservatif que le niveau communément utilisé de

5 %, c’est-a-dire avec a < 0.05, par exemple o = 0, 01.
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13.8 Exercices

13.8. Exercices

Exercice 9. Vitesse du vent

Les 31 données suivantes représentent la vitesse quotidienne moyenne, en mph, du vent
au large de I'aéroport MacArthur de Long Island au mois de juillet 1985. (NOAA, 1985).

AN o S

77 [11,1] 7.8 ] 95 | 59
85 | 88 | 11,5 ] 5,6 | 10,7
69 | 89 | 102] 6,2 | 7.7
11,11 90 | 87 | 10,4 5,2
171112 [ 10,7 | 12,5 | 38
133] 62 | 88 | 81 | 7.4
8.9

Représenter graphiquement 1’échantillon afin de détecter de potentielles valeurs non
représentatives. Une hypothese de normalité est-elle vraisemblable ?

Reéaliser un test de Grubbs basé sur la statistique 7.
Utiliser la statistique de Tietjen Moore. Justifier le choix de k = 2.
Utiliser la procédure RST de Rosner. Justifier le choix de k = 2.

Les résultats obtenus aux questions 2. et 4. sont-ils différents 7 Comment expliquez-
vous cette situation ?

Exercice 10. Hauteurs de plantes

L’échantillon suivant, dont 'effectif est 15, représente les différences de hauteur, en hui-
tieme de pouce, entre des plants de « Zea May » qui ont été soit fertilisés par eux-mémes,
soit entre eux. (Fisher, 1971)

50 | -67 | 8
16 | 6 | 23
28| 41 | 14
29 | 56 | 24
75 | 60 | -48

. Représenter graphiquement 1’échantillon afin de détecter de potentielles valeurs non

représentatives. Une hypothése de normalité est-elle vraisemblable ?

. Utiliser la statistique 7”/1,0 de Dixon pour tester la non représentativité de z(y).
. Utiliser la statistique 7“/2,0 de Dixon pour tester la non représentativité de x(y).

. D’apres Dixon, quelle est la statistique 7’;7,6 de Dixon qu’il faudrait utiliser pour

tester la non représentativité de z(;) 7 Faire ce test.

Les résultats obtenus aux questions 2., 3. et 4. sont-ils différents 7 Comment expliquez-
vous cette situation ?
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Exercice 11. Leucémie

La période de latence de leucémie aigiie, en mois, suite a une chimiothérapie, a été re-
portée dans le tableau ci-dessous pour 20 patients. (Kapadia, Krause, Ellis, Pan & Wald,
American Cancer Society, 1980)

16 | 72 ] 54 | 52
62 | 12| 21 | 44
56 | 32| 60 | 60
168 | 66 | 50 | 11
132 | 48 | 120 | 72

. Représenter graphiquement I’échantillon afin de détecter de potentielles valeurs non

représentatives. Une hypotheése de normalité est-elle vraisemblable ?
Faire un test de Grubbs pour la valeur non représentative x,).

D’apres Dixon, quelle est la statistique r;; de Dixon qu’il faudrait utiliser pour
tester la non représentativité de x(,) ? Faire ce test.

. Utiliser un test de Grubbs pour k = 3 valeurs non représentatives dans une direction

donnée. Justifier le choix de ce test et la valeur de k.
Utiliser une procédure séquentielle de Prescott avec k = 3.

Les résultats obtenus aux questions 2., 3., 4. et 5. sont-ils différents? Comment
expliquez-vous cette situation ?

13.9. Corrigé des exercices

Exercice 9. Vitesse du vent

1.

Pour représenter graphiquement ces 31 données, nous pouvons envisager deux types
de graphique :

e Diagramme a points pour les 31 données

e Boite a moustaches pour les 31 données.

Sur le diagramme a points, nous observons deux points en sens opposé qui pourraient
étre des valeurs non représentatives.

Sur la boite a moustaches, nous observons une valeur non représentative représentée
par une étoile.

Lorsque nous procedons a un test de normalité (Test de Ryan Joiner), nous observons
une valeur de P (approximatif) > 0,1000 > 0,0500 = a. Donc, I'hypothese H, est
acceptée. Nous en déduisons donc la normalité.

Remarque : Mais si nous regardons de pres le graphique m (la droite de Henry)
que nous donne Minitab®, nous nous apercevons qu’il y a un point qui se distincte
du groupe.
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Diagramme a points pour I'exercice 1

T
5 10 15
Données brut

FiGc. 13.4 — Graphique : Diagramme a points des données.

Boite a moustaches pour l'exercice 1

*

Données brutes
>
|

Fic. 13.5 - Graphique : Boite a moustaches des données.

2. o A partir de la boite & moustaches, il semble qu'il vy ait qu'une valeur non représen-
tative. Par conséquent, nous appliquons un test de Grubbs pour une seule valeur
non représentative. Nous avons

Variable N Moyenne | Mediane | Moyenne TR | EcarType
C1 31 9,013 8,800 8,889 2,690
Variable | Er-T moy | Minimum | Maximum Q1 Q3
C1 0,483 3,800 17,100 7,400 10,700

La moyenne notée est égale a : 9,013

plus grande valeur est égale a 17,100.
Calculons 717 :

Calculons T3y :

. La plus petite valeur est égale a 3,800. La

T, = (9,013 — 3,800)/2, 690 = 1,93792.

Ty = (17,100 — 9,013)/2, 690 = 3,00632.

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy
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Test de Normalité pour I'exercice 1

999 -
99
95
80
50
20
05
01 A
001 -

Probabilité

5 10 15
Données brut
Moyenne : 9,01290 W-test pour la normalité
R:

Ecart-type : 2,68983 : 0,9782
N:31 Valeur de P (approximatify : > 0,1000

F1G. 13.6 — Graphique : Test de normalité des données.

Calculons T :
T= HlaX(Tl, T31) = 3, 00632.

Maintenant nous comparons cette valeur a la valeur de référence correspondante
de la table adéquate (Table de Grubbs) qui a été distribuée en cours. Nous lisons
dans la colonne a 97,5% et pour n = 31 : T, = 2,924. Donc T' > T,. Donc
la donnée qui a pour valeur 17,100 est une valeur non représentative. Ce test
donne uniquement une valeur non représentative. En aucun cas, il faut maintenant
recommencer a analyser ces 30 données et refaire un test de Grubbs.

3. Sur le diagramme a points, nous observons deux points en sens opposé qui pourraient

étre deux valeurs non représentatives.

Nous allons avoir besoin des statistiques descriptives sur les z;.

Variable N Moyenne | Mediane | Moyenne TR | EcarType
2 31 —0,000 —0,213 —0,124 2,690
Variable | Er-T moy | Minimum | Maximum Q1 Q3
2 0,483 —5,213 8,087 —1,613 1,687

Tandis que I'autre moyenne se trouve dans le tableau suivant :

Donc la moyenne dont nous avons besoin pour calculer la statistique E5 est égale a
—0, 000.

Variable N Moyenne | Mediane | Moyenne TR | EcarType
Z; 29 —0,099 —0,213 —0,124 2,106
Variable | Er-T moy | Minimum | Maximum Q1 Q3
2 0,391 —3,813 4,287 —1,463 1,687
Aprés quelques calculs, nous trouvons que
124,194
Ey = ——— =0,572180.
27 217,055
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4. Sur le diagramme a points, nous observons deux points en sens opposé qui pourraient
étre deux valeurs non représentatives.

Dans la procédure RST de Rosner, nous travaillons sur 27 données car nous avons
retiré les deux (k = 2) plus fortes et les deux (k = 2) plus faibles valeurs. Nous
allons calculer a et b. Pour cela, nous lisons directement ces deux valeurs dans le
tableau ci-dessous

Variable N Moyenne | Mediane | Moyenne TR | EcarType
DonnéesTR 27 8,889 8,800 8,876 1,872
Variable | Er-T moy | Minimum | Maximum Q1 Q3
DonnéesTR | 0,360 5,600 12,500 7,700 10, 700
Donc

a=28,889 et b=1,872.

Maintenant que nous connaissons a et b, nous procédons aux calculs pour obtenir
Ry Nous trouvons apres les quelques calculs

Ry = 4, 38622,

ce qui correspond a un
¥ =17,1.

Nous cherchons Ry et nous trouvons en reprenant les calculs précédemment
Ry =2,71848

ce qui correspond a un
z' =3,8.

Au passage, ce que nous venons de trouver n’est pas incohérent puisque ces deux
valeurs correspondent au minimum et au maximum sur les 31 données initiales.

A partir de la table des valeurs critiques pour un échantillon de taille 31, en utilisant
a = 5% et k = 2 (Table B25), les valeurs critiques pour comparer Ry et Ry sont
égales a 4,60 et 3,55, respectivement. Ce qui implique que ni I'une ni ’autre ne sont
des valeurs non représentatives.

5. Les résultats aux questions 2. et 4. sont différents. En effet, le test de Grubbs nous
indique que 17,1 est une valeur non représentative tandis que la procédure RST de
Rosner nous mentionne qu’aucune des deux valeurs sélectionnées est une valeur non
représentative.

Il faut noter que le test de Grubbs n’est congu que pour la détection d’une seule
valeur non représentative dans le cas ou il n’y en aurait qu'une seule. La procé-
dure RST de Rosner, quant a elle, est adaptée au cas ou il y aurait k£ valeurs non
représentatives dans 1’échantillon.

Exercice 10. Hauteurs de plantes
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Boite a moustaches pour l'exercice 2

50 —

Données brutes
o
|

-50 —

Fic. 13.7 — Graphique : Boite a moustaches des données.

Diagramme a points pour l'exercice 2

T I I
-50 0 50

Données brut

Fi1Gc. 13.8 — Graphique : Diagramme a points des données.

1. e La boite a moustaches montre une valeur non représentative localisée vers les
valeurs basses. Elle est représentée par une étoile.
e Le diagramme a points montre deux valeurs non représentatives, localisées vers
les valeurs basses.

Lorsque nous procédons a un test de normalité (ici le Test de Ryan Joiner),
nous observons sur le graphique une valeur de P (approximatif) égale a
0,0792 > 0,0500 = «. Donc nous concluons que 'hypothese Hy est acceptée.
Nous en déduisons donc qu’il y a normalité.

2. Calculons 7 . Nous avons par définition

o T T T
o= .
T(n) = (1)

)

310 Statistique Approfondie I



13.9 Corrigé des exercices

Test de Normalité pour I'exercice 2

999
99
95
80~
50

Probabilité

20 ~
05 -
01 4
001 A

-50 0 50
Données brut
Moyenne : 21 W-test pour la normalité

Ecart-type : 37,7983 R: 0,9455
N:15 Valeur de P (approximatify :0,0792

Fi1G. 13.9 — Graphique : Test de normalité des données.

D’autre part, les valeurs numériques sont
x(l) = —67, .1'(2) = —48, x(15) = 75.

Donc, nous trouvons

AR+ 67 19
ro= 2000 Y ()133803.
"OT s Ter T 142

La valeur critique lue dans une table est égale a 0,339 pour a = 5%. L’hypothése
Hy est acceptée. Ainsi, pour le test de Dixon, z(;) n’est pas une valeur non repré-
sentative.

3. Calculons 79 . Nous avons par définition

’ L3) — T
Too= -
L(n) = T(1)

D’autre part, les valeurs numériques sont
n =15, =z =-67, x5 =6, x15 =75.

Donc, nous trouvons

6+67 73
r_ ~ 2 _ 0514084,
20T 567 T 142

La valeur critique lue dans une table est égale a 0,432 pour a = 5%. Nous déci-
dons alors de ne pas accepter I’hypothese nulle JHy. Par conséquent nous acceptons
I'hypothese alternative H; Ainsi, pour le test de Dixon, x(;) est une valeur non
représentative.
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Chapitre 14

Modeles statistiques

14.1. Introduction

Ce chapitre a pour but de faire un rapide exposé de ce qui est appelé un modele statistique
tout en permettant de revoir, ou de découvrir, certaines des notions que vous avez apprises
auparavant.

Nous allons évoquer ensemble :

— L’analyse de la variance a 1 facteur controlé.
— Le test non-paramétrique de Kruskal-Wallis.
— La régression linéaire simple.

14.2. Modele statistique

14.2.1. Relations

Pourquoi avons-nous besoin des statistiques pour analyser des résultats expérimentaux ?

Il existe plusieurs types de relations entre des grandeurs physiques comme la masse, la
taille, la température...

Nous en distinguons principalement deux :

— les relations déterministes comme celle qui lie I'expression d’une température en degré
Celsius et I'expression de cette méme température en Kelvin. Ici rien de plus mystérieux
qu’une addition a faire et étant donné une méme température de départ le résultat sera
toujours le méme.

— les relations stochastiques comme celle qui lie la masse d'un individu a sa taille.
Nous ne pouvons pourtant pas nier qu’il y a une association entre la taille et la masse
d’une personne mais celle-ci n’est pas aussi simple que celle ci-dessus. En effet si vous
comparez la masse de deux personnes qui ont la méme taille il est fort probable que
celles-ci different.

Pourtant une telle relation existe. Comment pouvons-nous alors la mettre en évidence ?



Chapitre 14. Modéeles statistiques

Pour mettre en équation la relation du transparent précédent entre le poids et la masse
nous écrivons :

Masse(Individu) = Fonction(T aillerpgivian) + Erreur(Individu).

Ce que nous appelons Erreur représente la variabilité inter-individu, c¢’est-a-dire ce qui
?
permet d’expliquer pourquoi deux personnes de méme taille n’auront pas la méme masse.

Probléme :

Comment trouver Fonction et Erreur?

Nous ne connaitrions vraiment Fonction et Erreur que si nous réalisions une infinité
d’expériences !

C’est pourquoi en statistique nous adoptons la démarche opposée :

Réponse

Nous allons proposer des candidats pour Fonction et Erreur puis évaluer I’adéquation
du modele proposé avec la réalité.

14.2.2. Le cas de ’erreur

Jusqu’a présent nous vous avons sans doute dit d’utiliser des erreurs qui suivent des lois
normales, mais savez-vous pourquoi ?

Dans beaucoup de problémes expérimentaux ’erreur qui vient perturber le résultat d'une
expérience est la somme de plus petites erreurs du méme ordre et indépendantes.

Un théoreme de probabilité, le théoréme central limite, que vous avez dii rencontrer en
L2, nous dit qu’alors une bonne approximation de la loi de la variable aléatoire d’erreur
peut étre réalisée en utilisant une loi normale.

Bien entendu ceci ne fonctionne pas a tous les coups et il existe alors des alternatives :

— changer la loi de l'erreur;

— utiliser des tests comme celui de Kruskal-Wallis qui ne fait quasiment pas d’hypothése
sur la loi des erreurs.

14.2.3. Choix d’une fonction

Quelles sont les fonctions que nous pouvons utiliser ?
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14.3 Un cas concret ’analyse de la variance a 1 facteur controlé

Appelons Y la réponse observée, ou facteur expliqué, et X le facteur explicatif.

Y =f(X)+e

La réponse a cette question dépend avant tout de la nature de la variable X.

— Si X est une variable continue comme le poids ou la taille nous pourrons utiliser

F(X)=axX +b.

— Si X est une variable discrete nous utiliserons plutot, en notant X; les différentes va-
leurs possibles pour X, f(X;) = p+ ;.

14.2.4. Syntheése

Nous résumons ce que nous venons de voir a propos des modeéles statistiques.

— Si X est continue nous nous intéresserons a une relation du type
Y=axX+b+e,

ou les variables d’erreurs € suivent toute une loi normale. Cette situation est celle de
I’analyse de régression simple.
— Si X est discrete nous nous intéresserons a une relation du type

Y:M+Xi+6,

ou les variables d’erreurs € suivent toute une loi normale. Cette situation est celle de
I’analyse de la variance a un facteur controlé.

14.3. Un cas concret ’analyse de la variance a 1 fac-
teur controlé

14.3.1. Introduction

Supposons que nous mesurions plusieurs fois une méme grandeur nous trouverions en geé-
néral des résultats différents. De treés nombreux facteurs peuvent influencer les résultats
et il n’est pas possible de tous les étudier. Nous en sélectionnons un certain nombre : nous
retiendrons ainsi ceux qui a priori peuvent justifier une grande part de la dispersion des
mesures.

Ces facteurs sur lesquels nous fixons notre attention seront dits facteurs contrélés. Ceci
implique qu’avant d’effectuer les mesures nous aurons pris des dispositions pour qu’ils
soient maintenus constants et mesurés.

Pour I'instant nous ne nous intéressons qu’au cas ou il y a un seul facteur controlé.

L’expérimentateur peut se poser alors différentes questions :
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— Le phénomeéne étudié est-il ou non influencé par le facteur controlé ?
— Si la réponse est affirmative, quelle est alors la modalité la plus intéressante ?

14.3.2. Modéle statistique

Nous introduisons le modéle :

}/;,j:M+Oéi+€i,j, Zzll,jzlj,
I
avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1
ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Y (i,5),1 <i<I, 1<j<J, Lles) = N(0,02),
Cov(€;j, ery) =0si (4,5) # (k1) avec 1 < i,k < I, et 1 < j,1< J

Notez qu’ici le plan de ’analyse de la variance est dit équilibré car il y a le méme nombre
de répétitions pour tous les niveaux du facteur. Vous verrez en exercice, un cas de plan
déséquilibré.

Remarquons que y; ; n’est pas égal a Y ;. Dans le premier cas y; ; est une valeur mesurée
dans le second cas Y; ; est une variable aléatoire.

Nous voyons ainsi que nous faisons plusieurs hypotheses trés importantes. Dans chaque
cas ou vous essayerez d’utiliser cette outil statistique vous devrez vérifier que les hy-
pothéses que nous faisons sont compatibles avec les données expérimentales dont vous
disposez.

Si vous utilisez un outil statistique alors qu’il n’est pas adapté vous obtiendrez des résul-

tats qui peuvent étre trompeurs voire complétement faux.
Votre logiciel de calcul statistique ne s’occupera pas de cette partie du travail. Elle vous

incombe exclusivement et est primordiale.

14.3.3. Les hypotheéeses

Le détail des hypotheses est le suivant :

— Indépendance des erreurs.

— Homoscédasticité (égalité des variances des erreurs).
— Normalité des erreurs.

L’indépendance des erreurs

Il n’existe pas de test permettant de déterminer si les erreurs sont indépendantes ou non.
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Un test que vous pourrez rencontrer est le test de Durbin-Watson qui détermine s’il y
a une corrélation temporelle entre les résidus. Une telle corrélation peut découler, par
exemple, de I'utilisation d’un appareil de mesure qui se déreglerait progressivement.

Généralement une représentation graphique des résidus permet de « voir » si I'hypothése

est réaliste.

Attention aux données appariées !

Afin de tester la normalité des erreurs et 1’égalité des variances nous devons calculer ce
que nous appelons les résidus du modeéle. En termes statistiques, il s’agit des réalisations
des variables d’erreur ¢, ;.

Nous devons donc commencer par calculer une estimation des coefficients u, aq, . .., ay du
modele.

Nous noterons toujours une estimation d’un coefficient ¢ du modéle statistique par ¢.

Estimation

Il s’agit d’une valeur que nous calculons a partir des observations de telle sorte que nous
jugeons qu’elle est une représentation de la valeur du parameétre c.

Par exemple vous connaissez une estimation de la moyenne p d’une population par un
échantillon d’effectif K :

—

En vous référant au chapitre[2] nous sommes capable de calculer les estimations 1, ay, . . ., ay.

Les résidus

Cij = Yij — 1 — Q.

Un résidu e; ; n’est rien d’autre que le défaut d’ajustement du modéle statistique pour la
jeme répétition du 7éme niveau du facteur.

L’égalité des variances

Cette hypothése est primordiale. En effet a la fois le test de Kruskal-Wallis (équivalent
non-paramétrique de I'analyse de la variance) et '’ANOVA requiérent qu’elle soit vérifiée.

Il convient ainsi de la tester avant I’hypothéese de normalité de 'erreur. Puisque nous ne
connaissons alors pas encore la loi des erreurs il faut utiliser un test non-paramétrique.

Il s’agit du test de Levene qui est utilisable des que le nombre de répétitions pour chaque
niveau du facteur est supérieur ou égal a trois.
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Si ’hypothese d’homoscédasticité est vérifiée nous pouvons passer a la vérification de I'hy-
pothése de normalité des erreurs.

Dans le cas contraire, Minitab® ne propose pas de test prenant en compte ce défaut. Si
par contre vous avez acces a d’autres logiciels comme R, qui est gratuit et disponible sur
internet mais assez difficile d’acces, SPSS, payant mais intuitif, ou SAS, pour les utilisa-
teurs expérimentés uniquement, vous aurez a votre disposition des tests pouvant prendre
en compte l'inégalité des variances.

La normalité des erreurs

Nous devons alors tester la normalité des variables d’erreur. Or les effectifs ne permettent
généralement pas de séparer les différents niveaux du facteur explicatif et de tester la
normalité des résidus pour chacun des niveaux.

Pour obtenir une puissance convenable cela exigerait plus d’une cinquantaine de répéti-
tions par niveaux!

Nous décidons alors de regrouper tous les résidus ensemble et de procéder a un test de
normalité sur tous les résidus.

Le nombre de tests de normalité existants est trés important, il y a méme des livres entiers
sur le sujet... Lequel devons-nous utiliser 7

Les logiciels de calcul statistique mettent a la disposition de I'utilisateur plusieurs tests de
normalité. Bien entendu ils ont tous leurs qualités mais dans le contexte qui est le notre,
c’est-a-dire celui de petits échantillons, effectif entre 10 et 100, c’est le test de Shapiro-
Wilk qui est recommandé.

Tous les logiciels mentionnés plus haut permettent de réaliser ce test et en particulier
Minitab®, attention il a été renommé en test de Ryan-Joiner.

Si le test de normalité des résidus est significatif, vous n’avez pas le droit d’utiliser les
résultats de 'analyse de la variance.

Il vous faut alors opter pour une alternative non paramétrique, le test de Kruskal-Wallis.

Ce test est disponible dans le logiciel Minitab®.

Si la normalité n’est pas rejetée, nous testons a nouveau 'hypothese d’égalité des variances
en utilisant cette fois-ci le test de Bartlett.

Ce test est plus puissant que le test de Levene car il repose sur une hypothese de normalité
des variables. C’est donc un test paramétrique.
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14.3 Un cas concret ’analyse de la variance a 1 facteur controlé

Si ’hypothese d’homoscédasticité n’est toujours pas rejetée, les conditions d’utilisation du
modele statistique sont alors vérifiées et nous pouvons examiner les résultats de I'analyse
de la variance.
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Chapitre 15

Estimationl!

15.1. Définitions et notations

15.1.1. Population, individu, échantillon

Définition 15.1.1. La population est l’ensemble de tous les éléments qui constituent
cet ensemble.

Exemples 15.1.1. Un ensemble d’étres humains, un ensemble d’objets ou de faits.
Définition 15.1.2. Chacun des membres de cette population est appelé individu.
Définition 15.1.3. Un sous-ensemble de la population est appelé échantillon.

Définition 15.1.4. La propriété qui fait l'objet de l’étude statistique doit étre également
précisée. Nous l’appelons variable statistique.

15.1.2. Caracteres quantitatif et qualitatif

Définition 15.1.5. Un caractére est quantitatif s’ est mesurable et la liste des
nombres exprimant ces mesures est appelée série statistique.

Exemples 15.1.2. La taille des habitants d’un pays, le poids des habitants d’un pays, les
températures d’une capitale d’un pays.

Définition 15.1.6. Un caracteére est qualitatif si les modalités échappent a la mesure.

1Ce chapitre s’appuie principalement sur les livres de G. Demengel, P. Bénichou, N. Boy et J.-P.
Pouget, [DBBP97], et de J.J. Droesbeke, [Dro01].
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Exemples 15.1.3. Les gotts pour un film, les gotts pour un aliment, [’appréciation d’un
livre.

Dans ce dernier cas, la nature du caractére qualitatif suggere souvent une répartition
de la population en classes que nous pouvons numéroter.

Nous attachons alors a chaque individu le numéro de la classe a laquelle il appartient.

Nous sommes ainsi ramenés a traiter une liste de nombres, c¢’est-a-dire une série statis-
tique.

15.1.3. Caractéres discret et continu

Une autre distinction peut étre faite sur la nature des nombres d'une série statistique.

Définition 15.1.7. Un caractére est dit discret si les valeurs qu’il prend sont des nombres
isolés, par exemple entieres mais pas nécessairement.

Exemples 15.1.4. Le caractére « nombre de piéces dans un appartement » , le caractére
« nombre d’étudiants en Master Ethologie-Ecophysiologie Deuziéme Année » |, les tempé-
ratures en dixieme degrés sont tous des nombres isolés.

Définition 15.1.8. Un caractere est dit continu si entre deux de ces valeurs nous pou-
vons toujours trouver une troisieme.

Exemples 15.1.5. La taille des habitants d’un pays, exprimée en cm par exemple, se
traduit par des nombres réels, le poids des habitants d’'un pays, exprimé en kg, s’exprime
par des nombres réels.

C’est la nature de l'instrument de mesure qui permet seulement d’en obtenir une valeur
approchée. Il est logique alors de considérer que les valeurs du caractére appartiennent a
des intervalles appelés classes.

15.2. Parameétres de position

15.2.1. Le mode

Dans ce paragraphe, nous énoncerons les définitions de deux parametres de position. Nous
ne sommes pas exhaustifs. Simplement nous rappelons les définitions de ceux qui seront
les plus utilisés dans ce cours.

Définition 15.2.1. Le mode ou les valeurs modales d’une série statistique d’une
variable discréte est la (ou les) valeur(s) de la variable dont ’effectif est maximum.

Introduisons maintenant les notations dont nous aurons besoin pour définir le parametre
de position suivant : la moyenne.
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15.3 Parameétres de dispersion

15.2.2. La moyenne

Le tableau des effectifs fournit les effectifs partiels n;. Nous disposons donc des couples
(xj;m;) ou j varie de 1 a p.

Dans le cas d’'une variable continue, le nombre des classes est encore noté p. Nous avons
convenu d’attribuer globalement I'effectif d'une classe au centre ¢; de cette classe.

Définition 15.2.2. Dans le cas d’une variable continue, la moyenne de la série sta-
tistique composée des couples (cj,n;) est définie par :

1 p
T = — (Cj X le) , (1521)
ou N représente ’effectif total de la série statistique et p le nombre de classes de la série

statistique.

Définition 15.2.3. Dans le cas d’une variable discrete, la moyenne de la série sta-
tistique composée des couples (xj,n;) est définie par :

1 p
T=5 D (wy xny), (15.2.2)
j=1

ou N représente l'effectif total de la série statistique et p le nombre de classes de la série
statistique.

15.3. Parametres de dispersion

15.3.1. L’étendue

Dans ce paragraphe, nous énoncerons les définitions de trois parametres de dispersion.
Nous ne sommes pas exhaustifs. Simplement nous rappelons les définitions de ceux qui
seront les plus utilisés dans ce cours.

Définition 15.3.1. L’étendue d’une série statistique est la différence entre la plus
petite et la plus grande des valeurs du caractere.

15.3.2. La variance

Définition 15.3.2. La variance d’une série statistique est la moyenne des carrés
des écarts des valeurs du caractére x a la moyenne de la série statistique :

1 p
2 _ _ —\2
o® =Var(z) = N JE:l nj(x; —T)%, (15.3.1)

x; étant remplacé par c; dans le cas d’une variable continue, N [effectif total de la série
statistique et p le nombre de classes de la série statistique.
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15.3.3. L’écart-type

Définition 15.3.3. L’écart-type d’une série statistique est la racine carrée de la
variance de cette série statistique :

o=+/Var(x). (15.3.2)

Remarque : Ce parametre de dispersion est beaucoup plus intéressant que la variance
car il a I'intérét de s’exprimer dans la méme unité de mesure que la moyenne. Ainsi nous
pouvons comparer des échantillons entre eux.

15.4. La théorie de ’estimation

15.4.1. Introduction

Une fois ces quelques définitions rappelées, nous pouvons aborder une des questions ma-
jeures en statistique :

I’estimation.

Le probléeme de I’estimation est I'impossibilité de connaitre exactement la valeur d’un
parameétre inconnu noté 6. Ce probleme est trés général et a des aspects distincts.
Les observations permettent de construire une estimation de 6.

Ainsi chaque observation est la valeur d'une variable aléatoire (v.a.) X dont la loi dépend

de 6.
Cela revient a doter 1’état de la nature inconnu d’'un modeéle probabiliste.

Ce dernier est complété par un modéle d’échantillonnage décrivant la maniere dont
les observations sont recueillies.

Nous nous plagons dans le cas le plus simple : les n observations constituent un échan-
tillon aléatoire simple (EAS) composé de n variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d.) {Xy, -+, X,}.

Signalons qu’un modele probabiliste complété par un modeéle d’échantillonnage est appelé
un modele statistique.
Le probleme s’énonce ainsi :

comment pouvons-nous estimer 0 a partir de n observations { Xy, ..., X,} formant un
échantillon aléatoire simple dont les valeurs sont notées {x1,...,x,} ?

Cette question recouvre deux problémes :

— définir un estimateur possédant de bonnes qualités ou encore de bonnes propriétés
statistiques

— trouver la maniere adéquate de le choisir.
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15.4 La théorie de ’estimation

15.4.2. Quelques définitions

Soient :
— # un parametre réel inconnu défini au sein d’une population U
— O l'ensemble des valeurs possibles de 6.

Définition 15.4.1. Si{Xy,..., X,,} est un échantillon aléatoire simple d’effectif n prélevé
dans U, alors nous appelons estimateur de 6 toute fonction des observations, notée 0 :

0 =h(X1,....X,). (15.4.1)

Nous nous restreignons a des valeurs 0 € O. 0 est une variable aléatoire de loi de proba-
bilité qui dépend du parametre inconnu 6.

Définition 15.4.2. Nous appelons estimation de 0 une valeur h(xq,...,x,) d'un esti-
mateur 0 calculée a partir de n valeurs observées xq,...,x, dans un échantillon prélevé
dans la population U.

Il est souhaitable de ne pas utiliser uniquement le bon sens ou l'intuition pour choisir
entre deux estimateurs.

Pour pouvoir effectuer le bon choix, nous devons pouvoir les comparer en recourant a des
objectifs choisis a priori.

Nous allons établir une liste de plusieurs propriétés que nous souhaitons retrouver dans
un bon estimateur, permettant ainsi de mettre en évidence ceux qui en possedent sinon
le plus grand nombre, du moins les plus importantes.

15.4.3. Simplification de notation

Toute fonction des observations d’'un échantillon aléatoire simple, définie par ((15.4.1)),
peut permettre d’estimer la valeur de 6. Nous avons appelé estimation la valeur observée
h(xy,...,x,) de I'estimateur h(X,,...,X,).

La notation utilisée « majuscule pour une variable aléatoire et minuscule pour sa valeur »
est en contradiction avec ((15.4.1]) et veut que nous distinguions aussi la variable aléatoire
0 de sa valeur observée.

Pour ne pas alourdir la notation, et vu la correspondance entre variable aléatoire et valeur
observée de cette derniére, nous utilisons la simplification suivante selon laquelle 1’échan-
tillon de taille n est désormais désigné par {zi,...,z,} sans distinguer explicitement les
variables aléatoires X;, avant observation, de la valeur xz;, apres observation.

Attention : toujours vérifier d’apres le contexte, si nous sommes dans le premier cas ou
dans le second cas.
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15.4.4. Propriétés d’un estimateur

Le choix d’un estimateur va reposer sur ses qualités. Comme nous I’avons souligné, il est
habituel de comparer des estimateurs entre eux sur la base de propriétés plus ou moins
intéressantes qu’ils possedent ou non.

La premiére concerne la possibilité de comporter un biais. Il est souvent judicieux que
la distribution d’un estimateur soit centrée sur le parameétre inconnu, c’est-a-dire qu’il
possede la propriété suivante.

Propriété 15.4.1.  est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du paramétre 6 si

E [5] — 0. (15.4.2)

Définition 15.4.3. Si la relation (15.4.2|) n’est pas satisfaite, le biais de 0 est alors défini
par

B (5) ~E m —0. (15.4.3)

Remarque 15.4.1. Pour aborder le caractére biaisé ou non d’un estimateur il faudra
utiliser des propriétés de 'espérance mathématique étudiée dans les années précédentes.

15.4.5. Précision : Cas d’un estimateur sans biais

Comme nous 'avons vu auparavant, la variance d’un estimateur joue un réle important
dans la mesure de précision.

Propriété 15.4.2. S 0 est un estimateur sans biais du parametre 0, nous utilisons comme

mesure de précision sa variance Var [9] .

Plus Var [5} est petite, plus I'estimateur 0 est précis. Entre deux estimateurs non biaisés,

nous choisirons le plus précis des deux, c¢’est-a-dire celui de plus petite variance.

Exemple 15.4.1. Soit un échantillon aléatoire simple de taille relativement élevée, prélevé
dans une population normale N(y; 02). Si T (moyenne de I’échantillon) et /5 (médiane
de I’échantillon) alors, nous avons

2

E[z] =y, Var[z] = % (15.4.4)
et
0.2
E[I‘l/g] = U, Var[a:l/Q] = 157? (1545)

Nous avons donc Var[Z] < Var|zy /). Donc T est un estimateur plus précis que /o dans
ce cas présent.
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15.5 Des exemples d’estimation

15.4.6. Précision : Cas d’un estimateur quelconque

Propriété 15.4.3. Si 0 est un estimateur du parameétre 6, nous mesurons la précision de
Uestimateur 0 par ’écart quadratique moyen (EQM) :

EQM (ZJ) — Var [5} B (5)2. (15.4.6)

Si 0 est un estimateur sans biais du parametre 6, ce qui se traduit par
B (5) —0, (15.4.7)

alors nous retrouvons la propriété précédente.

Entre deux estimateurs de #, nous choisissons celui dont 1’écart quadratique moyen est le
plus faible.

15.5. Des exemples d’estimation

15.5.1. Estimation de la moyenne d’une population

Pour estimer la moyenne p d’une population de taille N nous utilisons la moyenne X d’un
échantillon de taille n (n < N) du type PEAR (probabilités égales avec remise).

Rappel : En tant que variable aléatoire, X constitue un estimateur de la moyenne .

Définition 15.5.1. Toute valeur observée de X d partir d’un échantillon est appelée une
estimation de la moyenne p.

Le mode de prélevement retenu est tel que : Les X; sont des variables aléatoires indépen-

dantes et identiquement distribuées et sont telles que, pour tout i =1,...,n :
E[X;] = u (15.5.1)
et
Var[X;] = o> (15.5.2)

Soit X définie par

X =

SRS

ixi, (15.5.3)
i=1

la moyenne d’un échantillon aléatoire simple prélevé dans une population de moyenne .
Calculons ’espérance de X :

dRdEr

E[X] =

1
= —XUXn=pu
n

Nous trouvons ainsi le résultat suivant :
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Théoréme 15.5.1. En moyenne, Uestimateur X est égal d la moyenne p1, ou encore X
est un estimateur sans biais de la moyenne .

En général en statistique, nous calculons 'espérance et la variance d’une variable aléatoire.
Donc nous allons calculer maintenant la variance.

Calculons la variance de 7 :

Var[z] = Var

= — E Var[X;], car les v.a. sont indépendantes

i=1

n

= — g 0%, car les v.a. sont de méme variance
i=1

1 , 02
= —2><TL><O' = —.
n

La question : Que signifie statistiquement ce dernier résultat 7 Comment le statisticien
I'interpréte-t-il 7

La réponse : Ce parametre, destiné a connaitre la dispersion des valeurs de T autour de
la moyenne p, permet de mesurer ’erreur d’échantillonnage. Plus Var[z| est faible,
plus il est probable que I'erreur sera petite et I'estimateur précis. Var[z] est faible si la
variance o2 de la population est petite, ce qui correspond & une population homogene,
et/ou si n est grand, c’est-a-dire si la taille de 1’échantillon est grande.

Remarque 15.5.1. Cette erreur ne dépend pas de la taille N de la population, ce qui
n’est pas intuitif!

15.5.2. Estimation de la variance d’une population

Soit s2,. définie par
2 _ 1 2
Spo = — g (x; —7)7, (15.5.4)
n -

la variance d'un échantillon aléatoire simple prélevé dans une population U de variance

a2
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Calculons Pespérance afin de savoir si s2, est un estimateur sans biais de 0.

E2] = E %(Z(@_@zﬂ

=1

= E %fo—#
>

— %Z (Varlz] + p*) — (Var[z) + 1)

_ ! _E[
= ~E E [7°]

2
o

= 2yt
n

_ 02(”;1)‘

E[s2.] # 0. (15.5.5)

Théoréme : s2_ est un estimateur biaisé¢ de la variance o dont le biais vaut :

Nous constatons ainsi que

B(s2,) = o (" — 1) o T (15.5.6)

Remarque : B(s?,) tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Nous disons dans ce cas que
s2_est un estimateur asymptotiquement sans biais.

A partir de cette remarque, nous construisons un autre estimateur de la variance o2, que
nous appelons la variance corrigée de I’échantillon aléatoire simple défini par :

Définition 15.5.2.

2 _ 2 _ —\2
S = 7 5nc = Ez(mZ —T)~. (15.5.7)

Nous vérifions aisément que
E[s?] = o°. (15.5.8)

Donc nous pouvons établir le résultat suivant :

Théoréme 15.5.2. La variance corrigée s* est un estimateur sans biais de la variance

o?.

15.5.3. Estimation d’une proportion d’une population

Si 74 est une proportion d’individus qui possédent une caractéristique A dans une popula-
tion U, nous pouvons estimer ce parametre par la proportion observée dans un échantillon
aléatoire simple de taille n prélevé dans cette population U :

TA — —

(15.5.9)

n
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ou ny4 est le nombre d’individus de ’échantillon qui possedent une caractéristique A.
4 peut-étre considérée comme la moyenne d’une loi de Bernoulli en dotant tous les indi-
vidus de la population d’une valeur 1 ou 0 selon qu’ils possedent ou non la caractéristique

A

Somme des valeurs 1 + Somme des valeurs 0

Taille de la population
Nombre de 1
Taille de la population
= Proportion de 1

= TA.
Si nous considérons la moyenne = de 1’échantillon composé de 1 et de O :

Somme des 1 observés + Somme des 0 observés

Taille de ’échantillon
Nombre de 1 observés

Taille de I’échantillon
na

n

T =

Comme E[Z] = u, nous en déduisons que

Efr] =E|22] =E[fa] = p = ma. (15.5.10)

n

Par conséquent, 4 est un estimateur sans biais de de 4.
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Annexe A

Valeurs critiques de la statistique de
Kruskal-Wallis pour 3 échantillons.

Si tous les effectifs des k£ groupes sont supérieurs ou égaux a 5, nous utiliserons 1’approxi-
mation KW ~ x2_,.

Remarque : Sivotre logiciel le permet, préférez toujours le calcul de p—valeurs « exactes »
méme par la méthode de Monte Carlo.



Annexe A. Table de Kruskal-Wallis

H

Effectifs

H Risque de premiere espece « H

10
4.25

.05

.01

.005

.001

4.29
4.71
4.57
4.56
4.62

4.71
5.14
5.36
5.60

7.20

7.20

4.50
4.46
4.06
4.51
4.71
4.17
4.55
4.65
4.20

5.33
5.22
5.44
5.73
4.97
5.60
5.69
5.00

6.44
6.75
6.67
7.14
7.66

7.00
7.32

7.59
8.00

8.02

8.32
8.65

CﬂO‘(O‘(CﬂCﬂCﬂO‘!O‘!CﬂCﬂCﬂO‘!CﬂCﬂ%%%%%%%%%wwwwwwg

CUOU U OT Ot i s W W N R R R WWWNNDWWWND NS

O‘l)JkCO[\Di—‘HkOJ[\DP—‘wl\DP—‘[\DHHkOJl\DP—‘CO[\DHl\DHODl\DP—‘[\DH[\Dg

4.20
4.36
4.02
4.65
4.53
3.99
4.54
4.55
4.62
4.11
4.62
4.54
4.53
4.56

5.00
5.16
4.96
5.25
5.65
4.99
5.27
5.63
5.62
5.13
5.34
5.71
5.64
5.78

6.53

6.82
7.08
6.95
7.12
7.44
7.76
7.31
7.27
7.54
7.7
7.98

7.18
7.51
7.36
7.57
791
8.14
7.75
8.13
8.24
8.37
8.72

8.24

8.11
8.50
9.00

8.68
9.06
9.32
9.68

TAB. A.1 — Valeurs critiques de la statistique de Kruskal-Wallis pour 3 échantillons.
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