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Préface

Ce manuel de cours a pour but de vous guider dans vos réflexions pour les études sta-
tistiques que vous aurez a réaliser a 'aide de modele d’analyse de la variance. Nous
présentons un vaste paysage des modeles de I'analyse de la variance a un ou plusieurs
facteurs. Ces facteurs peuvent étre croisés ou hiérarchisés et a effets fixes ou aléatoires.
La mise en évidence d’un effet de I'un des termes du modele statistique est généralement
suivie par ’analyse des effets comparés des modalités de ce terme et repose sur 'utilisation
de procédures de comparaisons multiples. Nous avons rassemblé et détaillé la plupart des
procédures qui sont utilisées dans la pratique ainsi que deux d’entre elles dont 'utilisation
est recommandée par I’Encyclopédie de Statistique.

Pour chacun des modeles étudiés, nous commengons par détailler la modélisation sta-
tistique, ses conditions d’utilisation et ses limitations afin que vous puissiez étre ensuite
capable de I'utiliser avec pertinence. Nous proposons ensuite des exercices, le plus souvent
intégralement corrigés avec le logiciel.

Les références [Dag98al, [Dag98b], [KRB96], [Fal05], [Par74], [SA00] ayant servi a ’éla-
boration de ce manuel sont mentionnées dans la bibliographie.

Vos remarques, vos commentaires, vos suggestions, et méme vos encouragements, seront
accueillis avec plaisir.

fbertran@math.unistra.fr
mmaumy@math.unistra.fr






Table des matiéres

[Préface] iii
(Iable des matieres| iv
[Avant-propos| xi
1__Introductionl 1
(1.1 ~Un peu de vocabulaire| . . . . . . ... .. ... ... ... ... ... ... 1
(1.2 Plans équilibrés, plans déséquilibrés| . . . . . . . ... ... ... ... 4
(1.3 Risque global associé au tableau de ['analyse de la variance| . . . . . . . .. 5)

2 Analyse de la variance a un facteur| 7
2.1 Modeles a effets fixesl . . . . . . . ... oL 7
2.2 Modeles a effets aléatoires . . . . . . . .. ..o Lo 10

[3 Analyse de la variance a deux facteurs| 13
B.1 Modeles a effets fixed . . . . . . . . ... 13
[3.1.1 Sans répétition| . . . . . . ... ... 13

[3.1.2  Avec réepétitions| . . . . . . . ... 17

3.2 Modeles a effets aléatoires] . . . . .. ... ... oo 21
[3.2.1 Sans répétition| . . . . ... Lo 21

[3.2.2  Avec réepétitions| . . . . . .. L. 24

3.3 Modeles a effets mixtes . . . . . . . . ... oo 27
[3.3.1 Sans répétition| . . . . ... 27

[3.3.2  Avec réepétitions| . . . . . .. ..o 30

[4  Analyse de la variance a deux facteurs emboités| 35
41  Modeles a effets fixes . . . . . . . . .. oo 36
[4.1.1 Avec répétitions| . . . . . . . . . .. 36

M2 Modeles a effets aléatoired . . . . .. . . ... oo 39
[4.2.1 Avec répétitions| . . . . . . . ... 39

4.3 Modeles a effets mixtes . . . . . . . . . ..o 42
[4.3.1 Avec répétitions| . . . . . . ... 42

[ Analyse de la variance a trois facteurs| 47
H.1  Modeles a effets fixes . . . . . . .. ..o 47
[>.1.1  Sans répétition| . . . . . ..o Lo 47

[.1.2  Avec répétitions| . . . . . . . ... 54




[.2.1 Sans répétition| . . . . ...
[5.2.2  Avec répétitions| . . . . . . ...

.3 Modeles a effets mixtes| . . . . . . . . ...

[5.3.1  Sans répétition| . . . . ...
[5.3.2  Avec répétitions| . . . . . .. L.

Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités|

[6.2.1 Avec repétitions| . . . . . . . ...

6.3 Modeles a effets mixtes . . . . . . ... ... oo o000

[6.3.1 Avec répétitions| . . . . . . ...

Analyse de la variance a trois facteurs partiellement emboités|

72

Les différents modeles partiellement emboites] . . . . . ... ... ... ..

[7.2.1 Necessitant des répetitions| . . . . . . . . ... ... ... ... ...
[7.2.2  Ne nécessitant pas de repétitions| . . . . . . .. .. ... ... ...

(8

Analyse de la variance a [ facteurs, [ > 2|

Comparaisons multiples|

[9.1.4 Test d’une hypothese impliquant un constraste]. . . . . . . . . . ..

0.2

Comparaisons multiples sous ['hypothese d’homoscédasticite] . . . . . . . .

[9.2.1 La methode de Tukey|. . . . . .. ... ... ... ... ... ...,
[9.2.2  La methode de Tukey-Kramer| . . . . . . .. .. .. ... ... ...
[9.2.3  La meéthode de Hochbergf . . . . . . . . . .. ... ... ... .. ..

[9.2.5 La methode de la plus petite diftérence significative de Fisher|

9.2.6 _La méthode de Bonferronil . . . . . ... ... ... ... ... ...
9.2.7 La methode de rejet sequentiel de Bonterroni de Holm|[ . . . . . ..

0.2.8  La méthode de Dunn-Sidakl . . . . . ... ... ... ... .. ...

[9.4.1 Le test multiple des etendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch| . . . .
[9.4.2  Tests F-multiples| . . . . . .. .. ... oo

97
97
97
103
103
106
106

113
113
113
113
114

117



[9.6 Deux facteurs sans répetition| . . . . . . . ... ... L.

[9.6.2 Meéthode de Tukey| . . . . . ... .. ... 0.
9.6.3 Meéthode de dcheffél . . . . . . . . .o

[9.7  Deux facteurs avec répétitions| . . . . . . . . .. ...

[9.7.2  Meéthode de Tukey| . . . . . ... .. ...
9. 7.3 Meéthode de Scheffél . . . . . . . . ..o

I”,zi,;i I&ls:lll!z!is: !is: :‘)S:llf:”f:l ...........................

[9.8.5 Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a deux|. . . .

[10 Puissance des tests de "analyse de la variance]

[10.6 Analyse de la variance a trois facteurs avec interaction| . . . . . . . . . ..
[10.6.1 Modele a effets fixed . . . . . .. ... ... ... oL




(11 Exemples| 195

[11.1 Analyse de la variance a un facteur| . . . . . . . . . . ... ... ... ... 195
(111 Carburateursl . . . . . . . . ... o 195

[11.2 Analyse de la variance a deux facteurs| . . . . . ... ... ... ... ... 200
(11.2.1 Sans répétition| . . . . . . . . . . . . .. 200
[(11.2.2 Avec répétitions et plan equilibref . . . . . . ... ... ... .. .. 209
[11.2.3 Avec répétitions et plan désequilibre, . . . . . . .. ... ... ... 225

[11.3 Analyse de la variance a deux facteurs emboites| . . . . . . . . . . . .. .. 228
(11.3.1 Plan désequilibre] . . . . . . .. . . . ... 228
[11.4 Analyse de la variance a trois facteurs|. . . . . . . . . ... ... ... ... 231
(11.4.1 Sans répétition| . . . . . . . . . . . . .. 231
(11.4.2 Avec répétitions| . . . . . . . . . . . . .. 237
[11.5 Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboites| . . . . . . . .. 246
[11.6 Analyse de la variance a trois facteurs partiellement emboites{. . . . . . . . 247
[12 Modeles statistiques| 249
[12.1 Introductionl . . . . . . . . . . .. 249
[12.2 Modele statistique] . . . . . . . . ... 249
(12.2.1 Relations . . . . . . ... o 249
(1222 lecasdel'erreur] . . . . . . . .. ... o Lo 250
(12.2.3 Choix d'une fonctionl . . . . . . . . .. . ... .. oL 250
(12.2.4 Synthese| . . . . . . . . . . 251

[12.3 Un cas concret : I'analyse de la variance a un facteur controle, . . . . . . . 251
(12.3.1 Introductionl . . . . . . . . . . .. o 251
[12.3.2 Modele statistique] . . . . . . . . . ... 252
(12.3.3 Les hypotheses| . . . . . . . ... .. ... ... ... ... ..., 252

13 Estimation 257
[I3.1 Définitions et notationsl . . . . . . . . . .. ..o 257
(13.1.1 Population, individu, échantillon| . . . . . . . ... ... ... ... 257
[13.1.2 Caracteres quantitatit et qualitatitf . . . . . . . .. ... ... ... 257
[[3.1.3 Caracteres discret et continul . . . . . . .. ... ... ... ... .. 258

[13.2 Parametres de position| . . . . . . . . . . ..o 258
0321 Lemodel . . . . . . . . . 258
(13.2.2 La moyenne| . . . . . . . . . ... 259
[13.3 Parametres de dispersion| . . . . . . . . . . . ... L. 259
{13.3.1 [letenduel . . . . . . . . ..o 259
(332 Tavariancel . . . . . . .. . ... 259
[13.3.3 L’eécart-typel . . . . . . . . . . ... 260
3.4 La théorie de Iestimationl . . . . . . ... .. ... ... ... ..... 260
(13.4.1 Introductionl . . . . . . . . . . ..o 260
[13.4.2 Quelques définitions] . . . . . ... ... ... L. 261
(13.4.3 Simplification de notation| . . . . . . ... ... ... ... ... .. 261
(13.4.4 Propriétés d'un estimateur|] . . . . . . . . .. ... ... 261
(13.4.5 Precision : Cas d'un estimateur sans biaisl . . . . . .. .. ... .. 262
[13.4.6 Precision : Cas d'un estimateur quelconque|. . . . . . . . . . .. .. 262

[13.5 Des exemples d’estimation| . . . . . . . ... ... .00 263




[13.5.1 Estimation de la moyenne d'une population|] . . . . ... ... ... 263

[13.5.2 Estimation de la variance d'une population|. . . . . . . . .. . . .. 264
[13.5.3 Estimation d'une proportion d'une population| . . . . . . . . . . .. 265
[Liste des figures| 265
G {es tabl ! 265

[Bibliographie] 266







Avant-propos

Notations

Nous commencons par quelques notations, couramment utilisées en statistique, a la fois
pour alléger les formules et pour les rendre plus compréhensibles.

La notation synthétique d’un total : application aux effectifs

Nous considérons un tableau de données provenant de résultats expérimentaux effectués
dans certaines conditions symbolisées par un ou plusieurs indices. Ces expériences peuvent
étre répétées ou non en fonction des indices que nous considérons, chacune des cases du
tableau comportant ainsi une ou plusieurs données. Nous notons l'effectif de chaque case
du tableau en remplacant y par n et en conservant les indices associés a y. La somme
des effectifs suivant I'un des indices est notée en remplacant cet indice par le symbole
+. Nous adoptons cette notation, classique en statistique, pour alléger et uniformiser les
notations. Ainsi par exemple, dans les cas ou nos données sont indexées par un, deux ou
trois indices, nous obtenons les notations ci-dessous.

1. Nous avons observé n valeurs de la variable Y. Chacune d’entre elle correspond a
un résultat expérimental effectué dans la condition ¢, 1 < ¢ < I. Nous construisons
donc un tableau comportant [ lignes. L’effectif de chaque case du tableau est alors
noté n;, leffectif total n, est évidemment donné par la formule :

I
ny = Z n;.
i=1

Bien entendu nous avons n, = n.

2. Nous avons observé n valeurs de la variable Y que nous regroupons en fonction des
valeurs des deux indices 7, 1 < ¢ < I, et j, 1 < 7 < J, associés aux conditions
expérimentales. Nous construisons ainsi un tableau a I lignes et J colonnes.

— Leffectif de la case (7, ) du tableau, située a 'intersection de la i—eéme ligne et
de la j—eéme colonne est alors noté n; ;.

— La somme des effectifs par rapport a 'indice ¢, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la colonne j du tableau, est notée n, ;.

1
n+7] = anvj
i=1



Notations

— La somme des effectifs par rapport a l'indice j, c¢’est-a-dire le nombre de données
dans la ligne 7 du tableau, est notée n; ;.

J
N+ = Z g j.
j=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices 7 et j, c’est-a-dire le nombre de
données dans le tableau, est notée n, .

I J
Ny 4+ = ZZ”M

i=1j=1

Bien entendu nous avons n4 4 = n.

. Nous avons observé n valeurs de la variable Y que nous regroupons en fonction des

valeurs des trois indices 7, 1 < ¢ < [, 5,1 < j < J,etk, 1 <k < K, associés

aux conditions expérimentales. Nous construisons ainsi un multitableau a I lignes,

J colonnes et une profondeur de K.

— Leffectif de la case (i, j, k) du multitableau, située a intersection de la i—eéme
ligne et de la j—eme colonne a la profondeur k est alors noté n; ;.

— La somme des effectifs par rapport a l'indice i, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la colonne j a la profondeur k du multitableau, est notée n, ;.

I
Ny gk = ank
=1

— La somme des effectifs par rapport a 'indice j, ¢’est-a-dire le nombre de données
dans la ligne ¢ a la profondeur & du multitableau, est notée n; 4 .

J
N+ = Z Tk
j=1

— La somme des effectifs par rapport a l'indice i, c’est-a-dire le nombre de données
dans les cases transversales, ¢’est-a-dire sur toute la profondeur du tableau, situées
aux intersections de la ligne 7 et de la colonne j du multitableau, est notée n; ; 4.

K
g+ = Z T gk-
k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices 7 et j, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche de profondeur & du multitableau, est notée n, ;4 4.

I J
Ntk = Z Z Mgk
i=1j=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices 7 et k, c¢’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche verticale de position j du multitableau, est notée ny ;.

I K
Ny j+ = Z Z T k-

i=1 k=1

Outils élémentaires de statistique appliquée



Notations

— La somme des effectifs par rapport aux indices j et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans la tranche horizontale de position ¢ du multitableau, est notée n; 4 4.

N+ = Z Z Mgk

j=1k=1

— La somme des effectifs par rapport aux indices i, j et k, c’est-a-dire le nombre de
données dans le tableau, est notée ng . .

I J K
Nyt 4+ = Z Z Z Ni,j-

i=1 j=1 k=1
Bien entendu nous avons n4 4 4 = n.

Nous pouvons bien siir généraliser cette notation lorsque nous considérons plus de trois
indices.

La notation synthétique d’une moyenne

Lorsque nous disposons d'un tableau de données indexées par un ou plusieurs indices
nous notons la moyenne par rapport a I'un de ces indices en le remplagant par le symbole
e. Nous adoptons cette notation, classique en statistique, pour alléger et uniformiser les
notations. Ainsi par exemple, dans les cas ou nos données sont indexées par un, deux ou
trois indices, nous obtenons les notations ci-dessous.

1. Nous avons observé n = [ valeurs de la variable Y indexée par un indice 7, notées
Y1, --,Yn. La moyenne de ces valeurs vy1,...,¥y, par rapport a l'indice 7 est donc
notée y,. Dans ce cas il s’agit simplement de la moyenne 7 :

Zy@ = Iy+

2. Nous avons observé n = I x J valeurs de la variable Y indexée par deux indices @

et j, notees y1,1, N ’y17J7 y271, e ,’ng,. . .,y[7J7 Ce ,yLJ.
— La moyenne de ces valeurs y11,. ..,y par rapport a l'indice 7 est notée y, ;. Il

s’agit simplement de la moyenne 7; des valeurs de la j—eéme colonne du tableau :

Zyz,] = y+]

— La moyenne de ces valeurs y; 1,...,yr s par rapport a l'indice j est notée y;,. Il
s’agit simplement de la moyenne 7; des valeurs de la i—eéme ligne :

Z Yij = yz +-

— La moyenne de ces valeurs ¥ 1, ...,y par rapport aux indices 7 et j est notée
Yoo 1l s’agit simplement de la moyenne 7, parfois aussi appelée grande moyenne
du tableau :

I J
[JZZZJ [J?/++

=1 j5=1
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Notations

. Nous avons observé n = I x J x K valeurs de la variable Y indexée par trois indices

i, j et k, notées Y1115 Y11,K5 Y2115 -5 Y21.Ky -~ Y1115 -5 Y1, Ky - - -5 Y1215 - - -

Y12,Ky-- Y1r,J1,-- - Y1r,JK-

— La moyenne de ces valeurs y; 1.1, . .., Yr,sx par rapport a 'indice i est notée y, ; :
Yo 4k Z Yigk = y-hm

— La moyenne de ces valeurs y; 11, ..., yr,sx par rapport a I'indice j est notée y; o 1 :

Yieok = Z Yijk = yz +,k-

— La moyenne de ces valeurs y; 11, . .., yr,sx par rapport a l'indice k est notée y; ;o :

yi,j,o Z yl,j k= KyZ,J +-

— La moyenne de ces valeurs y1 1.1, .. ., ¥yr,sx par rapport aux indices ¢ et j est notée
Yoo,k -

1 LJ 1
y.,.,k—7zz gk — y++k

— La moyenne de ces valeurs y; 1 1, ..., yrjx par rapport aux indices ¢ et k est notée
y'?j?‘
1 L& 1
y'?j?’ = 77 Z Z 7]7 7y+7j7+'
IK == IK

— La moyenne de ces valeurs y; 11, ..., yrsx par rapport aux indices j et k est notée
yi,o,o :

J K
Yieo = JK Z Z Yijk = ﬁyi,+,+'

— La moyenne de ces valeurs y;11,...,yr.sx par rapport aux indices 7, j et k, est
notée Yeee. Il s’agit simplement de la moyenne 7, parfois aussi appelée grande
moyenne du tableau :

1 I J K 1
Yo,0,06 = TIK Z Z Z Yijk = ”7K?J+,+,+-

i=1j=1k=1

Nous étendons cette notation a la situation ou les valeurs que la variable Y va prendre ne
sont pas encore connues, c¢’est-a-dire lorsque nous remplagons les nombres y;, ¥; ; ou y; ik
par les variables aléatoires Y;, Y; j ou Y; ; x. Ceci permettra d’obtenir des formules simples
pour les estimateurs des parametres des modeles étudiés par la suite.

Nous pouvons bien siir généraliser cette notation lorsque les valeurs prises par la variable
Y dépendent de plus de trois indices.

Outils élémentaires de statistique appliquée



Chapitre 1

Introduction

1.1.

i.

ii.

iii.

iv.

Un peu de vocabulaire

Nous appelons réponse une variable dont nous cherchons a comprendre le com-
portement. Nous considérerons dans le cadre de ce cours des réponses quantitatives
continues. Une réponse est généralement notée Y et c’est le cas systématiquement
dans la suite.

Nous appelons facteur toute variable dont nous voulons nous servir pour analyser
les variations de la réponse. Nous notons généralement les facteurs par des lettres
romaines majuscules A, B, .... Dans le contexte de ’analyse de la variance tous les
facteurs sont considérés comme des variables qualitatives. Les niveaux ou modalités
d’un facteur sont notés en indigant la majuscule romaine associée au facteur : Aq,
..., A; ou I désigne le nombre total de modalités du facteur A. Pour I'analyse
d’une réponse a l'aide de variables quantitatives nous utiliserons des techniques de
régression, linéaire ou non, et pour l'analyse d’une réponse a 1’aide d’'un mélange de
variables quantitatives et qualitatives nous pourrons nous servir de ’analyse de la
covariance.

Un modele statistique est une équation reliant les différentes mesures V;; = de
la réponse Y aux effets des niveaux Ai,..., Ar, Bi,..., By, ... des facteurs A, B,
... pour lesquels ont été réalisés ces différentes mesures au travers d’une relation
fonctionnelle f et tout en modélisant les fluctuations expérimentales a 'aide de
variables aléatoires d’erreur généralement notée ¢;; . sur lesquelles nous faisons
porter certaines hypotheses :

----------

Les modeles associés a ’analyse de la variance ont une forme particuliere : ce sont
des modeles linéaires. Dans le cas la relation fonctionnelle f s’écrit simplement
comme une somme de différents termes. Ainsi nous souhaitons par exemple étudier
une réponse continue Y a l'aide d’un facteur qualitatif A a effets fixes, un nombre
identique J de répétitions ayant été effectuées pour chacun des niveaux du facteur.



Chapitre 1. Introduction

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+o;+e;, t=1...1 5=1...J,
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

ou Y;; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—eme
répétition. Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

I

V(i,5),1 <i<I, 1<j<J, L, 0,
) et 1<l < J

)=
Cov(e;j,€exy) = 0si (2,7) # (k,1) avec 1 < i,k <

Les p, aq, ..., o sont donc des termes du modéele. ¢; ; est parfois appelé le terme
d’erreur dans le modele.

Nous remarquons que les hypotheses faites sur les termes d’erreur ¢; ; font partie inté-
grante de la définiton du modele. Ceci explique le soin particulier que nous devons
avoir pour vérifier que les conditions d’utilisation des modéles sont bien
remplies, la validité des conclusions obtenues a ’aide du modele dépendant
fortement de son utilisation opportune ou non.

. En fonction du type d’effet auquel les termes du modele sont associés, ces termes
ont un nom différent.

e Un terme associé a l'effet direct d’'un des facteurs du modele est appelé effet
principal, nous le notons généralement par la lettre grecque minuscule associée
a la majuscule romaine désignant le facteur, par exemple pour le facteur A nous
noterons «; l'effet du niveau A;, pour 1 <17 < I.

e [’ensemble des termes associés aux effets de l'interaction de deux des facteurs
du modele est appelé interaction d’ordre 1. Nous les notons généralement par
les lettres grecques minuscules mises entre parentheses associées aux majuscules
romaines désignant les deux facteurs dont nous étudions l'interaction et indicées
par les niveaux des deux facteurs. Par exemple si l'interaction d’ordre 2 met en jeu
les facteurs A et B, nous notons les termes associés a ces effets par (af)1.1, (af)1.2,

s (@B, o (@B)ans (@), o (af)gpour 1 <i< Tet1<j< .

e Plus généralement I’ensemble des termes associés aux effets de l'interaction de k

des facteurs du modele, k > 2, est appelé interaction d’ordre k — 1. Nous les
notons généralement par les lettres grecques minuscules mises entre parentheses
associées aux majuscules romaines désignant les k facteurs dont nous étudions
'interaction et indicées par les niveaux de ces k facteurs. Par exemple (af7);x
pour l'interaction d’ordre k — 1 entre les facteurs A, B et C.
Ainsi nous souhaitons par exemple étudier une réponse continue Y a l'aide de
trois facteurs qualitatifs a effets fixes A, B et C pour lesquels nous avons fait un
nombre de répétitions identiques, noté K, pour chaque combinaison des niveaux
des trois facteurs. Le facteur A a I modalités, le facteur B a J modalités et le
facteur C' a K modalités.

Outils élémentaires de statistique appliquée



1.1 Un peu de vocabulaire

Nous introduisons le modéle :
Yijiki=p+a;+ 6+ v+ (af)ij+ (ay)ix + (87)jk + (@BY)ijk + €ijkis
i1=1...1, j=1...J, k=1...K, l=1...L,

I J K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0 et Z Y = 0,
i=1 j=1 k=1

(Ozﬁ) =0, Vje{l,...,J} etZOzﬁ =0, Vie{l,..., I},

™~

MN T

S (ay)ig =0, Vk e {1,....,K} et > (ay)ir =0, Vie{l,...,I},

i=1 k=1
J K

ST (BY)jk =0, VEe{1,...,K} et D (87);x =0, Vj € {1,...,J},

j=1 k=1

(aB)ijre =0, ¥Y(5,k) e {1,...,J} x{1,..., K},

M 1M

(@B)isn =0, V(i k) € {1,.... I} x {1,... K},

.
Il
—

Nk

(aﬁ'y)i,j,k :O, V(l,j> c {1,,]} X {1,...,J},

i

1

ou Yk, est la valeur prise par la réponse Y dans la condition (A;, B;, Cy) lors
de la [—eme répétition. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour
les erreurs :

V(i,5,k0),1<i<I, 1<j<J, 1<k <K, 1<I<L, L(6 1) =N(0,0?%),
Cov(ei,j,k,l,emmp’p) =0si (4,4, k,1) # (m,n,0,p)
avec 1 <i,om <1< jn<J,1<ko< Ketl<Il,p<L.

Les termes «;, 3; et v, sont donc les effets principaux associés aux trois facteurs
A, B et C. Les termes (o/3); ; sont associés aux interactions d’ordre 2 entre les
facteurs A et B, les termes (ay); , sont associés aux interactions d’ordre 2 entre
les facteurs A et C, les termes (f7),x sont associés aux interactions d’ordre
2 entre les facteurs B et C, les termes (a/f37y); x sont associés a I'interaction
d’ordre 3 entre les facteurs A, B et C.
Nous remarquons qu’a nouveau les hypotheses faites sur les termes d’erreur €; j
font partie intégrante de la définiton du modele. Ceci explique le soin particulier
que nous devons avoir pour vérifier que les conditions d’utilisation des
modeles sont bien remplies, la validité des conclusions obtenues a 'aide
du modele dépendant fortement de son utilisation opportune ou non.

e Dans certaines situations particulieres, celles ou 1’un ou plusieurs des fac-
teurs sont dits emboités dans un autre facteur, nous introduirons d’autres
notations qui seront décrites a la section [ et & la section [0}
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Chapitre 1. Introduction

1.2. Plans équilibrés, plans déséquilibrés

De manieére générale, tout dispositif expérimental comportant au moins un facteur et com-
portant un nombre identique de répétitions dans chacune des modalités des facteurs est
un plan équilibré. Dans la suite nous appelerons plan équilibré tout plan vérifiant cette
condition.[]

Pour de multiples raisons nous conseillons, lors de la phase de planification expérimentale,
de prévoir d’utiliser des plans équilibrés pour I'analyse des effets ou des interactions d’un
ou plusieurs facteurs qualitatifs sur une réponse expérimentale modélisée par une variable
continue. En particulier dans le cas ou le plan est équilibré :

1. Les estimations des parameétres d’un modele ot les facteurs sont a effets fixes seront
faciles a calculer puisque nous sommes dans une situation dénommée en statistique
par plan d’expérience orthogonal. Concretement ceci signifie que pour estimer 'effet
d’un des termes du modele, il n’est pas nécessaire d’estimer les effets des autres
termes du modele. Ceci se traduit dans les formules par le fait que 'estimation des
effets des termes du modele se fait comme si le modeéle ne comportait pas d’autres
termes que celui que nous cherchons a estimer.

2. Lorsque nous ne disposons d’aucune information a priori sur les possibles résultats
de 'expérience, la situation la plus propice a mettre en évidence une différence, si
elle existe, entre les différents effets pour lesquels des tests sont réalisés est associée
a une répartition des essais ou le plan est équilibré. Nous renvoyons au chapitre
pour un exposé plus détaillé du calcul de la puissance associée aux différents tests
réalisés lors d’une analyse de la variance.

Néanmoins il est possible d'utiliser tous les modeles exposés dans les chapitres suivants
dans le contexte particulier des plans équilibrés lorsqu’en fait le plan est déséquilibré, c¢’est-
a-dire lorsque le nombre de répétitions varie d’une case a l’autre du tableau de données.
En aucun cas il n’est légitime de supprimer des observations pour se ramener
a une situation ou le plan est équilibré. Il y a deux faits qu’il faut absolument avoir
a esprit lorsque nous nous servons de ce type de modeles, donc pour lesquels le plan est
déséquilibré.

1. D’une part, I'estimation des effets des différents niveaux des facteurs ou de leurs
interactions n’est plus aussi simple que précédemment,sauf dans le cas d’'un modele
d’analyse de la variance a un facteur ou lorsque le plan est dit a effectifs proportion-
nels. En effet, ces estimations ne sont plus indépendantes les unes des autres. Voir

1. Cette condition est plus restrictive que celle que nous pouvons définir plus généralement en statis-
tique pour étudier des modeles d’analyse de la variance. Nous pouvons aussi facilement traiter le cas ou
le plan est déséquilibré mais a effectifs proportionnels. Par exemple, dans le cas ot nous considérons deux
facteurs, un dispositif expérimental déséquilibré a effectifs proportionnels est tel que :

Mi X M j

Nij = ————
Ny +

ot les notattions n;;, 14, ny j et ny  ont été définies au paragraphe | Cette notion se généralise
directement au cas ou le plan comporte k facteurs avec k > 2.
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1.3 Risque global associé au tableau de ’analyse de la variance

par exemple la situation étudiée dans le paragraphe [11.2.3| ot nous insistons sur les
différences qui découlent de cette situation. Nous renvoyons a [Dag98b] pour plus
de détails.

2. D’autre part, les lois des statistiques de test que nous utilisons pour tester les diffé-
rentes hypotheses présentes dans le tableau de I’analyse de la variance ne sont, dans
la majorité des cas, connues qu’approximativement. Nous renvoyons a nouveau a
[Dag98b] pour plus de détails.

Dans la suite, nous nous bornerons a exposer la théorie de I’analyse de la variance dans le
cadre des plans équilibrés, ¢’est-a-dire dans le cas ou le nombre de répétitions est constant
d’une case a 'autre du tableau.

1.3. Risque global associé au tableau de ’analyse de
la variance

Lorsque nous réalisons une étude de la significativité des effets de deux ou de plus de
facteurs, en s’intéressant ou non a la significativité de leurs interactions, avec un modele
d’analyse de la variance, le tableau de I'analyse de la variance que nous étudions permet
de prendre plusieurs décisions, chacune associée au test d’une hypothese nulle. Nous pre-
nons ainsi en fait plusieurs décisions chacune d’entre elles étant associées a un risque de
premiere ou de seconde espece. Pour plus de détails sur les méthodes de gestion du risque
de premiere espéce associée a la lecture de tableaux récapitulatifs de tests statistiques voir
le chapitre de cours consacré a ce probleme.

Exemple 1.3.1. Analyse de la variance a deux facteurs a effets fixes, aléatoires ou mixtes
et avec répétitions

Pour un exposé complet du modele d’analyse de la variance a deux facteurs controlés avec
répétitions voir le paragraphe [3.1.2]

Avec un tel modele il est possible de tester trois hypotheses nulles, IJ-CE) d’absence d’effet
du premier facteur, ﬂ'fg d’absence d’effet du second facteur, ﬂ{g' d’absence d’effet de l'in-
teraction des deux facteurs. Chacune d’elles peut étre testée avec un risque différent, o,
a’ et . Le risque global « vérifiera alors la relation :

"

a<l-(1-a)1-a)1-a")<a +a +a".

La derniere inégalité est une application de 1’inégalité de Bonferroni. Ainsi si nous
voulons prendre une décision associée a un risque global de o = 5 %, nous pourrons fixer
un seuil individuel dea’ = a” =a” =5 /3 % =~ 1,67 % pour chacun des tests élémentaires
de chaque hypothese H,, H, et H, .

L’exemple précédent met en évidence le fait que, plus le tableau de ’analyse de la va-
riance étudié comporte de tests, plus la correction a apporter au niveau individuel de
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Chapitre 1. Introduction

significativité de chacun des tests réalisés sera importante. Cette correction vise a réduire
le nombre de faux positifs, effets jugés a tort comme significatifs, que nous avons détec-
tés. Elle est d’autant plus intéressante a faire que le nombre de tests réalisés est important.

Remarque 1.3.1. La nécessité de l'utilisation de ce type de correction dépend de la
formulation des résultats qui est faite par 'utilisateur. Si celui-ci s’intéresse a un risque
global portant sur I’ensemble des décisions prises a l'aide d’'un modele d’analyse de la
variance il privilégiera une mairise du risque global. Si I'utilisateur s’intéresse au risque
associé a chacune des décisions, il maitrisera le risque individuel associé a chacune d’entre
elles. Quoi qu’il advienne il faut savoir que nous entrons dans le domaine de I’analyse de
tableaux de résultats. Nous pourrons consulter [Par74] ou [Ric89] pour plus de précisions.

6 Outils élémentaires de statistique appliquée



Chapitre 2

Analyse de la variance a un facteur

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section Notations, page [xi|.

2.1. Modéeles a effets fixes

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Pour chacune des modalités nous effectuons J > 2 mesures d’une réponse Y qui est une
variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+o;+e;, 1=1...1 5=1...J,
I

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1

ou Y ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5),1<i<I, 1<j<J, L) =
Cov(e;j,€ry) =0si (4,5) # (k1) avec 1 <,k < I, et 1 < 5,1 < J.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans la condition A; lors des
J répétitions dans le tableau suivant :

H Facteur A \ Y H
Ay Yig, ., Y1

Ai }/;',1)"'7}/;J

Ar Yra,..., Y1




Chapitre 2. Analyse de la variance a un facteur

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :
I
SCp = I3 (Via = Yau)?.
i=1
La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
1 [
SCr=)_ | 2 (Yiy —Yi)*| .
i=1 \j=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J
SCror =Y > (Yi; — Yeu).
i=1j=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

SCror = SCr + SCk.

La liste y des données expérimentales y11,...,Y1,7,---,Y21,---,Y2.7,---,Yr,s permet de
construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A ‘ Yy H
Ay Y, -5 Y1J
A; Yixy - Yig
Ap Yr1y -5 Y1J

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :
1
scr =J D (Yie — Yoo)’
i=1
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
I [ J
2
ser =D | 2 (Wij — yie)" | -
i=1 \j=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J
SCror = Z Z Yij — Ye, o
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2.1 Modéles a effets fixes

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCcror = SCp + SCR.

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source ‘ Variation ‘ Degrés de liberté ‘ Carré Moyen ‘ F ‘ Décision H
scp s2,
Facteur scp I—-1 s2, = f=—5 | HoouH
I1—-1 Sh
Résiduelle | scp | n—I=I(J—1)| s%= SCR]
n JR—
Totale scror n—1=1J-1
Nous souhaitons faire le test d’hypothese suivant :
J{O:alza2:~'-:a120‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I’hypothese nulle H, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f est la réalisation d’une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I — 1 et n — I degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de
la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a ’'aide d’une table,
rejet si la valeur f est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table. Lorsque
I’hypothese nulle Hy est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons multiples des
différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Les estimateurs i, oy, ..., a7, 02 des parameétres p, v, ..., ay, o du modeéle sont donnés
par les formules suivantes :

ﬁ:}c,.:?7 a{\i:}/z,o_ﬁy 1<Z<17

(;5 _ SCR _ z’I:1 Z}]:1(Y;,j - Yi,-)Q _ 52
n—1 n—1 R'

Ce sont des estimateurs sans biais[l

1. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 2. Analyse de la variance a un facteur

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),
02(y), des parametres p, ay, ..., ar, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

/’j(y) = Yoo = Y, (/)Z(y) = Yie — ﬂ(y)v I<i<,

83( ) _ SCR _ ZZIZI ijj:l(y’ba] - yi,.)2 — 32
Y= n—1I &

2.2. Modéeles a effets aléatoires

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les a;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0%. Le modele ne dépend plus que de trois parameétres u, o>
et 0%. Pour chacune des modalités nous effectuons J > 2 mesures d'une réponse Y qui
est une variable continue. Nous notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été
effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Yij=p+oa;+e,;, t=1...1 7=1...J

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous supposons que :

L(a;) =N(0,0%), Vi, 1 <i<I,
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :
Cov(ay, o) =0sii#jet 1<i,j <1,
Nous postulons les hypothéses supplémentaires pour les erreurs :

V(1,7),1<i<I, 1<j<J, L) =N(0,0%),
Cov(e€; j, €)= 0 si (Z,j) (k,l)avec 1 < i,k <1, et 1<j,1<J,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
Cov(a,€jr) =081 1 <4, <1, et 1 <k<

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, fait 1’'objet
d’un paragraphe du chapitre [12]
Nous utilisons les quantités SCr, SCr, SCror, Scr, Scr, Scror introduites a la section [2.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCr + SCk.

Nous résumons les informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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2.2 Modéles a effets aléatoires

H Source \ Variation \ Degrés de liberté \ Carré Moyen \ F \ Décision H
2
Facteur scp I—1 s% = ]SiFl f= i—g o ou Hy
R
Résiduelle SCR n—I=I(J-1)| s4= SCR[
n R

Totale scror n—1=1J-1

Nous souhaitons faire le test d’hypothése suivant :

Ho: 04 =0
contre
H, : 04 #0.

Sous I'hypothese nulle Hy précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et n — I degrés de liberté. Nous concluons alors a
I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs i, 0%, 02 des paramétres y, 0%, 0> du modele sont donnés par les formules
suivantes :

R = 1 ~  SC
A=Y =Y, 0% =~ (Sh-54), = " = 5%
SC SC
ousg,zj_q etSQ:n_RI.

Ce sont des estimateurs sans biaisP]
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), %(y), ;(y), des
parametres u, 0%, o du modele se déduisent des formules ci-dessus :

N 5 1 — SCR
(Y) = Yoo =7, oi(y) = J (S% - S%) , 02(y) = n—1 - S?%'

2. La notion de biais d'un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 3

Analyse de la variance a deux
facteurs

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section Notations, page [xi|.

3.1. Modéeles a effets fixes

3.1.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons une mesure d’une réponse
Y qui est une variable continue. Nous notons n = I X J le nombre total de mesures ayant
été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yij=p+a;i+8j+e,, i=1...1 j=1.../J
I J

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0 et Z B; =0,
i=1 =1

ou Y;; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;). Nous postulons
les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,7),1 <1<,

)1 1<j<J, L(ey) =N(0,0%),
Cov(e;y, ery) = 0si (4, 75) # (k

A)yavec 1 < i,k < Tet 1<yl <

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre [12]

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, B;)
dans le tableau suivant :



Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Facteur B
Factewr A | By | ... | B; | ... | By
A Yig | ... | Y |... | Y
A; Yiq Yijl - | Yis
Ar Yia| ..o | Y| ... | Yy

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

I
SCA = JZ(Kp - Y;,Q)Q-

i=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

<

SCB = IZ(Y.J - K,o)2~
j=1

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :
I J
SCR = Z Z(K,] - }/;:,. - K,j + }/'.7.)2.
i=1 j=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
I J
SCror = Z Z(Y;,j —Y..)%
i=1j=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy+ SCp + SChp.

La liste y des données expérimentales y11,...,Y1,7,---,Y21,---,Y2.7,---, Y1,y permet de
construire une réalisation du tableau précédent :

Facteur B
Factewr A | By | ... [ B; | ... | By
Ay Y | --- | Y15 | --- | Y1,J
A; Yix | oo | Yig | -+ | Yig
Ar Yra | oo | Y |- | YL
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3.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCq = JZ(%’,- - ym)z-

=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = IZ yo,] yoc
J=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I J

SCR = Z Z(yi,j — Yej T Yo, )7

i=1j=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J
SCéror = Z Z Yij — Ye, o

i=1j=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCToT = SCA + SCp + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | ng = (I — 1)(J — 1)

H Totale ‘ nror = 1J -1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 / !
Facteur A sCA na 54 =— Ja=—5 | HyouXH,
na S
R
scp 52
2 B 1 1
Facteur B sCp np S =— IB=— | HyouH,
Jor SCR
Résiduelle SCR ng s?% = —
nr
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
Hy:on=ar=--=ar=0

contre

3, : Mexiste ig € {1,2,..., I} tel que ay, # 0.

Sous I’hypothese nulle .‘Hé précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fa est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle 5{6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:br=Pa=---=0;=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{6 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I'’hypothese nulle f}{g est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]
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3.1 Modéles a effets fixes

Les estimateurs i, ay, ..., ay, b1, ..., By, 02 des parametres u, ay, ..., ar, Bi, ..., By,
o? du modele sont donnés par les formules suivantes :

=Yee=Y, @i=Yie—f, 1<i<I, B;=Ye;—[i, 1<j<J
(I-1)(J-1) L

02 =

Ce sont des estimateurs sans biais[l

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., a;(y),
Bi(y), ..., Bs(y), 02(y), des parameétres p, oy, ..., ar, Bi, ..., B, 0> du modele se
déduisent des formules ci-dessus :

—~

B(Y) =Yoo =T, (YY) =vie—(y), 1 <i< I, Bi(y) =ve; —f(y), 1 <j<J,

“W =Ty

3.1.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur contrdlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée
B;. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons K > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J X K le nombre total de
mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Y;M:u—i—aijtﬂj—i—(aﬁ)i,j—i—ei,j’k, Z:1],j:1J,/{:1K,
I J
avec les contraintes supplémentaires Zo‘i =0, Z B =0,
i=1 j=1
I

Y (aB)i;=0,Vje{l,.... ]} et ij(aﬂ)i,j =0, Vie{l,...,1},
j=1

=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—eéme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L x) =N(0,0%),
et Cov(€; jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I, m,n) avec
1<l<1<ym<Jetl <k n<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;)
lors des K répétitions dans le tableau suivant :

1. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux

Facteur B
Facteur A B, | ... ] B, | .. ] B
Ay Yiig. - Yiik Yiji-- - Yijk Yigi-- Yk
A; Yiip.. . Yiik Yiii.. . Yiik Yisi.. . Yiik
Ar Y- Yk Yiji-- Yk Yigi- Yok

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

1
SCA = JKZ(S/;,O,Q -

=1

K7.,.>2'
Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCB =IK Z(Y;,j,o - K,Q,O)Q-

j=1
Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

I J

SCAB =K Z Z(Sfi,j,o - }/;,o,o

i=1j=1

- K,j,o + K,o,o)2~

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K

SCr=3"3"3"(Yijr — Yije)

i=1j=1k=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :

1 J

K
SOTOT == Z Z Z(Y;,j,k: - }/.7.’.)2'

i=1 j=1 k=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy+ SCp + SCyp + SCk.

La liste y des données expérimentales y1 11, .., Y11,k - Y121, - - s Y1.2,K» - - - » YI,J, K Der-
met de construire une réalisation du tableau précédent :
Facteur B
Facteur A B, | .. ] B, | .. ] By
Ay Y111---Y1,1,K Y1,51---Y1,5K Y1,01---Y1,0K
A; Yiil---Yil,K Yijga---Yij K Yi,g1---Yi K
Ap Yraa---Yri,K Yrji---Y1jK Yrgi---Yr,JK
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3.1 Modéles a effets fixes

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :
I
SCq = JKZ(yi,o,o - yo,o,o)Q-
i=1
La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :
J
s¢8 = TK Y (Yojo = Yows)
j=1
La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

I J
SCAB = KZ Z(yi,j,o —Yieo T Yo je + yo,o,o)Q-
i=1 j—1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

J K
SCR = Z Z Z Yijk — yz,],

i=1j=1k=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

I J K
SCroT = ZZZ Yigk — y...Q

i=1j=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCToT = SCA + SCp + SCAB + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-—1
Facteur B ng=dJ—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J — 1)
Résiduelle ng=1J(K—1)

H Totale \ nror =1JK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 o _ ! !
Facteur A sCA na 4 =— Ja=— H, ou H;
scp 52
2 B 1! 1
Facteur B SCRB ng Sy = — /B=— H, ou H,
SCARB S5
. 2 " "
Interaction SCAB nap | Sap = fap = —5 H, ou H;
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ng
Totale SCToT nNroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy:on=ar=--=ar=0

contre

H, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle iHé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fa est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle 3, est rejetée, nous pouvons procéder & des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:pr=PF=-=8,=0
contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B, # 0.

Sous I’hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
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3.2 Modéles a effets aléatoires

a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle ?—CS est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

1"

Iy

e = (afhig == (af)y = (aB)y1 == (aB)rs =0

contre

117

H, 1 existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af)i,4, # 0.

Sous I'hypothese nulle H, précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et [J(K — 1) degrés de
liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fyp est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

I/J\GS estimateurs ﬂ? 64\17 ey @7 BI7 DRI BT]? (0[6)1,17 (a6>1,27 ey (06/8)17(], (aﬁ)lla ey (aﬁ)I,Ja
o? des paramétres M, ay, ..., Ay, 617 SRR 6J7 (aﬁ)l,la (aﬁ)l,% SRR (aﬁ)l,Ja (04/8)2717 SRR

(af)1.7, 0* du modele sont donnés par les formules suivantes :

—

I/Z:K,o,o:?a a\i:Yi,o,o_ﬁa 1<Z<-[7 6j:}/o7j7o_,av 1<]<J7
1

(aB)ij =Yije—Yieoe— Yejot Yoeo 1 <i<I, 1<j<
—~ SCr

2o PYR g2
T TINK -1 R

Ce sont des estimateurs sans biaisPl

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ai(y), ..., ai(y),

Bi(w). . Bs(w), (@B)ia(w). (@B)ra(y). - .. @B)11(¥), (@B)on(y). ... (@B)rs(y), o(y),
des parametres p, ay, ..., ar, B, ..., B, (@B)11, (@B)12, ..., (@B)1., (@B)21, - -, (B)1,1,
o2 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

(Y) = Yoo =T, Qi(Y) =Yoo — [i(y), 1 <i <1, Bi(Y) =yejo—[(y), 1<j <,
(aﬁ)i,j(y) = yi,j,o - yi,o,o - yo,j,o + Z/.,.,., 1 < 1 g [7 1 g ] g J;

3.2. Modéeles a effets aléatoires

3.2.1. Sans répétition

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi

2. La notion de biais d'un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

normale centrée de variance 0. Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans
une population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance 0%. Pour chacun des couples de modalités
(A;, B;) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous
notons n = I x J le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Yij=p+a;i+8j+e,, i=1...1 j=1.../J

ou Y; j est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B;j). Nous supposons
que :

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires :

Cov(aj,a;) =0sii#jet 1 <i,j<I, Cov(ﬂi,ﬁj)zosii;éjet1<i,j<J,
Cov(a;, 8;) =0sil<i<lTetl1<j<

Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5),1 <i<I, 1<j<J, L(e ) =N(0,07),
Cov(e; ;,€ex) =05l (¢,7) # (,)avecléz,k\]etlgj,lg,],

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(ay,€x) = 0 si

1<, < Tetl<
Cov(B;,€j,) =0si 1<

k< J,
g<Tetl<ik<

J.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités SCy4, SCg, SCr, SCror, sca, scg, Scr et scror introduites

a la section [B.1.1]
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy+ SCp + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | ng = (I — 1)(J — 1)

H Totale \ nror =1J —1 H
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3.2 Modéles a effets aléatoires

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 ! !
Facteur A sca na s = — Ja=—5 | HyouH,
scp 52
2 B 11 1
Facteur B scp ng s = — JB=—5 | HyouXH,
nB SR
;. SCR
Résiduelle scp ngr s?{ = —
ngR
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy: 04 =0

contre

/

H; 04 #0.

Sous I'hypothese nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-

tions de validité du modele sont respectées, fa est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

11

Hy:05=0

contre

H : 0% #0.

Sous I'hypothese nulle 9{8 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-

tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté.

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Les estimateurs fi, 0%, 0%, 02 des parametres u, 03, 0%, 02 du modele sont donnés par
les formules suivantes :

ﬁ:YO,OZ )
- 1
2 2 2 2 2 2
aA_j(sA SR),O—B_T(SB Sh)
— SCr
2 _ Q2
T a-nU-1 Sk
ousj_SOA SB_%ew?:%.
na np nr

Ce sont des estimateurs sans biaisP|

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), ;%(y), %(y), o2(y),

des parameétres y, 0%, 0%, 02 du modele se déduisent des formules ci-desses :

ﬁ(y) = yo,o = ya

-3 1 - 1

oa(y) = i (331 - 5%«2) , 0B(y) = 7 (523 - 3%) 5
5 . SCR

3.2.2. Avec répétitions

Dans ce cas les A; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population
importante. Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi
normale centrée de variance 0. Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans
une population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance 0%. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Y;%k:/L—i—ozijtﬁj—i—(aﬁ)i,j—i—ei’j’k, 1, = 1[, j: 1J, ]{: 1K,

ou Y; ;i est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—eéme
essai. Nous supposons que

L(a;) =N(0,0%), Vi, 1<i< T
L(Bj) =N(0,05), Vj1<j<J,
L ((af)iz) = N(0,0%p), ¥ (i,4),1 <
ainsi que l'indépendance des effets aléatoires :
Cov(as, ) =0sii#jet 1<i,j<I, Cov(B,0;) =0sii#jetl<i,j<J,
Cov((afB);j, (af)ky) = 0si (4,7) # (k, l) avec 1 < i, k< Tetl1<jl<J,
Cov(ey, ;) =0si1<i<lTetl1<j<J,
Cov(a, (af)jr) =0si1<i,j<Tetl<k
Cov(Bi, (aB)jr) =0si1<j<Tetl<ik

3. La notion de biais d’'un estimateur est définie dans le chapitre

1 <
1 <

J.
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3.2 Modéles a effets aléatoires

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(5,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L(e;%) =N(0,0?),
et COV( iiks €Lmn) = 081 (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<l < 1< ym<Jetl <k,n<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(a,€jp) =081 1<, j <, 1<k<J et 1 <IKK,
Cov(Bi,€jpy) =011 <j< 1<, k< J et 1<I<K,
Cov((afB)ij,€rim) =0si1 <,k <1, 1<5l<J et 1<m<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait I’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités SC's, SCp, SCap, SCr, SCror, sca, Scg, SCap, SCr €t scroT
introduites a la section

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

SCror = SCy + SCp + SCup + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J — 1)
Résiduelle ng=I1J(K—1)

H Totale ‘ nror = IJK —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 o . ! !
Facteur A sCA na 4 =— Ja= =5~ | HyouX,
nA SAB
scp 52
2 B 1! 1
Facteur B SCRB ng Sy = — fB=—— | Hyoul,
nB SAB
SCARB S5
. 2 " "
Interaction SCARB nap | Sap = Jap = —5 | Hy ou I,
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% =
ng
Totale SCToT nNroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy:04=0
contre
H, 04 #0.

Sous I'hypothese nulle fHE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous ’hypothese nulle J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.

1’
contre
111
.2
Hy o35 #0.
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3.3 Modéles a effets mixtes

Sous I’hypothese nulle ng' précédente d’absence d’effet de 'interaction entre les facteurs
A et B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réali-
sation d'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté.

Les estimateurs fi, 0%, 0%, 0%p, 02 des parametres p, 0%, 0%, 04p, 02 du modele sont

donnés par les formules suivantes :

,D - Yro,op - ?7
~ 1 1
o= 5 (54— 54p) . o8 = 75 (55— Shn) -
— 1
oAB K (SiB S}%) )
= SCr o
I-1J—-1) "

Ce sont des estimateurs sans biais[l

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), gz(y), c;?;(y), (7/124;(1;),
02(y), des parametres p, 0%, 0%, 045, 0> du modele se déduisent des formules ci-dessus :

~

:u(y) = Yo o0 = Y,

Fily) = = (54— $hn) . oh(w) = 7 (5%~ ).
Ps) = = (s — %)
SCR 2

TI-nJ-1n °m

3.3. Modéeles a effets mixtes

3.3.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des B;, les [3;, sont distribués suivant une loi normale cen-
trée de variance o%. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons une
mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = [ x J le nombre
total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Y;"j:,u—i-@i—i-ﬁj—i-lfi,j, 221[,]:1J,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1

4. La notion de biais d’'un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

ol Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B;j). Nous supposons
que :

L£(Bj) =N(0,05), Vj,1<j<J
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :

Cov(B;,B;) =0sii#jet 1 <i,j<J

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5),1 <i<I, 1<j<J, L(ey) =N(0,0%),
J) # (k1) avec 1 < i,k <lTetl<jl<J,

Cov(e€; j, €xy) = 0 si (4
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :
Cov(fBi,ej) =0sil<j<Tetl<i k<
Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude

de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités SC4, SCg, SCr, SCror, sca, scg, Scr et scror introduites

a la section B.1.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :
SCror = SC4 + SCp + SCk.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Résiduelle | ng = (I —1)(J — 1)

H Totale ‘ nror =1J —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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3.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 ! !
Facteur A sca na s = Ja=—5 | HyouXH,;
scg 52
2 B 1 1
Facteur B scp np S =— IB=— | HyouH,
o SCR
Résiduelle SCR ng S% =
nR
Totale scror NToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
‘9’(0:@1:@2:---:&[:()‘

contre

H, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle i}C;) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 3{6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle 9{8 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté.
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Chapitre 3. Analyse de la variance a deux facteurs

Les estimateurs fi, ay, ..., a7, 0%, 02 des parameétres yu, ay, ..., ar, 05, 02 du modele
sont donnés par les formules suivantes :

2 _
T aU-nI-1
ol S% = —SCB et S% = —SOR
np R nr .

Ce sont des estimateurs sans biaisPl

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), aq(y), ..., ar(y),
o%(y), o2(y), des parametres u, ay, ..., as, 0%, 0> du modele se déduisent des formules
ci-dessus :

ﬁ:yo,o,o:yaa\i:yﬁo,o_ﬁ;1<2.<Ia
— 1

2 = 2 2

UB_](SB 5}2)7

—~ sc

0’2: i =

T-1D( -1 i

3.3.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les B; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des B;, les f3;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;) nous effectuons
K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I X J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

}/7:7j7k :/L+Oél+6j+<056)17]+62’]’k, 1= 1[, j: 1J, k= ].K,
I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,

i=1
1

S (aB)i; =0, Vie{l,...,J},

=1

ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;) lors du k—eéme
essai. Nous supposons que

L(Bj) =N(0,0%), Vj1<j<J,
L((@B)ig) =N(0,0%p), ¥V (i,j),1<i< 1, 1<) <,

5. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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3.3 Modéles a effets mixtes

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires :

Cov(B;,B;) =0sii#jet 1 <i,j<J,
Cov((af)i, (aB)ks) = 0si (4,7) # (k, l) avec 1 < 1, k’ Tet1<j,1<J,
Cov(Bi, (af)jr) =0si1<j<Tet 1 <i k< J

Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

Vo (i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L(e;1) =N(0,0%),
et Cov(e”k,qmn) 0si (i,7,k) # (I,m,n) avec
1<l < 1< ym<Jetl <k,n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(Bi,€jpy) =011 << [1<i,k<J et 1<I<K,
Cov((af)ij, €kim) =0si 1 <,k <I1,1<5,1<J et 1 <m<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités SCy, SCg, SCap, SCr, SCror, sca, Scg, SCaB, SCr €t SCTOT
introduites a la section [3.1.2]

Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :
SCror = SCs+ SCp + SCap + SCi.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nga=1-—1
Facteur B ng=J—1
Interaction AB | nap = (I —1)(J — 1)
Résiduelle ngp=1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 o . ! !
Facteur A sCA na 4 =— Ja= =5~ | HyouX,
nA SAB
scp 52
2 B 1! 1
Facteur B SCRB ng Sy = — /B=—% H, ou H,
SCARB S5
. 2 " "
Interaction SCAB nap | Sap = Jap = —5 | Hy ou I,
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ng
Totale SCToT nNroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy:onm=ay=-=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I’hypothese nulle .‘Hé précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle 5{6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy:05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle J-Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté.
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3.3 Modéles a effets mixtes

111
Hy :045=0
contre
117
.2
Hy o045 #0.

Sous ’hypothese nulle ﬂ{g' précédente d’absence d’effet de I'interaction entre les facteurs
A et B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réali-
sation d’'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(J — 1) et IJ(K — 1)

degrés de liberté.

Les estimateurs fi, ay, ..., a;, 0%, 045, 02 des parametres u, ay, ..

modele sont donnés par les formules suivantes :

//Z:K7o:?7 a\i:Yi,O_ﬁy 1<Z<Ia

S|

0% = 77 (55 — S%)

— 1

oAp = K (5,2413 - 512%)

= SCr _
(1= -1 77

ot S = SCB, S2 . = SCas o g2 - 50k
NAB nR

Ce sont des estimateurs sans biaisfl

2 9 2
., Qr, 0f, 04p, 0° du

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées f(y), ai(y), ..., ar(y),
o%(y), 045(y), 0%(y), des parametres p, ay, ..., az, 0%, 045, 02 du modele se déduisent
des formules ci-dessus :

/’j(y) = Yoo = U, a\z(y) = Yie — N(y)a 1<i<,

) 1

op(y) = K (S2B - 3?%)

— 1

%5(Y) = 7 (shs — %)

SCR
o2(y) = =5
6. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 4

Analyse de la variance a deux
facteurs emboités

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section Notations, page [xi|.

Nous sommes dans la situation particuliere ou les effets des niveaux du facteur B n’ont
pas de signification concrete, par exemple ces niveaux dépendent du niveau du facteur A
considéré et une étude des effets principaux du facteur B n’a pas de pertinence.

Nous ne pouvons nous servir d’'un modele ou les facteurs sont emboitésE], que si nous
disposons de répétitions. Dans le cas contraire ou les essais ne seraient pas répétés, I'effet
dii au facteur B ne pourra étre étudié et le modele que nous devrons utiliser pour analyser
les données sera 'un de ceux exposés au chapitre [2]

Ainsi par exemple un fabriquant de détergents alimente plusieurs chaines de distribu-
tion : Ay, As, ..., A;. Nous pensons que les boites de produit livrées a certaines chaines
de distribution contiennent une masse de détergent inférieure a celle des autres chaines
de distribution. Pour étudier cette situation, nous décidons de prélever K boites dans J
magasins de chaque chaine. Ainsi le second facteur Bj, associé¢ au j—eéme magasin dans
la chaine, est un repére qui n’a aucune signification réelle : il n’y a, par exemple aucune
relation entre le magasin n°3 de la chaine 1 et le magasin n°3 de la chaine 4. Il n’y a
donc aucun intérét a introduire un terme dans le modele caractérisant 1'effet principal
du facteur B. Pour indiquer la dépendance des niveaux du second facteur B aux niveaux
du premier facteur A nous notons les niveaux du second facteur B : Bju), 1 <@ < I et
1<y J.

1. Ces types de modeles sont également appelés des modeles hiérarchiques ou en anglais hierarchical
ou nested models.



Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

4.1. Modeles a effets fixes

4.1.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj)) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yije=p+oa;+ Bju +eijp, t=1...1, j=1...J k=1...K,
I J
avec les contraintes supplémentaires Zai =0, Zﬁj(i) =0, Vie{l,...,I}
i=1 j=1

ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;)) lors du k—eme
essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L ) =N(0,0%),
et COV(”k,elmn) 0si(4,75,k) # (I,m,n) avec
1<l <L 1<jm<Jet 1 <k,n<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, Bj;))
lors des K essais dans le tableau suivant :

l A I - I A |
I Bw |- By |- [ [ [ Buy |- | Boewy |
Yiia Yi Yria Yr
YVLLK }/1’]7]( }/},I,K YV[,‘LK

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

SCA — ']KZ i,00 K,o,o)Q-
=1
La variation théorique du facteur B dans le facteur A est définie par :

SCpia=K Z Z i i

1=1j5=1
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4.1 Modéles a effets fixes

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I

SCR—ZZZ ik = Yige)

i=1j5=1k=1
Enfin la variation totale théorique est égale a :
SOTOT _ ZZZ 7]7 ...>2'
i=1j5=1k=1

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy + SCB‘A + SChp.

La liste y des données expérimentales ¥1 11, .., Y11,k - Y121, - - - s Y1.2,K, - - - » YI.J, Kk DI~
met de construire une réalisation du tableau précédent :

H Ay | - Ar H
1B [ (B[ [ [ . [By[ . [B|
Y1,1,1 Y1,J1 Yri1,1 Yr,ja
Y1,1,K Y1,J,K Yri,K Y1,J,K

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCp = JKZ(yi,.,. - y.’.7.)2-

=1

La variation du facteur B dans le facteur A observée sur la liste de données y est définie
par :

I J
SCB|A = KZ Z Yije yz,o,o

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

K

I J
:ZZZ yz,]k yz,], 2-

i=1j=1k
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :
)2
SCror = Z Z Z Yijgk — y.,.,.
i=1 j=1 k=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCror = SCA + SCB|A + SCR.
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Nous reconnaissons parmi les quantités définies ci-dessus, des quantités similaires a celles,

SCa, SCp, SCap, SCr, SCror, Sca, SCp, SCap, SCr €t scror introduites a la section [3.1.2]
Nous remarquons également que les nouvelles quantités, SCpgj4 et scpja, sont liées aux
précédentes par les relations :

SCB|A = SCp + SCyp,

SCp|A = SCB + SCAB-

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B dans A | ngja = I1(J —1)
Résiduelle ng=I1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s
2 / /
Facteur A sca na 54 =— fa=— H, ou H;
5CB| Sh)
2 B|A B|A " "
Facteur B dans A SCB|A NBlA | Spja = fBla=—— | Hy ou I
np|A SR
;. SCR
Résiduelle SCR nR s% = —
nr
Totale SCroT nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Hy:on=ay=--=0ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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4.2 Modéles a effets aléatoires

Sous I’hypothese nulle J—CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle }c{) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Ho : ray = Boy = = Boy = By = -+~ = Bopy =0
contre
H, : existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,..., J} tel que Bj,,) # 0.

Sous I’hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet des facteurs B dans le facteur A et
lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
Nous concluons alors a 1'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil «
du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs f, ag, ..., aj, [3/1(\1), 6/2(\1), e ﬁ/Ja), 6/1(\2), ey ﬁ;(\l), o2 des parametres
My, &,y ..., O, 61(1)7 62(1), ceey /Bj(l), 51(2), cey /BJ(]), 0'2 du modele sont donnés par les
formules suivantes :

,B:K,o,o:?7 a\i:}/;,o,o_,aa 1 glg[?

Bi) = Yije = Yiew 1<i<I, 1<j <,

- SCr

2= % — 5%

T IIK -1 R
Ce sont des estimateurs sans biaisPl
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),
51(1)(3/), 52(1)(y)a cen BJ(l)(y)a B1(2) (y), - BJ(I)(y)7 0?(y), des parametres u, ay, ..., ar,
By, Barys -5 Baqys Bi@ys -+ - Bays 0? du modele se déduisent des formules suivantes :

/j(y) = Yo,0,06 — y, a\z(y) = Yiee — ﬁ(y), 1 < l < I;
Bj(i)(y) = Yije — Yiee, 1 < ) < ]a 1 < ] < J,
y) — SR 2

4.2. Modeles a effets aléatoires

4.2.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les ;¢ représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante

2. La notion de biais d'un estimateur est définie dans le chapitre
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dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des Bj(;), les B4,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance afm 4. Pour chacun des couples
de modalités (A;, Bj(;)) nous effectuons K > 2 mesures d'une réponse Y qui est une va-
riable continue. Nous notons n = I x J X K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :
Y;’]’k:,u—i-()éz—l-ﬁj(z)—i-q%k, 1= 1], ]:1J, k=1...K

ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;) lors du k—eme
essai. Nous supposons que

L (a;) =N(0,6%), Vi,1<i <,
£ (Biw) =N(0,0%,), ¥ (1,)),1<i <, 1<j <,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :

Cov(ay, o) =0sii#jet 1 <i,j <1,
Cov(Bja), Bury) = 0si (2,7) # (k,1) avec 1 < i,k < Tetl [ < J,
Cov(ay, Br(jy) =0si1<i,j<Tet 1<k

Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L ) =N(0,0%),
et Cov (€ jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<il<1<im<Jet 1 <k,n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(a,€jp) =081 1<, j <L, 1<k<J et 1<
1

< K,
Cov(Bja), €ram) =081 1 <,k <11 < J, 1< J, et m <

l
< K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités SCa, SCpja, SCr, SCror, 5ca, scpja, Scr et scror intro-
duites a la section [4.1.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy + SCB\A + SChp.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | ngja = I1(J —1)
Résiduelle ng=I1J(K—1)

H Totale \ nror = IJK —1 H
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Nous résumons ces informations dans le tableau de 'TANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy s4
2 _ . / /
Facteur A sCa na 54 =— Ja= =5~ | HyouX,
5CB| S|
2 B|A B|A 7 "
Facteur B dans A SCB|A NBlA | Spja=——— IBia=—5— | Hy ou I,
np|A
; - SCR
Résiduelle SCR nR 3?_2 = —
ng
Totale scror nroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Sous I’hypothese nulle .’J—Cé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire

Hy: 04 =0
contre
H, 04 #0.

qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté.

Sous I'hypothese nulle f}fg précédente d’absence d’effet du facteur B dans le facteur A et
lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une

11
L2
Ho 1 0pa=0
contre
11
.2
Hy topa #0.

variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
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—

Les estimateurs fi, 0%, 04, 02 des parametres f, 0%, 04, 0° du modele se déduisent
des formules suivantes :
1

—~ T 9 2 2
L=Yeeoe=Y, 04 = TK (SA - SB|A) ;
o 1 2 2
U%|A:?<SB|A_SR)7
— SCr
2 _ — G2
T a-nU -1 Sk

. SCA SCB|A SCR

2 _ 2 _ 2 _ PYR
ou SA——nA , SBla . t .S P

Ce sont des estimateurs sans biaisPl

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), (;%(y), U%\A(y), 3\2(y),
des parametres ji, 0%, 0 4, 0° du modele se déduisent des formules ci-dessus :

_ . 1
AY) = Youn =7, 0A) = 75 (55— shia) -

— 1
U2B|A<y) e (323|A - 5?%) ,
- _ SCR _ 2

4.3. Modéeles a effets mixtes

Pour le plupart des auteurs d’ouvrages sur 'analyse de la variance, voir [Dag98b] a ce
sujet par exemple, un facteur emboité dans un facteur aléatoire doit étre considéré comme
aléatoire[l] Ainsi le seul modeéle mixte possible est le cas ot le facteur A est fixe et le facteur
que nous emboitons dans A, le facteur B, est aléatoire.

4.3.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les f; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj(;), les 3;(;), sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance U%?I 4~ Pour chacun des couples de modalités (A;, Bj;)) nous effectuons
K > 2 mesures d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijpk =p+oa;+ By + ey, i=1...1, j=1...J, k=1... K,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1

3. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
4. Tl existe néanmoins certains cas ol nous pouvons utiliser un modéle mixte ou le facteur emboité est
a effets fixes tandis que le facteur dans lequel il est emboité est a effets aléatoires.
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ol Y; ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(;)) lors du k—eme
essai. Nous supposons que

£ (Biw) =N0,0%,), ¥ (1,1),1<i <1, 1<j <,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires :
Cov(Biy, Biry) = 0si (4,7) # (k1) avec 1 < i,k <Tet 1< gl <
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L(e;) =N(0,0?),
et Cov(e ”k,qmn) 0si (i,7,k) # (I,m,n) avec
1<l < 1< ym<Jetl <k,n<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires et des erreurs :

Cov(Bja), €ram) =081 1 <4,k <1, 1< 4l <J et 1 <m<K.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités SCa, SCpja, SCr, SCror, 5ca, scpja, scr et scror intro-
duites a la section [4.1.1]

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCy + SCB‘A + SChp.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-—1
Facteur B dans A | nga=1(J—1)
Résiduelle ngp=1J(K—1)

H Totale \ nror = I1JK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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Chapitre 4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s4
2 . - / /
Facteur A sCA na 54 =— Ja= =5~ | HyouX,
sc S
2 B|A B|A 7 7
Facteur B dans A SCB|A NBJA | Spa=——— IBla=— H,y ou H,
s - SCR
Résiduelle SCR ng §H = —
nR
Totale scror nNToT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothéese suivants :

/

J‘COZOél:CYQ:"':Oq:O

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle fHé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a I'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

1"
.2 _
Ho 0By, =0

contre

11

I ZU%‘A#O.

Sous 'hypothese nulle f}fg précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté.
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4.3 Modéles a effets mixtes

—

Les estimateurs i, 4y, ..., a1, 04, 0% des parametres p, g, ..., ar, 0314, 0° du modele

sont donnés par les formules suivantes :

ﬂ:YO,O,0:?7 @:YQ,.,-—,&, I<i<,

— 1
UJ2B\A T K (‘S%|A - S?z) )
— SCr
3 _ _ Q2
T a-nI-1 Sk
. SCpla SC
OUSJQBM:TLBPLGJE S%%:TRR

Ce sont des estimateurs sans biaisPl

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées f(y), ai(y), ..., ar(y),
0123|A(y), 0%(y), des parametres u, o, ..., ay, U%‘A, o? du modele se déduisent des formules
ci-dessus :
i(y) = Yo,o0 = Y, a\Z(y) = Yie,e ﬂ(y)v 1<
— 1
‘7123|A(y) e (323\,4 - 5%) ;
o(y) = = S
5. La notion de biais d'un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 5

Analyse de la variance a trois
facteurs

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section Notations, page [xi|.

5.1. Modéeles a effets fixes

5.1.1. Sans répétition

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Un facteur controlé C' se présente sous K modalités, chacune d’entre elles étant notée
Cy. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons une mesure d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K le nombre total de
mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijk = p+ i + 85+ + (@B)ij + (ay)ir + (B7) ik + €k,

i=1...1, j=1...J k=1...K,
J

I K
avec les contraintes supplémentaires Z a; = 0, Z B; =0et Z Ye = 0,
i=1 j=1 k=1

(aB);; =0, Vje{l,...,J} et Z af);; =0, Vie{l,..., I},

1M~

=1

I K
d ()i =0, Vk € {1,..., K} etZa’yzk—O Vie{l,..., I},

=1

D (Bik=0,VEe{l,....,K} et > (B7);x=0, Vje{l,...,J},

Jj= k=1

<
Nn

—_

ou Y ;1 est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy). Nous postulons
les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L(ejr) =N(0,0?),
Cov(€ ks €mn) =081 (4,5,k) # (I,m,n) avec 1 <4,I<I,1<jm<Jetl <kn<K.



Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4, B;, Cy)
dans le tableau suivant :

H Facteur A ‘ Facteur B ‘ Facteur C H Réponse Y H

A By 4 Yiia
A:I B:l C:H Y1j1,1
A B, Ch Yion
fi[ B:J (;1 }/IjJ,l
ﬁil él C:’Q Y1j172
fi; B:J C:K YIJK

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

1
SCA = JKZ(K,.,. - K,o,o)Q-

=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :
J
SCB =IK Z(Y;,j,o - YQ,Q,Q)Q-
j=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur C' est définie par :

K
SCC =1J Z(K,o,k} - Y;,Q,Q)Z-

k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

SCup =K

I J
=1

Z(K,j,o - Yi,op - }/o,j,o + Y;,o,o)2‘

J=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs B et C' est
définie par :

SCpe =1

J

(}/o,j,k: - }/o j,e K,o,k + Y;,o,o)z-

’

J K

1k=1
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5.1 Modéles a effets fixes

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et C' est

définie par :

I K
SCAC = JZZ i,0k zoo - Yo7o7k; +K,o7o)2'

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K
SOR Z Z Z 0,5,k — ,], Y;‘,o,k: - }/o,j,k: + }/;‘70,0 + }/073'70 + }/o,o,k - K7o,o)2-

i=175=1k=1

Enfin la variation totale théorique est égale a :

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

SCror = SCy+ SCg+ SCe + SCap + SCac + SCpe + SCk.

La liste y des données expérimentales y3 1.1, ..., Y111, Y1.2.15 - - - Y171, Y1,1,2, - - - » YI,J. K Der-

met de construire une réalisation du tableau précédent :

H Facteur A ‘ Facteur B ‘ Facteur C' H Réponse Y H

A,y B, Ch Y1,1,1
z‘il ]5:)1 C:H yI,.l,l
Ay By 4 Y1,.2.1
z‘iz B:J él yI:J,l
/il él C:Yz y151,2
AI BJ dK y[,:],K

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

1
SCp = JK Z(yi,o,. - yo7o7o)2~

i=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = IK Z Yo j,0 y.,.,o 2-
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

La variation due au facteur C' observée sur la liste de données y est définie par :

K
SCo = 1J Z(ygo,k - y’,',')2'

k=1

La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :

I J
SCAB = KZ Z(yi,j,o ~ Yiee T Yeje + yo,o,o)Q-
=1

La variation due a l'interaction des facteurs B et C' observée sur la liste de données y est
définie par :

J K
SCpec = 1 Z Z(yo7j7k — Yeo,j0 T Yook + yo,o7o)2-
j=1k=1
La variation due a l'interaction des facteurs A et C' observée sur la liste de données y est

définie par :

(yi,o,k — Yieo T Yook + yo,o,o)2~

™~
M=

SCACc — J

Il
—
£
Il
—

i
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I
SCR = Z Z Z(%,J’,k —Yije — Yiek — Yok T+ Yieo T Yo jo T Yook — y.,.,.)Q.
i=1j=1k=1

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

SCror = Z Z Z Yijk — yo,o,o

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

SCcror = SCaA + Scp + SCc + SCap + SCac + SCpc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=dJ—1
Facteur C ne=K-—1

Interaction AB nag= I —-1)(J—-1)
Interaction AC nac =1 —1)(K —1)
)

(
Interaction BC npe = (J —1)(K —
Résiduelle ng=I—-1)(J—-1)(K—-1)
H Totale \ nror = IJK —1 H
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5.1 Modéles a effets fixes

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
sca s
2 / /
Facteur A sca na 5% = — Ja=—5 H, ou I,
scp 52
2 B 1" 1"
Facteur B scp ng sp=— IB=— H, ou H,
TLB SR
sco s2,
2 " 1"
Facteur C' sco ne Se = — foe=—~% Hy ou H;
SCAB s n 1)
Interaction AB SCAB NAB SQAB = fag = % U'C(() ou Jﬁ
Scac Szx (5) (5)
Interaction AC scac nac | Sac = fac = TC Hy’ ou H;
nac R
SCBC 57 6 6
Interaction BC' SCBC nBo S%C = fBc = %C J—C(() ) ou .’J—CE )
;- SCR
Résiduelle SCR ng §F = ——
ng
Totale scror nNToT
Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :
!
Hy:on=ay=-=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

Sous I’hypothese nulle 9{6 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & I — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I'hypothese nulle 9{6 est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho:br=Po=-=08,=0

contre

H, : Tl existe jo € {1,2,...,J} tel que B3, # 0.

Sous I'hypothese nulle f]{g précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque ’hypothése nulle .‘}Cg est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

1"

j—(o :’}/1:'72:"':’)/[(:0

contre

H, 1l existe ko € {1,2,..., K} tel que vy, # 0.

Sous I'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur cri-
tique issue de la table. Lorsque I’hypothese nulle 9—(8/ est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

H (@B = (@B)hra == (aB)iy = (aB)os = = (af)rs =0

contre

FV 2 1 existe (o, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,...,J} tel que (afB)s, o # 0.

Sous I’hypothese nulle %64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d'une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.
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5.1 Modéles a effets fixes

1}685) (o) = (@)1= = (k= (@Y)e1 == (ay) 1.k =0

contre

H) - 1 existe (g, ko) € {1,2,..., I} x {1,2,..., K} tel que ()i sk, 7 0

Sous I’hypothese nulle 3{85) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fishera (/ —1)(K —1) et (/ —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

HY - (B = Bye == Bk =BV ==(B7)sx =0

contre

HO 1 existe (o, ko) € {1,2,...,J} x {1,2,..., K} tel que (BY)jo.ko 7# 0.

Sous I'hypothese nulle 17-((()6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

— e

LE_G\S'CHI’I@ES ﬁ? 65\17;7\0/2}7 Ev R B‘\Ia r/YIv R 7//}\(7 (Oéﬁ>1,17 SRR (QB)I,J7 (OéFY)l,h R
(av)I,Ka (57)1,1, ceey (57)],[(7 02 des paramétres My, Qqy .oy O, 517 ey BJ? T, -5 VK

(aB)its -y (@B)rg, (@¥)11s -y (@Y)1xy (BY)11s - -5 (B7) sk, 02 du modele sont donnés
par les formules suivantes :

,a:}/o,o,ozvy

a{\i:}/;,oﬂ_/ja 1<Z<I7
Bi=VYeje— i, 1<j </,
%:}/0,07]?_/27 1<k<K7

—

(045)1',]':Y;,j,.—Y;,.,.—Y.,j,.‘i‘ﬁ, 1 glg[; 1<] < J;
(aY)ix =Yier — Yieo— Yeor +1, 1 <i<I, 1<k<K,
(67)]}: - K,j,k - K,j,o - K,o,k + ﬁ, 1 gj < Ja 1 < k g K7

= SCr

o= T-DJT-1)(K-1) Sk

Ce sont des estimateurs sans biais[l

1. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),

Biy). - Boy) W) Tk @), @B @), - (@B) (), @) (), - (7)1 (),

(57)171(?/)7 CICIEINS (57)J,K(y)7 (/)—\2(y) des paramétres M, &1, ..., OF, ﬁl) CICIEIES 5J7 Y1, -0 VK
(aB)its s (@B)rg, (@)1, -y (@V)r1r, (BY)11s - -5 (B7) sk, 0 dumodele se déduisent
des formules ci-dessus :

i(Y) = Yieo — A(y), 1 <i <1,

Bi(y) = yaje —fi(y), 1<j < J,

V(YY) = Yoo — H(y), 1 <k <K,

(QB)i i () = Yise — Uiew — Yojo + AY), 1<i < T, 1<) < J,

()i (¥) = Yimk — Viww — Yows +ily), 1 <i< I, 1<k <K,
(BY)ik(Y) = Yojk — Yojo — Yowss +i(Y), 1< < J 1<k <K,

() = (I—1)(J —Rl)(K 1) i

5.1.2. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Un facteur controlé C' se présente sous K modalités, chacune d’entre elles étant notée C}.
Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons L > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yiiki=p+0i+B8; +v+ (af)i; + (@))ik + (B7)jk + (@BY)ijk + €ijkis
i=1.. 0 j=1..J k=1..K l=1. 1,

I K
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0et Z e = 0,
i=1 j=1 k=1

s=0,vie{l,...,J} etZaﬁ =0, Vie{l,...,I},

Mx T

(a’y)i,kzoa ViE{l,...,]},

B
Il
—

2 ()
iav ik =0, Ve e {l,...,K} et
J
> (By (97 =0,V € {1, T}

k=0, Vke{l,....K} et

™M=

Jj=1
I

S (@By)ije =0, V(4. k) e{1,...,J} x {1,...,K},

i=1

M“

(afBv)ijk =0, V(i,k)e{1,..., 1} x{1,..., K},

.
Il
-
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5.1 Modéles a effets fixes

K

Z(O&B’}/)i’j’k = 0, v<l,j> € {1,,[} X {1,...,J},

k=1

ou Y; j s est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C) lors du [—éme

essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Zvjakvl)vlglg-[a 1<]<J7 ]-gkgK) 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N(Oag2)7

Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m< 1< n<J,1<ko< Ketl<<l,p<L.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude

de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre [12]

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (4;, B;, Cy)

lors des L essais dans le tableau suivant :

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C H Essai n° H Réponse Y H

Ay B o 1 Yiii
/;1 le C:’1 L Yl,1:,1,L
/i[ él C:'1 1 Yl,i,l,l
f;] él C:’1 L YI,l:,l,L
Ay By Cy 1 Yioia
/i] .B:J C:'1 L Y},;,I,L
1 5 G T Vom
/i[ .B:J CiK L YI,J:,K,L

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :

1
SOA — JKL Z(E,o,go - }/o,o,o,o)2-

=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B est définie par :

J
SCp=TKLY (Yejee— Yeeee)

1999

J=1

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur C' est définie par :

K
SCC =1JL Z(K,o,k,o - }/0,0,.7')2'

k=1
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et B est
définie par :

SCAB—KLZZ ]oo_ e 00 Y7]700+Y;ooo)'

17 1T
i=1j5=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs B et C' est
définie par :

SCBC’ =1L Z Z o ke — ,],o,o - }/o,o,k o+ }/o,o,o,o) .

j=1k=1

Nous rappelons que la variation théorique due a l'interaction des facteurs A et C est
définie par :

I K
SCAC =JL Z Z i,0.ke z,o,o,o -Y, 0.k.® + K,o,o,o) .

La variation théorique due a l'interaction d’ordre 2 entre les facteurs A, B et C' est définie
par :

I J K
SCABC :LZZZ i,5,k,® — ,], _Yi,.,k,._Y.,j,k,.+YL..O+YJ,.O+K7.,]€,O_K...)Q‘

i=1j=1k=1

La variation résiduelle théorique est quant a elle définie par :

I J K L
SCr=3 "3 (Yijri— Yijre)
i=1j=1k=11=1

Enfin la variation totale théorique est égale a :

1 J L

SCror = ZZ Z Z ikl — .,.,.,.)2'

i=1j=1k=11=1
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

SCror = SC4+ SCg + SCo + SCuag + SCyc + SCpc + SCyupc + SCh.

La liste y des données expérimentales y1 111, -+ -, Y1,1,0,0, - - s YL1005 - > YT 1L Y1,20,15 - - -
Yr,.Ja1,0, Y1121, - - - Y15k, permet de construire une réalisation du tableau précédent :

56 Outils élémentaires de statistique appliquée



5.1 Modéles a effets fixes

H Facteur A \ Facteur B \ Facteur C' H Essai n° H Donnée expérimentale y H

A B 4 1 Y1,1,1,1
fil él C:'l L y1,1:,1,L
/i[ le (;’1 1 y1,1:,1,1
/il él C:’l L yl,;,l,L
Ay B C; 1 Y1,2,1,1
/i[ B:] (;'1 L yl,;,l,L
fil él C:'Q 1 91,1:,2,1
/i[ B:J C:K L yI,J.,K,L

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCq = JKLZ 7,... Z/.,.,.,-)Q-

1Ty
i=1

La variation due au facteur B observée sur la liste de données y est définie par :

J
SCp = IKL Z(y.,j,,. - yo,o,o,o)Q'

J=1

La variation due au facteur C' observée sur la liste de données y est définie par :

K
scc =IJL> (Youte — Yooe0)-
k=1
La variation due a l'interaction des facteurs A et B observée sur la liste de données y est
définie par :
I J
scap = KL Z Z(yz‘,j,,. — Yiooe — Yo jee T y.,.,.,.)Q.

i=1j=1
La variation due a l'interaction des facteurs B et C' observée sur la liste de données y est
définie par :

J K
SCpc = IL Z Z Yo jko — Yo jo0 — Yoo k,e + yo,o7.,o)2'

La variation due a l'interaction des facteurs A et C observée sur la liste de données y est
définie par :

N

I
SCAC = JL Z Z Yio ko — Yie o0 — Yoo ke + yo,o,o,o)2-
i=1 k=1

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 57



Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

La variation due a I'interaction d’ordre 2 entre les facteurs A, B et C' observée sur la liste
de données y est définie par :

scapc = L

I
1=

J K
2
(Yijkio = Yijoo — Yioke — Yojke T Yiooo T Yojoe T Ysoko — Yoooe) -

1j=1k=1

La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :

I J K L
SCR = Z Z Z Z(yzgkl - yi,j,k,o>2-

Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :
I J
SCror = Z

=17

K L
Z Z(yz‘,j,lal - y-,O,O,O)Q-

1k=11=1

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

Scror = Sca + Scp + Sco + Scap + Scac + SCpc + SCapc + SCR-

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source ‘ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=dJ—1
Facteur C' nc=K-—1
Interaction AB nag=I—-1)(J—-1)
Interaction AC nac =1 —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J—1)(K —1)
Interaction ABC' | napc = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

H Totale \ nror = I1JKL —1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy 52
! !
Facteur A sCA na si‘ = — fa= —’24 H, ou H;
scp 52
2 B 1! 1
Facteur B sCp ng Sy =— IB=— H, ou H,
sco s2,
2 "1 i
Facteur C sco ne So = — foe=— H, ou H,
sCap sh (1) (1)
. 2 B
Interaction AB SCAB NAR Sap = Jap=—5- | Hy’ ou Hj
scac she (5) (5)
. 2
Interaction AC' sCac NAC Sac = Jfac = 5 Hy” ou H3
nac SR
SCBC she (6) (6)
. 2
Interaction BC scpo npc Spo = fec=—% | Hy ou
npec SR
SCABC 5,24 C (7) (7)
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc = faBc = —5 Hy’ ou H;
nNaABc SR
;- SCR
Résiduelle SCR ng 5% = —
nr
Totale ScroT nror
Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

H, : existe ig € {1,2,..., I} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle fHE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-

tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fs est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy:pi=Pr==8=0

contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que Bj, # 0.

Sous I'hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle ng est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

1"

}CO :’yl:’yz:'--:’yKZO

contre

H, Tl existe ko € {1,2,..., K} tel que vy, # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{6/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & K — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I’hypothese nulle .’J—Cg' est rejetée, nous pouvons procéder a des comparai-
sons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

He : (af)iy = (aB)12 =+ = (aB)1s = (af)2s = -+ = (aB)r; =0

contre

HY - 11 existe (t0,70) € {1,2,..., 1} x{1,2,...,J} tel que (af3);,, # O.

Sous I’hypothese nulle %64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(J — 1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fap est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.
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f}C(()S) (o) = (@)1= = (k= (@Y)e1 == (ay) 1.k =0

contre

H) 1 existe (ig, ko) € {1,2,...,T} x {1,2,..., K} tel que (ay)iyr, # 0

Sous 'hypothese nulle J—C((f) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

HE - (B = Be == BVix = B2 = = (By)sx =0

contre

HO - 11 existe (Go, ko) € {1,2,...,J} x {1,2,..., K} tel que (87);o 7 0.

Sous I’hypothese nulle J—C((]6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K — 1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil o du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

9{(()7) S(aBy)ian = (@fY)ip2 = = (V) i1x = (@BY)211 = = (aBy)1sx =0

contre

H 23 (o, jo ko) € {1,2, .. I} x {1,2,.., T} x {1,2,.. ., K} | (aB)igjouke 7 0.

Sous I’hypothese nulle 9{[(37) précédente d’absence d’effet de l'interaction, d’ordre 3, des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d'une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et [JK(L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a I'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

L —

. - o - o~ o~ o o —_— —_—
Les estimateurs f, oy, ..., ar, B, ..., B1, 71, cs K (@B)i1y oy (@B)rgy (@Y)11y -,

—

(@), BV, - (BY) sk, (@BY) 1115 -5 (@BY) 10k, o2 des parametres i, ai, ..., oy,
617 ceey ﬁJ? Y1, -5 VK (Oéﬂ)l,h cey (Oéﬁ)I,J7 (Oéﬁ}/)l,la veey (057)],10 (57)1,17 ceey (57)J,K7
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(aBY)111s -+, (@BY)1.0Kk, 02 du modele sont donnés par les formules suivantes :
ﬂ = Yo,o,o,o = ?,
0 =Yieeo—f, 1 <i< 1,
Bi = Yojee =, 1<j < U
i = Yeore — i, 1 <k <K,
(;5)\ = Y,j,o,o - 1/;',.,.,. Y,J,o,o + /1/, 1 < 7 < [, 1 < j < J,
(a’y) Yiako — Viese — Yoare +7, 1 <i< I, 1<k<K,
(B’V) Yikeo = Yojoe— Yearo+ 7, 1<j<J 1<k<K,
(a/Br)/) 7]7 7]7k L Y’j’.’. o Y;;"’k7. - K7j7k7. + Yv.v.v. + Y ,],.,. + K ,® k} [ /’67
1<i<], 1<j<J, 1<k<K,
SCr

2 - S2 )

T TIIKIL-1) R

Ce sont des estimateurs sans biaisPl

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), ai(y), ..., ar(y),

i), Brlw), i) Ak W), (@B)1a ), - @B)rs(y), (911 (W), - (7)1 (w),
B)11(Y), - -, (6’7)J,K(y>7 (0467)1,1,1(11), cee (Qﬁ'V)I,J,K(y)» 0?(y) des parametres i, o,

.., O, 517 R BJa Y1, -y VK, (a/8>1,17 ceey (aﬂ)I,Ja (04’7)1,17 sy (a’Y)I,Kv (ﬁ,}/)l,la ceey
(BY) s, (@BY)111, -y (@BY)1.5K, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :
ﬁ(y) Yo,0,006 =

Yy
i y) = Yieee — ﬁ(y)a

o ( 1<i<I,

Bi(Y) = Yojee — Aily), 1<j <,

vk(y) = Yooke — H(Y), 1 <k <K,

(Oéﬁ)m( ) = Yijoe — Yoo — Yojwe +i(y), 1 <i<I, 1<5<

(av)z,k(y) = Yiako — Yiooo — Yoore +(y), 1<i<I, 1 <k<K,

(BY);5(0) = Yo jhow — Yoo — Youko +Aiy), 1<j<J, 1<k <K,

( /\z k(y) = Yijke — Yijee — Yieke — Yojke T Yiese T Ysjeet Yseke — ﬂ(y)7

aBv)ij,
I1<i<I,1<j<J, 1<k<K,
W= TR - "R

5.2. Modéeles a effets aléatoires

5.2.1. Sans répétition

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «;, sont distribués suivant une loi normale

2. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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5.2 Modéles a effets aléatoires

centrée de variance 4. Les f3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des B;, les 3;, sont distribués sui-
vant une loi normale centrée de variance 0%. Les 7 représentent un échantillon de taille
K prélevé dans une population importante. Nous admettrons que les effets des Cy, les v,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance o. Pour chacun des couples
de modalités (A;, B;, C)) nous effectuons une mesure d’une réponse Y qui est une variable
continue. Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijre = p+ i+ B + v + (af)ij + (@)ik + (B7)jk + €ijiks
i=1...1, j=1...J k=1...K,

ou Y; j i est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (4;, B, C). Nous suppo-
sons que :

L (a;) =N(0,0%), Vi,1<i<I,
L (B8;) =N(0,03), Vj,1<j<J,
’C(ryk) :N<O7a%‘>7 Vkvl <k< K7

L ((af)iz) = N0, 0%p), ¥ (5,)), 1 <i< T, 1< <
L((ay)ik) =N(0,0%0), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
1<j<J, 1<k<

L((B7)ik) = N0, 050), ¥ (4, k),

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires o, 55, Yk, (@B)i;, (V)i €t (87);x
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

< K, L(ei,j,k) = N(O, 0'2>,

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J 1<k
1<l < 1<y m<Jetl <k n<K,

Cov (€ jks €1mmn) = 0 si (z,j, k) # (l,m, n) avec

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires oy, 55, Vi, (fB)ij, (y)ik et (B7),x et des
CITEULS €; j k.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait 'objet d'un paragraphe du chapitre [12]

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scap, Scac, SCac, SCr €t scror introduites a la

section [ L1

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
Scror = SCa + SCp + SCc + SCap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :
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H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B ng=J—1
Facteur C ng=K-1

Interaction AB nap =1 —1)(J—1)
Interaction AC nac = —1)(K—1)
—1)

(
Interaction BC npe = (J —1)(K
Résiduelle npg=I—-1)(J—-1)(K—-1)
H Totale \ nror = I1JK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision
sca s4
! !
Facteur A sca na §4 == fa=— > 5 H, ou H;
na SAB -+ SAC — SR
scp 52
1 11
Facteur B scp ng 323 = — /B == f 5 H, ou H,
np Sap t SBe — SR
sco 52
g 111
Facteur C' sco ne Se=— | fo=— 2C 5 | Ho ou H,
ne SAC -+ SBc — Sh
SCAB s% 4 4
Interaction AB SCAB nAB siB = fag = # J—C(() ) ou J—CE )
scac s 5) (5)
Interaction AC SCAC nac Sic = fac = % Hy’ ou H;
nNac SR
scpe S7 ©) (©)
Interaction BC' SCBC npc SQBC = fBc = %C Hy’ ou Hj
;. SCR
Résiduelle SCR nR 5% = —
ngr
Totale scror nNToT
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Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy:04=0
contre
H, 04 #0.

Sous I’hypothese nulle J—CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
' (55 + S%c — %)

Gl ) @)

(I—-1)(J—1) * I-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle J-Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & J — 1 et n” degrés de liberté avec :

9
" (s + She — SR)

ol (b, ()

(I-1)(J-1) * (J-1)(K-1) (I-1)(J—-1)(K-1)

Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fg est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

11
L2
IHO co0 =0
contre
11’
.2
Hy o #0.

3. Nous utilisons ici 'approximation dite de Satterthwaite.
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Sous I’hypothese nulle 5—(8' précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & K — 1 et n” degrés de liberté avec :

" _ (51240 + SQBC — 3%)2

G ) ()
I-1)(K-1) (J-1)(K-1) ({I-1)(J-1)(K-1)

Nous concluons alors a ’'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

5{(()4) c045=0
contre

fH§4) co%p #0.

Sous I'hypothese nulle 9{(()4) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

3{(()5) L 0% =
contre

fHES) co%o # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{65) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

%66) t 050 =0
contre

}(&6) D050 # 0.

Sous I'hypothese nulle 3{86) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs B et
C' et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpo est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
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degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

: O L S L N ; 2 2 2 2
Les estimateurs fi, 0%, 0g, 0&, 045, O4c, Opc, 0 des parametres u, 0%, 0g, 0¢, Oap,
%o, 050, 0% du modele sont donnés par les formules suivantes :

i=Yeeo=Y,

= 15 (S5 - 5% — Shc + 53,
7= 1z (5% — Sho — Sho+ 53).
7= 1 (8%~ S~ Sho + 53).
s = 5 (S~ 5%,

o =7 (S~ %),
‘7%;:}(51230 512?,)7

o SCr _ s

SC SC SC, SC SC SC
A75,2 _ B,Sé: C,S,%ug: AB,S,%C: AC)‘S%C: BC ot
. N ng ng NAB nac npc
52 = 28
ngr
Ce sont des estimateurs sans biaisfl

oil §4 =

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), a(y), o2 (y), c;g(y),

U?AB(Z/)? 0-1246'(y>7 J%C(!J)a Og(y) dGS paramétres M? 0-1247 0-?37 0%7 O-ElBu 0-12407 U%Cu 0-2 du

modele se déduisent des formules ci-dessus :

=5 1

oa(y) = TK (5,24 — s%p — Sac + Siz) ;
) 1 2 2 2 2
op(y) = K (33 Sap — Spc t SR) ;
— 1

oe(y) = 7] (320 She — Spo + 3?{) ;
=~ 1

7in(¥) = 7= (4 — 5h).

— 1

oac(y) = i (SAC - 3?%) ;

— 1

ohe(y) = 7 (3230 - 332) )

5 _ SCR _ 2
W =T huonw o

6. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Remarque 5.2.1. Ainsi lorsque les trois facteurs sont aléatoires, et que nous cherchons
a tester l'existence d'un effet de I'un d’entre eux nous devons utiliser une approximation.
Cette situation se démarque nettement de celle ou tous les facteurs sauf au plus un sont

a effets fixes voir les paragraphes et

5.2.2. Avec répétitions

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «a;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance . Les j3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des Bj, les 3;, sont distribués sui-
vant une loi normale centrée de variance 0%. Les 7 représentent un échantillon de taille
K prélevé dans une population importante. Nous admettrons que les effets des Cy, les g,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance o. Pour chacun des couples
de modalités (A;, Bj, C)) nous effectuons L > 2 mesures d’'une réponse Y qui est une
variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été
effectuées.

Nous introduisons le modele :

Yiika=p+ 0+ B85+ v+ (af)ij + (a7)ix + (B7) ik + (@BY)ijk + €ijkis
i=1.. 0, j=1..J k=1..K l=1. 1,

ou Y; j ks est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, C) lors du [—éme
essai. Nous supposons que :

L (o) =N(0,0%), Vi, 1 <i<I,
L(8;) =N(0,0%), Vj,1<j<J,
L () =N0,02), Vk,1<k<K,
L ((@B)ij) =N(0,0%p), ¥ (i,j),1<i< 1, 1<) <,
L((ay)ix) =N(0,0%:), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
L((B7)j6) =N(0,03¢), ¥V (j,k),1<j< J 1<Ek<K,
L((@B)ijr) =N, 0%pc), ¥ (4,5.k),1 i<, 1<j<J, 1<k<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires o, 85, Vi, (aB)ij, (Y)ik, (B7)jk €t (@B7Y)i k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i k1), 1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, 1<I<L, Llein) = N(0,02),
Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k,1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <t ,om <1< jn<J,1<ko<Ketl<<l,p<L

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires o, 8;, Vi, (af)i, (@7)ik, (B7)jk €t (BY)ijk
et des erreurs €; ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

68 Outils élémentaires de statistique appliquée



5.2 Modéles a effets aléatoires

Nous utilisons les quantités sca, scg, scc, scap, SCac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-
duites a la section .12l

Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :

Scror = SCA + Scp + Scc + SCap + Scac + SCge + Sapc + SCr.-

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J-—1
Facteur C nc=K-1
Interaction AB nag =1 —-1)(J—-1)
Interaction AC nac = (I —1)(K —1)
Interaction BC npe = (J—1)(K —1)
Interaction ABC' | nape = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

H Totale \ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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variance a trois facteurs

Source Variation | Ddl Carré Moyen F Décision
Y
sca s4
! !
Facteur A sCA na 5?4 = — Ja=— 5 5 FH, ou H;
na SAB T Sac — Sasc
scp 52
11 11
Facteur B sCB ng SQB = — /B = — 5 B 5 H, ou I,
ng Sap T SBc — SaBc
sco 52
111 111
Facteur C sco ne szc = — fo 5 5 ¢ 5 H,y ou H;
nc Sac + SBc — Sapc
SCAB s 0 ()
Interaction AB SCAB NAR 51243 = fag = 2AB Hy’ ou H;
nNAB SABc
scac s 5) (%)
Interaction AC' sCcac nac S2AC = fac = 2AC Hy’ ou H;
nac SABC
scpc S ®) (©)
Interaction BC scpo npc SBo = fec = QBC Hy’ ou H;
nBc SABC
SCABC 82A C (7 (7
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABc | Sapc = ——— faBc = 3 Hy’ ou H;
nNaABc Sk
;- SCR
Résiduelle SCR Nng 5% = —
nr
Totale scror nrorT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

Hy: 0% =0
contre
H; 0% #0.
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5.2 Modéles a effets aléatoires

Sous I’hypothese nulle J—CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
' (s5 + shc — SaBc)

S S
I-0HJ-1) ({-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I'hypothese nulle 5—(8 précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementﬁ une loi de Fisher & J — 1 et n” degrés de liberté avec :

2
" (55 + SBe — SaBc)

() (R (e
I-HJ-1y J-1)(K-1) (I-1DIJ-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

"
L2
Hy :06=0
contre
111
.2
Hy 0 #0.

Sous 'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativementﬁ une loi de Fisher & K — 1 et n” degrés de liberté avec :

2 2 2 2
% (s%c + 8Be — S4pc)

- (32Ac)2 n <S2BC>2 n (32ABC>2
(I-1)(K-1) (J-1)(K-1) ({{U-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

7. Nous utilisons ici 'approximation dite de Satterthwaite.
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5{(()4) c04p =0

contre

J{YL) coip # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{64) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5
}C(())iaic:

contre

"HES) c 0o # 0.

Sous I’hypothese nulle 3{65) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur f o est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

i}C(()G) t 050 =0

contre

J—Cgﬁ) c0he # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{((]6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpo est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1)et (I—1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fgo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

7
5{6) L 0hpe =

contre

7
T}CE) t 0hpe # 0.
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Sous I'hypothese nulle 3{(()7) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et IJK (L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs i, ;%, 553, %, 0/124\3, 0/124\@, 0/123\@, 031/3\0, o2 des parametres /i, 0%, 0%, 02,
o%n, T4 0oy OApe, 02 du modele sont donnés par les formules suivantes :

,u\ K,o,o,o - ?7

- 1

04 = TKL (SA Sip — Sic + Sch) ;
= 1

oh = IKL (SB Sip — Sko + Sch) ;

=17 JL (52 = Shc = Sho + Shnc) -

ohp = E (5,243 - SEXBC) ,

o = 77 (She — Sinc)

- 1

Oho = L (51230 53130) ’
— 1

0Ac = i3 (53130 - 5122) ’

SCy ., SCp ., SCo .,  SCup ., SCac .,  SCpe

\ 2
OuSA: >SB: 7SC: 7SAB: 7SAC: 7SBC: )
na np n NAB nac npc
SCapc 5 SCgr
SABC — et S —_ .
NaABC ng

Ce sont des estimateurs sans biais[7l

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), %(y), %(y), (;g(y),

— — — — o~

2 2 2 2 3 ; 2 2 2 9 2 2
oa5(Y), 0ac(y), opc(Y), oapc(y), 0*(y) des parametres p, 0%, 05, 0%, Oap, Tac, Ok
0450, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

ﬂ(y) = Yoo

oo =Y,

- 1

oi(y) = TKL ( % — 4B — Sac +312430> ;
1

o3(y = IKL ( B — 548 — Sho "‘5313(1) ;

5 1

t(y) = TTL ( &~ $ic — Sbe + SiBC) ;

=~ 1

oap(Y) = KL (S,QAB 3?430) ;

7. La notion de biais d'un estimateur est définie dans le chapitre
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- 1

oho(y) = 7L (3230 - 512430) )
—_— 1

ohpc(y) = 7 (3?430 - 5%) )

5.3. Modéeles a effets mixtes

5.3.1. Sans répétition

Il existe deux possibilités : soit deux facteurs sont fixes et un est aléatoire, soit un facteur
est fixe et deux sont aléatoires.

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;.
Les 7, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Cj, les 7., sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance oZ. Pour chacun des couples de modalités (4;, B;, Cy) nous effectuons
une mesure d’une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijk = p+ai+ B+ v+ (aB)ij + (@y)ix + (B7)ik + €k
1=1...1, j=1...J, k=1... K,
I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B =0,
i=1 j=1
I J
Z(aﬁ)i,j =0, Vj € {L SO ‘]} ) Z(aﬁ)
i=1 j=1
1 K
> (ay)ipg =0, Vke{1,....,K} et > (By);x =0, Vk € {1,..., K},
j=1

=1

7;7]':(), Vié{l,...,[},

ou Y; j i est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A4;, B, C). Nous suppo-
sons que :

L () =N(0,02), VEk1<k<K,
L((ay)ix) =N(0,0%:), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
L((BY)jn) =N0,050), ¥ (j.k),1<j<J 1<k<K,
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ainsi que l'indépendance des effets aléatoires vy, (a7y)ix et (57) k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

g K, L(ei,j,k) = N(O,O’Q),

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J 1<k
1<il<I1<jm< et 1 <kn<K,

Cov (€ jis €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires i, (ay);r et (87);x et des erreurs €; ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre [12]

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, Scag, Scac, SCBc, SCr €t scror introduites a la

section B 1.1

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

SCror = SCa + SCp + SCcc + SCap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C nc=K-1

Interaction AB nap=I—-1)(J—-1
Interaction AC nac = —1)(K
Interaction BC npe = (J —1)(K
Résiduelle npg={I—-1)(J—-1)(K—-1)
H Totale \ nror = I1JK — 1 H

)
)
)

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
2 SCA SZA / /
Facteur A sca na 54 =— Ja= =5~ H, ou H;
nA SAC
2
sc s
2 B B 7" "
Facteur B scgp np S =— fB=—5— H, ou H,
nB SBC
2
sc s
2 C C " m
Facteur C sco ne 56 = — fe=—~5 H, ou H,
2
. SCAB S 4 4
Interaction AB SCAB NARB szAB = fag = % fHé ) ou f}CE )
scac 5% 5) 5)
Interaction AC sCcac NAC 3310 = fac = % Hy” ou 9‘(5
nac SR
scpe s7 ®) ©)
Interaction BC scpe npo | Sho = fec = % Hy’ ou H3
npc SR
;. SCR
Résiduelle SCR npg s% = —
ng
Totale SCrorT nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Ho:ay=as=--=a;=0

contre

3, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous ’hypothese nulle 9{6 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I —1 et (I —1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
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table. Lorsque I’hypothéese nulle 9—(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Hy:pr=pPp=--=08;=0
contre

f}C'{ : 11 existe jo € {1,2,...,J} tel que §j, # 0.

Sous I’hypothese nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J—1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque I'’hypothese nulle }Cg est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

111
L2
Hy :02=0
contre
111
.2
H, o0& # 0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (I —1)(J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a
I’aide d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de
la table.

He : (aB)1s = (aB)12 =+ = (aB)1s = (af)21 = -+ = (aB)r; =0

contre

HW 1 existe (io, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af)ig.jo # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{(()4) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

%(()5) L 0% =
contre

D) %o # 0.
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Sous I'hypothese nulle 9{(()5) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

f}C(()G) L 050 =0

contre

9{56) 050 # 0.

Sous I’hypothese nulle J—CSG) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J—1)(K —1)et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

: ~ ~ 23 oAy P P R R
Les estimateurs i, o, ..., ar, B, ..., B, 0, (@B)i1, ..., (aB)ry, 04¢c, Ohes 02 des
paramétres p, aq, ..., ar, Bi, ..., B, 08, (@B)11, -, (aB)1.1, 040 0B, 02 du modele

sont donnés par les formules suivantes :

ﬁ ~Yieu =7,
Y Iu’al gl?B;:K,],O_ﬁngngu
- 1
R <
0o = I.J (SC SR) )
(f)ij =Yije—Yiee—Yejot+ /i, 1 <i<I, 1<j<
- 1
2 2
Tac = 7 (SAC )
- 1
2 _
9BC = 7 (S BC )
o2 = SCr — 52,
I-DJ-1)(K-1) °F
SC, SC SC SC
ou 3%2707 SIQAC— 2 SBC_ Bo et SQ :J
ne nac npc nR
Ce sont des estimateurs sans biaisFl
Les estimations, obtenues pour | la liste de données y et notées u(y), a(y), ..., ar(y),
Bily), ... Ba(y), o2(y), (aB)ialy ) o (@B)rs(y), o), Tho(y), 0X(y) des para-
metres p, ay, ..., ar, B, ..., By, 08, (@B, ..., (@B)1., 04c, 0he, 0 du modele se

8. La notion de biais d’'un estimateur est définie dans le chapitre
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déduisent des formules ci-dessus :

ot (y) = 5 (52— sn)

(@B)is(Y) = Yise — Yiew — Yo+ fily), 1 <i <1, 1<) < J,
Frow) = (she — 5h)

Tholy) = 1 (she — 5%)

W)= - E=D

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des Bj, les 3;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les v, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une
population importante. Nous admettrons que les effets des C, les 7, sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance ¢2. Pour chacun des couples de modalités
(A;, Bj, Cy) nous effectuons une mesure d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yije = p+ i+ B+ + (aB)iy + (av)ik + (B7)jk + €k,
i=1...1, j=1...J, k=1...K,
I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I

I
S(@B)i; =0, V5 €{l,....J} et Y (ay)ir =0, Vke {1,..., K},

i=1 =1

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy). Nous suppo-
sons que :

L (B]) = N(O’U%>v v j,
L () = N(0,02), V k,

L((aB)ig) =N(0,0%p), ¥V (i,4),1 <i< I, 1<) <,
L((ay)ix) =N(0,0%0), V (1,k),1<i< I, 1<k <K,
L((B7)jn) =N, 050), ¥V (G,k), 1 <j<J, 1<ESK,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires §;, Vi, (af3)ij, (y)ik €t (57))k-
Nous postulons les hypothéses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5,k),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K, L(ejr) =N(0,0?),

Cov(€ ks €mn) =081 (4,7,k) #([,m,n) avec 1 <4, I<I,1<jm<Jet 1 <kn< K
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ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 5}, vk, ()i, (@7)ik €t (57) ;% et des erreurs

Eivjvk'

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités scu, scg, sco, Scap, Scac, SCac, SCr €t scror introduites a la

section B. 1.1l

Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :

Scror = SCa + SCp + Scc + Scap + SCac + SCc + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de

I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C ne=K-—1
Interaction AB nap =1 —1)(J—1)
Interaction AC nac =1 —1)(K—1)
Interaction BC npe = (J—1)(K —1)
Résiduelle npg=I—-1)(J—-1)(K—-1)

H Totale ‘ nror = IJK — 1 H

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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5.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy s>
! !
Facteur A sCa na si = — fa=— ;‘ 5 H, ou H;
na Sap T Sac — Sk
sc S
2 B B " "
Facteur B sCgp ng s =— IB=—5— H,y ou H,
nB SBC
sco 52
111 "1
Facteur C sco ne 320 = — fo = 2—0 H, ou H;
SCAB $h ) @)
. 2 B
Interaction AB SCARB nap | Sagp = fap = 5~ Hy” ou H;
scac she (5) (5)
. 2
Interaction AC' scac nac | Sic = Jfac = —5 Hy” ou H;
nNac SR
) 2 SCpC e (6) (6)
Interaction BC SCpC npc | Spo = Ipo = —5 Hy’ ou H;
npc SR
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
ngr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

!
Hy:on=ar=--=ar=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle fHE) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
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qui suit approximativementﬂ une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
' (s4p + Sho — %)

T N C S N O
I-1)J-1) ([U-1)(K-1) ({I-1)J-1)(K-1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table. Lorsque ’hypothese nulle 9{6 est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Hy:05=0
contre
H, 103 #0.

Sous I'hypothese nulle J-C'OI précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fg est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J—1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fz est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

"
L2
Hy :06=0
contre
1"
.2
H, o #0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

3{64) c04 =0
contre

F o4y # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{(()4) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

9. Nous utilisons toujours ’approximation de Satterthwaite.
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5.3 Modéles a effets mixtes

5
}C(()):U,%l(}:

contre

J—C%B) coio # 0.

Sous 'hypothese nulle fH((JB) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur f o est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

TH(()G) c0he =0

contre

3{56) c0%e # 0.

Sous ’hypothese nulle 3{[()6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d’une table, rejet si la valeur fpo est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

Les estimateurs i, ay, ..., a1, 0%, 02, 045, Tac, Osc, o2 des parameétres p, a1, ..., ar,
0%, 0k, 045, 040, 0%, 02 du modele sont donnés par les formules suivantes :

04B (5124B 512%);
0hc = 7 (5310 Sz%z) ,
—— 1
0he = 7 (51290 - S}%) ,
5 SCh e
I-1)(J-1)(K~-1) "%
on s =58 o 5Cc g SCw g SCuc g SO g 50k
nac npc ngr

c
Ce sont des estimateurs sans biais[[]

10. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),
O-%<y)7 Ué(y)7 U%B(y)v U%C(y)a O-QBC(y)7 UQ(y) des paramétres My Qpy ooy O, 0-%7 O%a 0-124B7

%0y 0%e, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

i(Y) = Yieo — A(y), 1 <i <,

o3 (y) = [2 (53 — she) , o2(y) = Ilj (s& = she)
Fs) = = (%in — %)

Felw) = (Fhe — 5%)

Tholw) = 7 (he — %)

W= 1)(JSER1)(K —1) h

Remarque 5.3.1. Ainsi lorsque deux facteurs sont aléatoires, et que nous cherchons a
tester 'existence d'un effet du troisieme facteur, ici a effets fixes, nous devons utiliser une
approximation, ici celle de Satterthwaite. Cette situation se démarque nettement de celle
ol tous les facteurs sauf au plus un sont a effets fixes.

5.3.2. Avec répétitions

Il existe deux possibilités : soit deux facteurs sont fixes et un est aléatoire, soit un facteur
est fixe et deux sont aléatoires.

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;. Un
facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles étant notée B;. Les
v représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population importante. Nous
admettrons que les effets des CY, les 7., sont distribués suivant une loi normale centrée
de variance 2. Pour chacun des couples de modalités (A;, B;, Cy) nous effectuons L > 2
mesures d'une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n =1 x J x K X L
le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yiika=p+ 0+ B+ v+ (af)ij + (a))irk + (B7) ik + (@BY)ijk + €ijkis
i=1...1, j=1...J k=1...K, l=1...L,

I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B =0,
i=1 j=1
I J
S (aB)i;=0,Vje{l,....,J}, D (af)i; =0, Vie{l,....I},
i=1 Jj=1
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5.3 Modéles a effets mixtes

I

J

()i =0, Vke{l,....K} et > (87);x =0, Vk € {1,..., K},

i=1 j=1
I

S (@5)in =0 VG K) € {1, Ty x L K,

T M“ I

aﬁ’mk 0, V(i,k) € {1,..., I} x {1,..., K},

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy) lors du [—eme
essai. Nous supposons que :

£ () = J\r(o,ag> Vi 1<k<K,
L((O‘W/)i,k) ( ),V( )’1<Z<171<k<K7
L((ﬁV)j,k) (0 JBC) ( )71<j<<]7 1<k<K,
L ((Cﬁﬁf)/)i,j,k) = N<O7UABC)7 v (Z>j7k>71 i<, 1<j<J, 1<k<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires vy, (av)ik, (87)jks (B7Y)i k-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(lvjakvl>7]-<2<]7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N(an-2>7

Cov(eijkl,emnop):Osi (1,7,k,1) # (m,n,0,p)
avec 1 <i,m <[, 1< <, 1<ko< Ketl<<Il,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires i, (a7)ix, (87)k €t (57)i,x et des erreurs

6i7j7k7l.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités sca, scg, sco, scap, SCac, SCBC, SCABC, SCr €t scror intro-
duites a la section .12l
Nous rappelons la relation fondamentale de TANOVA :

Scror = Sca + Scp + Sco + Scap + Scac + SCpc + SCac + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-1
Facteur B ng=J—1
Facteur C ne=K-—1
Interaction AB nag=I—-1)(J—-1)
Interaction AC' nac = I —1)(K —1)
Interaction BC' npe = (J —1)(K —1)
Interaction ABC' | napc = (I —1)(J — 1)(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)

H Totale \ nror = 1JKL —1 H
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Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision H
scy s4
2 ! !
Facteur A sca nA sh=— Ja= =~ H, ou H;
nA SAC
scp 52
2 B 1! i
Facteur B sCgp ng Sy = — fB=—— H, ou H,
nB SBC
sco s2,
2 111 i
Facteur C sco ne Se = — foe=— H,y ou H;
SCAB S 0 0
. 2 B
Interaction AB SCAB TAB S$4p = fap = — Hy” ou H;
nAB SaABc
scac she (5) (5)
. 2
Interaction AC' sCAc nAc Sac = Jac = 5 Hy” ou H;
Nac SR
sCpC she (©) (6)
. 2
Interaction BC SCrC nBc Spo = fpc=—%- | Hy oul;
npc SR
SCABC 8,24 C (7) (7)
. 2 B
Interaction ABC SCABC NApc | Sapc = —— | faBc = 5 Hy’ ou I,
nNaABc Sk
;- SCR
Résiduelle SCR ng 3% = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :
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5.3 Modéles a effets mixtes

contre
3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle J-CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle fHE) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

Ho:fr=Po=-=8,=0

contre

H, : 1l existe jo € {1,2,...,J} tel que B3, # 0.

Sous I'hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J —1 et (J—1)(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a 'aide
d’une table, rejet si la valeur fp est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle ng est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

"
D2
Hy :06=0
contre
111 . 2
902 0.

Sous 'hypothese nulle ng/ précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & K — 1 et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

9{64) H(af)in = (af)ie == (aB)y = (af)21 =" = (af)r; =0

contre

HY 1 existe (i0,Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (&), # O.

Sous I'hypothese nulle 5{(()4) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil a du test, ou a I'aide d'une table, rejet si la valeur fap est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.
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5
}C(()):szc:

contre

H %o # 0.

Sous 'hypothese nulle 9{(()5) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fac est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

6
jLC(())¢0123c:

contre

¥ - %o # 0.

Sous I’hypothese nulle 9{86) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpc est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fpco est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

7
%6)103130:0

contre

7
1}65) t ohpe # 0.

Sous I'hypothese nulle J{[()?) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et [JK(L —1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

) S ~ 5 A —N. 2 2 2
Les estimateurs fi, aq, ..., &g, B, - -, Br, 08, (@B)11s -, (@B)1.y, O4cs OBy Tape, 02
des parameétres p, aq, ..., ar, Bi, ..., By, 02, (aB)11, -, (@B)1.5, 04c, 0%0s OApe, 2
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5.3 Modéles a effets mixtes

du modele sont donnés par les formules suivantes :

K,Q,Q,O_Y
af\i:Y;..._My1<i<17@:)§,j,°7‘_ﬂ71<]‘<‘]’
- 1
9 2

(045)7,',]' == }/i,j,o,o - Yi,o,o,o - Y;,j,.,. + ﬁ, 1 < Z < _[, 1 g‘] < J7

- 1
2t (@2 @2
O0Bc = IL (SBC SR) )
— 1
oAc = i (SiBC 512{) ,
- SCr
2 = = S%.
T TIK(IL -1 °R
SC, SC SC SC SC
ot S = "9, S =0 Sh = TP §h e = T et 9% = TR
ne nac npc NABC ngr
Ce sont des estimateurs sans biais[1]
Les estimations, obtenues - pour la liste de données y et notées u(y), a(y), ..., ai(y),
Bi(w). -, Bay). o2(y), (@B)1a(y). .. (@B)r(y), Tac(®). 7B (¥), Tape(y), o2 (y) des
parameétres u, aq, ..., ay, B, ..., BJ, J?;, (aB)i1s -y (@B)1g, 0hcy 080, 04p0, 02 du

modele se déduisent des formules ci-dessus :
B(Y) = Yooee =T
a\l(y) = Yieee — ﬁ(y)a <1< I? Bj(:‘/) = Yeo,j,0,06 — ﬁ(y)7 1< ] < ']7
— 1
2 _ L (e 9
UC(y) - IJL (SC SR) )
(aﬁ)l,](y) = y’i,j,o,o - yi,.,.,o - y.,j,.,. + ﬁ, 1 g 7 g I, 1 < j g J’
— 1
Thc(y) = JL (SAC SR) )

o) = 77 (she — 53).

— 1

oapc(y) = 7 (5,2430 - 5%«2) ;
-5 SCR

o?(y) = 7

JK(L—-1) °F

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les 3; représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des B;, les 3, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les v, représentent un échantillon de taille K prélevé dans une

11. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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population importante. Nous admettrons que les effets des Cj, les 7., sont distribués
suivant une loi normale centrée de variance cZ. Pour chacun des couples de modalités
(A;, B, Cy) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable continue.
Nous notons n = I x J x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele :

Yijkt = p+ i + B+ + (@B)ij + (ay)ir + (B7) ik + (@BY)ijn + €ijris
i=1...1, j=1...J, k=1...K, l=1...L,
I
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1
I I
Z(a/8>l,] = 07 V.] S {17 R J} et Z(Of}/)z,k = 07 Vk € {17 . '7K}7
i=1 i=1
I

S (@BY)ije =0, VG, k) € {L,...,J} x {1,... K},

i=1

ou Y; ;x est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, B;, Cy) lors du [—eme
essali. Nous supposons que :

L(8;) =N(0,0%), Vj,1<j<
L () =N(0,02), VE1<k<K,
L((aB)ij) =N(0,0%p), ¥V (4,5), 1 <i< I, 1<j<
L((ay)ix) =N(0,0%0), V (1,k),1<i< I, 1<k<K,
L((B7)s) =N(0,0%¢), ¥V (5,k),1<j<J 1<k<K,
L ((aB7y)ijr) =NO,0%50), V (i,5,k),1 <i<I, 1<j<J, 1<k<K,

ainsi que l'indépendance des effets aléatoires 55, i, (aB)ij, (aV)ik, (B7)k €t (@BY)ijk-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(Z>]7k7l)71<2<[7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(Ei,j,k,l):N(OaaQ)a

Cov(€ijiis Emmop) = 081 (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m<I,1<jn<J,1<ko<Ketl<Ilp<L,
ainsi que I'indépendance des effets aléatoires 3;, vk, (aB)ij, (a¥)ik, (B7)k €t (BY)ijk

et des erreurs €; j ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités sca, scp, sco, scap, Scac, SCBc, SCABC, SCr €t scror intro-
duites a la section [5.1.2]
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

SCror = 8CA + SCB + SCc + ScAB + SCac + SCBc + SaBC + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :
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5.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A nag=1-1
Facteur B ng=J-—1
Facteur C noc=K-1

Interaction AB

mas = —1)(J —1)

Interaction AC

nac = J(K =1)

Interaction BC

(I —1)(K
nBc:(J—l)(K—l)

Interaction ABC

nNapc = ([ — 1)(J— 1)(K — 1)

Résiduelle

np=TJK(L—1)

H Totale \

TLTOT:[JK—l

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy

91



Chapitre 5. Analyse de la variance a trois facteurs

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F Décision H
sca s4
! !
Facteur A sCA na 5?4 —_— fa 5 5 FH, ou H;
na Sap t Sac — Sapc
scp 52
2 B i 1!
Facteur B sCB ng Sy = — IB=—— H,y ou H,
nB SBC
sco s2,
2 111 "1
Facteur C sco ne Se = — fo=— H, ou H;
sCap sh (1) ()
. 2 B
Interaction AB SCAB NAR S4B fap = — Hy” ou H;
nap SABC
SCac 3,240 (5) (5)
. 2
Interaction AC' sCcac nac 5%c Jfac = — Hy” ou H;
nac SABC
SCBC she (6) (6)
. 2
Interaction BC SCBC 1376, SBC o= —5— Hy’ ou H;
nNpc SR
SCABC s4Bc ) (M)
. 2 B
Interaction ABC SCABC NABC | Sapc faBc = 5 Hy’ ou H;
nNaABc Sk
;- SCR
Résiduelle SCR Nng 5% —
ng
Totale scror nrorT
Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :
!
Hy:on=ar=--=ar=0

contre

3, : N existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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5.3 Modéles a effets mixtes

Sous I’hypothese nulle J—CB précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit approximativement une loi de Fisher & I — 1 et n' degrés de liberté avec :

2
r_ (sip + shc — S%)

Gl () @)

T-D 1) T-DEK-1) - D -DE 1)

Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil
a du test, ou a 'aide d'une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table. Lorsque 'hypothéese nulle .‘}Cé est rejetée, nous pouvons procéder
a des comparaisons multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9

Hy :05=0
contre
H| 0% #0.

Sous I’hypothese nulle J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fp est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J —1 et (J —1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fz est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

11
L2
Hy :06=0
contre
111
.2
H, o0& # 0.

Sous I'hypothése nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, fo est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a K —1 et (J—1)(K —1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur fo est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

5{((]4) c045=0
contre

F o4y # 0.

Sous I’hypothese nulle 5{84) précédente d’absence d’effet de 'interaction des facteurs A et
B et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fap est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J—1) et (I —1)(J—1)(K —1)

12. Nous utilisons toujours 'approximation de Satterthwaite.
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degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur f4p est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

5
}C(()):szc:

contre

9{55) L o%o # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{(()5) précédente d’absence d’effet de l'interaction des facteurs A et
C' et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fac est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K —1) et (I —1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté. Nous concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure
ou égale au seuil o du test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fsc est supérieure
ou égale a la valeur critique issue de la table.

6
}C(()):U%C:

contre

ﬂ'(&ﬁ) co%he # 0.

Sous I’hypothese nulle 9{((]6) précédente d’absence d’effet de I'interaction des facteurs B et
C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fpo est la réalisation
d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (J —1)(K —1) et IJK (L — 1) degrés
de liberté. Nous concluons alors a I’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale
au seuil a du test, ou a ’aide d’une table, rejet si la valeur fgpo est supérieure ou égale a
la valeur critique issue de la table.

7
j'Ct(J)ZU,Qch:O

contre

9{57) t 0hpe # 0.

Sous I'hypothese nulle J—C((f) précédente d’absence d’effet de l'interaction d’ordre trois des
facteurs A, B et C et lorsque les conditions de validité du modele sont respectées, fapc
est la réalisation d’une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1)
et [JK(L—1) degrés de liberté. Nous concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle
est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a 'aide d’une table, rejet si la valeur fapc
est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.
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5.3 Modéles a effets mixtes

o~ —~ — — — —_—
Les estimateurs fi, ay, ..., Q7, 0%, 0%, 045, 0acs Osc, Oapo, 02 des parametres u, oy, . . .,

2 2 2 2 2 2 2 N ; - .
ar, 0f, 0¢, Oap, Tacs Opos Oapes 0 du modele sont donnés par les formules suivantes :

9AB T L Sip — SABC)

TAc = JlL (Sio - S,%xBo) ,

o 1 2 2
9BC = 7L (SBC SR) ’
— 1
0hpe = i3 (5,2430 5123) g
3 SCr 2
0" = — PR
IJK(L—-1)
SC SC, SC SC SC SC
ot 2 :73 Sc—ica 31248:&751240:¢’ S?gc_ BC 512430: ABC
S(JR ngc nNAB nac nNpc NABcC
t Sp = ——
et S = .

Ce sont des estimateurs sans biais[™]

Les estimations, obtenues °s pour la liste de données Y et notées f(y), a1(y), ..., ar(y),
UB(y)v o2(y), JAB(y)a UAC(y)v UBc(y), 03 pc(y), 0*(y) des paramétres p, i, ..., ar,

0%, 02, 045, 040, 080 Tapo, 02 du modele se déduisent des formules ci-dessus :

Tocly) = 7= (she — 53).
Finc®) = 1 (Finc — %)

13. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 6

Analyse de la variance a trois
facteurs totalement emboités

Dans tout ce chapitre, nous utilisons les notations définies a la section Notations, page [xi|.

Nous sommes dans la situation particuliere, semblable a celle du chapitre [} ou les effets
des niveaux du facteur B n’ont pas de signification concrete, par exemple ces niveaux
dépendent du niveau du facteur A considéré et une étude des effets principaux du facteur B
n’a pas de pertinence. Nous compliquons la situation en rajoutant un niveau d’imbrication
par rapport aux modeles exposés au chapitre [dl Ainsi le facteur C' est emboité dans le
facteur B qui lui méme est emboité dans le facteur A.

Un tel plan d’expérience est dit completement hiérarchisé ou totalement emboitéE]. Il
n’est utilisable que si nous disposons de répétitions. Dans le cas contraire ou les essais ne
seraient pas répétés, l'effet dii au facteur C' ne pourra étre étudié et le modele que nous
devrons utiliser pour étudier les données sera I'un de ceux exposés au chapitre

Pour signaler cette situation particuliere, nous notons les effets du facteur B par ;) et
ceux du facteur C' par vi(j())-

6.1. Modéeles a effets fixes

6.1.1. Avec répétitions

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Un facteur contrélé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Un facteur controlé C' se présente sous
K modalités, chacune d’entre elles dépendant du niveau Bj(; du facteur B et donc du
niveau A; du facteur A et étant alors notée Cyj(;)). Pour chacun des couples de modalités
(As, Bjiy, Crjciy)) nous effectuons L > 2 mesures d'une réponse Y qui est une variable
continue. Nous notons n = [ x J x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

1. en anglais completely nested model ou completely hierarchical model.



Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Nous introduisons le modéle :

Ykt = b+ i + Bia) + Ve(a) + €kl
i=1...1, j=1...J k=1...K, l=1...L,
I J
avec les contraintes supplémentaires » a; =0, > B4 =0, Vie {1,...,1},
i=1 j=1

K
et > gy =0, V(i,j) € {1,..., I} x {1,..., J},
k=1

ol Y; j . est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Cr(j))) lors du
[—eme essai. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
v (Z-ajakal)al < 1 < [7 1 g] < J7 1 < k g K7 1 g l g Lv L(ei,j,k,l) = N(O,O'2),
Cov(ei,j,k’,la Em,n,o,p> =0 si (Za j7 ka l) 7& (ma n, Oap)
avec 1 <i,om <1< n<J,1<ko< Ketl<Il,p<L.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les conditions (A;, Bj(), Ck(j)))
lors des L essais dans le tableau [6.1]

Nous rappelons que la variation théorique due au facteur A est définie par :
I
SCA =JKL Z(Y;,o,o,o - K,o,o,o)2'
i=1
Nous rappelons que la variation théorique due au facteur B dans A est définie par :
I J
SOB\A = KLZ Z(}/i,j,o,o - }/i,o,o,o)2-

i=1j=1

La variation théorique due au facteur C' dans B qui lui-méme est emboité dans A est
définie par :
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6.1 Modéles a effets fixes

9310qUId
Juoma)a[duos ue[d Un,p SIMa3oe} SI01} SOP XIBIAIU SOp UOIOUO0] U A So[RJULUWILIOdX SOUUOP 9P 93SI] B[ op UorjejuasoIdey] — ¢'9 414V ],

(rir¢

(rir¢

TTIf TTr'If TMTIf TTTIf T TTTIR 7 s TTIf TTTIR
3&.@3, Hi.:S Gﬁ.ﬁSd T'T'T'IR GNLS 13.:5 . . I'M'T'IR T'T'11f
: (D)1 7 7 (D)1 : : (D 7 7 (M1 : 7 7 : (W) 7 7 (M1 : : (ODE 7 7 (D1 :
: Drg L] (g L[ Wrg L] (g |
I v L ] v |
9j10qUId

Juomro}d[duos uepd un p simojoej SI0I) SOP XNROATU SOP UOIJOUOJ U 9SUOAII 9P SOII0JeI[R SO[(RLIBA SO UOIRIuesoIdoy — 19 dT1dV],

[

[

quﬁsq\w jﬁq\w qu:c\w TTTIg %xi@w q{:\w 7 ce qu?;\w TTTLg
3&»@% H,E.Q\ﬂ 3&.3% S,WN\w ﬁkwq\w 13_;% . . 3:4\% 3,?\%
: (TR5 75} 7 7 (@)1 : . : (@17 7 7 (D1 : 7 7 : (M) 7 7 (M1 : : (M1 7 7 (M1 :
: (rg L (ig L (Wrg L (ig :
: v L v |
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Enfin la variation totale théorique est égale a :

J K L

SCror = 3.3 33,

i=1j=1k=11[1=1

o,o,o,o)z-

i,5,k0

Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :
SCror = SC4 + SCB\A + SCC|B|A + SChp.

La liste Yy des données experimentales Y11,1,19---5Y111,Ly- -5 Yr111y---5Y1r11,L,Y1,21,15 - - -
YrJ1,0, Y1121, - - - Yr,sxk.L bermet de construire le tableau qui est une réalisation du

tableau

La variation due au facteur A observée sur la liste de données y est définie par :

I
SCq = JKL Z(yi,o,o,o

=1

y.,.,.,.)Q-

La variation due au facteur B dans A observée sur la liste de données y est définie par :

I J

SCB|A = KL Z Z(ym}',‘

i=1j=1

- yi,o,o,o)2-

La variation due au facteur C' dans B qui lui méme est dans A observée sur la liste de
données y est définie par :

I J K
scoipia =LY Y (Yijke = Yijes)
i=1j=1k=1
La variation résiduelle observée sur la liste de données y est quant a elle définie par :
I J K
scR =LY Y > Wigit = Yigks).
i=1j=1 k=1
Enfin la variation totale observée sur la liste de données y est égale a :

= Z Z Z Z(yi,j,kl y.,.,.,.)Z.

i=1j=1k=11=1

~

SCroT

La relation fondamentale de ’ANOVA reste valable lorsqu’elle est évaluée sur la liste de
données y :

Scror = SCA + SCpja + SCo|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A npa=1(J —1)
Facteur C dans B | ngpja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=1I1JK(L—1)

H Totale \ nror = IJKL —1 H
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6.1 Modéles a effets fixes

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ \ Décision H
sca s4
2 ! !
Facteur A sca nA 54 =— fa=—% Hy ou H;
na S
R
SCp| Sh
2 B|A B|A " "
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = ——— IBla 5 H, ou H;
Sccp| scip
2 C|B|A C|B|A 1 "
Facteur C' dans B | scoipja | nciBja SoBlA = ———— fe1Bl1a 5 H, ou H,
nc|B|A SR
;- SCR
Résiduelle SCR ng S?DL = —
ngr
Totale scror nroT

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I'hypothese nulle 9{5 précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a [ — 1 et IJK (L — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothéese nulle 9—(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons

multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ko : Biay = Boy = -+ = Boy = Prey = -+ = By = 0
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contre

H ¢ 1l existe (ig, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que Biotio) 7 0.

Sous I’hypothese nulle .’J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur fp|4 est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

111

Ho = maa) = N200) = - = VK@) = Nae) = 0 = VK@) =0

contre

4 (io,jo,ko) S {1,2,71} X {1,2,7J} X {1,2,,K} ‘ Yko(jo(i0)) 7é0

1

I

Sous I’hypothese nulle 9{8/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs i, oy, ..., aj, 5/1\1 e /8] 'yl ), ce vm), o2 des parametres
By a1y -y, Biays oo By Y1) - ny(J( )), 0% du modele sont donnés par les
formules suivantes :
,ZZ = Ygo,o . ?
a\i = m,o,o,o ,a, 1 1 < _[7
5/];) = }/;,j,o,o - }/i,o,o,o, 1 < l < Ia 1 < ] < J7
i) = Yigke = Yijee 1 <i<I, 1<j<J 1<k<K,
— SCr
2= % G2
T T IIK(@L-1) °R
Ce sont des estimateurs sans biaisPl
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées f(y), ai(y), ..., ai(y),
Biw®), -, Bin @), Tiaay(), - T (y), 0*(y) des paramétres u, ai, ..., ar,
Biays -+ Bay, M1aq))s - -+ YRID) o? du modeéle se déduisent des formules ci-dessus :
ﬁ(y) = Yo,0,006 — Y,
a\z(y) = yi,o,o,o - ﬂ(y)a 1 < 1 < -[7
Bii)(Y) = Vijioe — Yieoe, 1 <<, 1 <5<,
TG (Y) = Yigke = Yigeor 1 <<, 1< < T 1<E<K,

) _ SCR _ 2
W= RE -1 "R

2. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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6.2 Modéles a effets aléatoires

6.2. Modéeles a effets aléatoires

6.2.1. Avec répétitions

Les «; représentent un échantillon de taille I prélevé dans une population importante.
Nous admettrons que les effets des A;, les «a;, sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance 0%. Les Bjcy représentent un échantillon de taille J prélevé dans une
population importante dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les
effets des Bj), les (), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0'129| A
Les 7i(j(i)) représentent un échantillon de taille K prélevé dans une population impor-
tante dépendant du niveau Bj(;) du facteur B et donc du niveau A; du facteur A. Nous
admettrons que les effets des Ci;i)), les Yi(ja)), sont distribués suivant une loi normale
centrée de variance aé‘ p|a- Pour chacun des couples de modalités (As, Bj); Cr(jiy)) nous
effectuons L > 2 mesures d’'une réponse Y qui est une variable continue. Nous notons
n=1xJ x K x L le nombre total de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modele :

Yijre: = 1+ o + By + V(i) + €k
P10, j=1.. . J k=1.. K I=1.. 1,

ou Y; j x; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, By, Ck(j(,-))) lors du
[—eme essai. Nous supposons que :

L(a;) =N(0,0%), Vi, 1 <i<I,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires o, Bj(), et Yi(i))-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v(lajak7l>71<Z<[7 1<]<J7 1<k<K7 1<Z<L7 L(ei,j,k,l):N(Oaa2>7

COV(€i7j7'I€7Z7 Em,n,o,p) = O Si (Z,j,k,l) 7é (m,n,o,p)
avec 1 <i,om< 1< n<J,1<ko< Ketl<<l,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires a;, B;), et yi(j)) et des erreurs €.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, 1’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités sca, scp|a, scc|p|a; SCr €t scror introduites a la section m
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

Scror = SCA + SCpja + SCc|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :
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H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A npa=1(J—1)

Facteur C dans B

nC|B|A = IJ(K— 1)

Résiduelle

np=1JK(L —1)

H Totale

| ngor =1JKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision
scy s>
! !
Facteur A sca na s4 == 2A FHy ou H;
5CB| Sh)
2 BlA BlA 7 7
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla = —— IB|a 5 H, ou H;
npla SC|BlA
Sc S
2 C|B|A C|B|A " "
Facteur C' dans B | scoipja | neiBla SC|B|lA = feBla 5 H, ou I,
nc|BlA SR
;. SCR
Résiduelle SCR ng s% = —
nRr
Totale SCror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

Hy:04=0

contre

Sous I’hypothese nulle .‘Hé précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
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6.2 Modéles a effets aléatoires

I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f,4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la table.

1"
g2
Ho :opa=0

contre

0B # 0.

11

I

Sous I’hypothese nulle ng précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpj4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a
I'aide d’une table, rejet si la valeur fp)4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

11

.2 _
I, .UC‘B|A—O

contre

: 0'%|B|A # 0.

111

I

Sous I’hypothese nulle 3, précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d'une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a I[J(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

-
. ~ 2 2 2 2 \ z . .
Les estimateurs i, 0%, o BlA» OC|B|A O du modele sont donnés par les formules suivantes :

- SCr

2 — ——————————————— 2
SR =) " ®
\ SC. SChia SCeipia SChr
ot §2 =274 g2 2B g ot 2 = 21,
A U bl4 npla clBlA nc|BlA R ngr

Ce sont des estimateurs sans biaisPl

3. La notion de biais d’'un estimateur est définie dans le chapitre

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 105



Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées [i(y), a(y), J/%TA(y),

— —

2 5 : 2 2 2 2 ; ‘A
o¢1pa(Y), 0°(y) des parametres (i, 07, 054, 0¢ 4, 0 du modele se déduisent des for-
mules ci-dessus :

=) 1
4(W) = 57 (54— shya)

UC\B\A(y) 7 (520|B\A SR) ;
5 _ SCR .
W= R 1) "

6.3. Modéeles a effets mixtes

6.3.1. Avec répétitions

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée
A;. Un facteur controlé B se présente sous J modalités, chacune d’entre elles dépendant
du niveau A; du facteur A et étant alors notée Bj(;). Nous admettrons que les effets des
Cr(j(i))» 1es Yi(j()), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0’%‘ BlA- Pour
chacun des couples de modalités (A;, B, C’k(j(i))) nous effectuons L > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijkts = 1+ i+ Bi) + YeGie) + €igkils
i=1...1,j=1...J k=1...K,1=1...L,

I J
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Biw =0, Vie {l,..., I},
i=1 j=1

olt Y; ;r; est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Ck(j(iy)) lors du
[—eme essai. Nous supposons que :

£ (mgan) =N, 0254), ¥ (1,5,k),1 <i <1, 1<j < J, 1<k <K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires yi(;())-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
v (iajvkal)’l g l g [7 1 <] < Ja 1 g k < K7 1 < l < L7 L(Ei,j7k,l) - N<Oa02)a

Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,om <[, 1< n<J, 1<ko<Ketl<<l,p<L,
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6.3 Modéles a effets mixtes

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires vi(j)) et des erreurs €; ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, I’'étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités sca, scpja, sco|pja, SCr et scror introduites a la section [6.1.1}
Nous rappelons la relation fondamentale de ’ANOVA :

Scror = SCA + SCp|a + SCc|B|A T SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
I’ANOVA

H Source \ Degrés de liberté H

Facteur A ng=1-—1
Facteur B dans A | npa=1(J —1)
Facteur C' dans B | nggja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)
| Totale | npor =IJKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen \ F \ Décision
sca s4
2 ! !
Facteur A sca nA 54 =— fa=— Hy ou H;
na SC|BlA
SCB|A 52 |A
2 B B " "
Facteur B dans A 5CB|A np|A Spla = —— IBlA = — H, ou I,
nBlA SC|B|A
5Cc|B| ses|
2 C|B|A C|B|A 1 1"
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= T feBla=—5 Hy ou H,
nc|B|A Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng 5% = —
ngr
Totale scror nNroT
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Nous souhaitons faire les tests d’hypothese suivants :

/

Ho:ag=as=--=a;=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Sous I’hypothese nulle .‘Hé précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors
a I'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil a du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle ?—C;) est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9]

Ho 2 By = Poy =+ = Boy = By =+ = Bay =0
contre

H, : Nexiste (io, jo) € {1,2,..., I} x {1,2,...,J} tel que Bj,(i0) # O.

Sous I’hypothese nulle .’J—Cg précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fp4 est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher & I(J—1) et I.J(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a
I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

11

52 _
Ho 1 0¢1pa =0

contre

: U%|B|A # 0.

1

I

Sous I’hypothese nulle }Cg/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d'une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a [J(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a 'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du
test, ou a l'aide d’une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.
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6.3 Modéles a effets mixtes

L —

Les estimateurs [, oy, ..., aj, 6/1(\1), ce BT](\[), J2C|B|A, o2 des parametres u, o, ..., af,
Biy, - Bays a?)‘B‘A, 0% du modele sont donnés par les formules suivantes :
K,.,o,o ?7
Odi:}/;ooo_,aa 1<7/<[7
Bitt) = Vijow — Yiews 1 <i< I, 1<j <,
— ]_ 9
O%|B|A -7 (SC|B|A S )7
— SC
ol=——"R __ S%,
TJK(L—1)
SC, SC
T
nc|BjA ng
Ce sont des estimateurs sans biaisf
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées f(y), ai(y), ..., ar(y),
By (), -y Biny(y), 0ipa(y), 02(y) des parametres i, au, ..., ar, By, - B,

0% p1a> 0 du modele se déduisent des formules ci-dessus :
(Y) = Yoooe =7
a\z(y) = Yi,e00 — ﬁ, 1<:i<
BJ(@)(?J) = Yijee — Yieee; 1

Y

I
<i< I, 1<5<J,

— 1

U%|B|A(y) =7 <S%|B|A - 3?-3) )
-5 SCR

o2(y) = :

—_— = §%.
IJK(L—1) %

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Un facteur controlé A se présente sous I modalités, chacune d’entre elles étant notée A;.
Les (3;) représentent un échantillon de taille J prélevé dans une population importante
dépendant du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des Bj;, les (35,
sont distribués suivant une loi normale centrée de variance 0123| A~ Les Y(j(i)) représentent
un échantillon de taille K prélevé dans une population importante dépendant du niveau
Bjy du facteur B et donc du niveau A; du facteur A. Nous admettrons que les effets des
Cr(j(i))» 1es Vi(j(s)), sont distribués suivant une loi normale centrée de variance aé‘ BlA- Pour
chacun des couples de modalités (A;, Bj), Cr(j(i))) nous effectuons L > 2 mesures d’une
réponse Y qui est une variable continue. Nous notons n = I x J x K x L le nombre total
de mesures ayant été effectuées.

Nous introduisons le modéle :

Yijkt = 1+ i + Bia) + Vi) T €k
i=1...1,j=1...J k=1...K, l=1...L,
I

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0,
i=1

4. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

ol Y; j, est la valeur prise par la réponse Y dans les conditions (A;, Bj), Cr(j))) lors du
[—eme essai. Nous supposons que :

£ (Biy) = N(0,0%,), ¥ (i,), 1 <i <1, 1<5 <,
L (%u(m) =N(0,0814): ¥ (1,5,k),1 <i<I, 1<j<J, 1<k<K,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires B;q, et yi(j))-
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,j,k1),1<i<I, 1<j<J, 1<k<K,1<I<L, L(6i7j7k7l):3\f(0,02),
Cov(€ ki, €mmop) = 0si (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <iyom <1< jn<J, 1<ko< Ketl1<l,p<L,

ainsi que I'indépendance des effets aléatoires B;qy, et i) et des erreurs € ;.

Nous supposons que les conditions d’utilisation de ce modele sont bien remplies, ’étude
de leur vérification fait ’objet d’un paragraphe du chapitre

Nous utilisons les quantités sca, scpja, sco|Bja, SCr et scror introduites a la section [6.1.1]
Nous rappelons la relation fondamentale de ’TANOVA :
SCror = SCA + SCp|a + SCo|B|A + SCR.

Nous introduisons les degrés de liberté (Ddl) associés a chaque ligne du tableau de
PANOVA :

H Source \ Degrés de liberté H
Facteur A na=1-—1
Facteur B dans A npa=1(J—1)
Facteur C dans B | ngpja = [J(K — 1)
Résiduelle ng=I1JK(L—-1)
| Totale | ngor =1JKL—1 |

Nous résumons ces informations dans le tableau de 'ANOVA ci-dessous :
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6.3 Modéles a effets mixtes

H Source \ Variation \ Ddl \ Carré Moyen F \ Décision H
scy s4
2 o . ! !
Facteur A sca na 54 =— Ja= <5~ H, ou H;
5CB| SB)
2 B|A B|A 7 7
Facteur B dans A SCB|A np|A Spla=—— IBla = — H, ou H;
nplA SC|BlA
Scc|B| scip
2 C|B|A C|B|A 1 1
Facteur C' dans B | scoipja | neiBja SCBA= foBa=—% H, ou H;
nc|BlA Sk
;. SCR
Résiduelle SCR ng S?% = —
nr
Totale scror nror

Nous souhaitons faire les tests d’hypothése suivants :

!

Hy:on=ay=--=ar=0

contre

H, : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que ay, # 0.

Sous I'hypothese nulle ﬂ'fé) précédente d’absence d’effet du facteur A et lorsque les condi-
tions de validité du modele sont respectées, f4 est la réalisation d’une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Nous concluons alors a
l’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a l'aide
d’une table, rejet si la valeur f4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue de la
table. Lorsque ’hypothése nulle 9‘(6 est rejetée, nous pouvons procéder a des comparaisons
multiples des différents effets des niveaux du facteur voir le chapitre [9}

1"
g2
Ho :opa=0

contre

11

Ny :0?3|A7é0.

Sous I'hypothése nulle K, précédente d’absence d’effet du facteur B dans A et lorsque
les conditions de validité du modele sont respectées, fpja est la réalisation d’une variable

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy
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Chapitre 6. Analyse de la variance a trois facteurs totalement emboités

aléatoire qui suit une loi de Fisher a I(J—1) et IJ(K —1) degrés de liberté. Nous concluons
alors a l'aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil o du test, ou a

I'aide d’une table, rejet si la valeur fp4 est supérieure ou égale a la valeur critique issue
de la table.

111

.2 _
¥, .UC‘B‘A—O

contre

L 0¢pia 7 0.

1"

s

Sous I’hypotheése nulle 9{8/ précédente d’absence d’effet du facteur C' dans B et lorsque les
conditions de validité du modele sont respectées, fcipja est la réalisation d’une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Nous
concluons alors a ’aide de la p—valeur, rejet si elle est inférieure ou égale au seuil @ du
test, ou a l'aide d'une table, rejet si la valeur foypja est supérieure ou égale a la valeur
critique issue de la table.

Les estimateurs fi, aq, . .., ay, 0]23‘14, U%IBIA’ o2 des parametres u, aq, ..., af, 0125,‘14, 0%|B|A,
0? du modele sont donnés par les formules suivantes :

[/Z - 3/0707.,. - 77

ai:}/;,o,o,o_,ua 1<Z<[7

— 1
U%m KL (5123|A - S(ZJ|B|A) )

- _ 1/ 2
0%|B|A - (SC|B|A - SR) )
[JK(L—1)
SC SC, SC
ot §3, = A 2 = TN o g2 = PR
npja no|BlA nR
Ce sont des estimateurs sans biaisfl
Les estimations, obtenues pour la liste de données y et notées fi(y), a1(y), ..., ar(y),
05a(Y)s 08p1a(y), 02(y) des parametres p, aq, ..., ar, TB1a» Toipa, 00 du modele se

déduisent des formules ci-dessus :

ﬁ(y) = Yo,0,0.06 — v,

6Z,(y) = VYie 00 — ﬂ(y), 1<i K _[7
5 1

- 1

J%’\B\A(y) - (5%|B|A - Siz) )

) — R 2

o*(y) TJK(L—1) Sh-

5. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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Chapitre 7

Analyse de la variance a trois
facteurs partiellement emboités

7.1. Introduction

Un modele d’analyse de la variance est dit partiellement emboité ou partiellement hiérar-
chisé si, contrairement aux modeles complétement emboités présentés aux chapitres [4] et [6],
ce modele fait intervenir certaines interactions. Nous remarquons que pour qu’un modele
soit partiellement emboité, il doit contenir au moins trois facteurs. Ce type de modele
nécessite généralement des répétitions, ceci sera précisé au cas par cas pour chacun des
modeles exposés.

A nouveau chacun des facteurs peut étre a effets fixes ou a effets aléatoires a condition
de respecter les deux regles suivantes :
1. Toute interaction mettant en jeu un facteur a effets aléatoires est a effets aléatoires.

2. Tout terme emboité dans un facteur a effets aléatoires est a effets aléatoires.

A cause de la grande multiplicité des modeles que nous pouvons obtenir ainsi, nous nous
bornerons a exposer ci-dessous les équations des différents modeéles comportant trois fac-
teurs et partiellement emboités qu’il est possible de construire.

Il est commode d’utiliser une représentation graphique pour améliorer la compréhension
des modeles partiellement emboités. Pour plus de détails sur ce type de schéma, nous
renvoyons le lecteur a [Dag98b].

7.2. Les différents modeles partiellement emboités

7.2.1. Nécessitant des répétitions

Il s’agit du cas ou le troisieme facteur C' est emboité dans les différents termes d’un modele
de I'analyse de la variance a deux facteurs comportant les facteurs A et B.



Chapitre 7. Analyse de la variance a trois facteurs partiellement emboités

Ykt = 1+ a; + 55 + (aB)ij + Vi) + €ijik

avec les hypotheses de rigueur associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
a effets aléatoires ou a effets fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et
I'indépendance des erreurs ¢; et 1 <e <1, 1<j<J,1<k<K,1<I<L.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les effets fixes
ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous pouvons
considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Les facteurs A et B sont a effets fixes, le facteur emboité C est a effets aléatoires.

— L’un des facteurs, A ou B, est a effets aléatoires. Puisque ces deux facteurs jouent un
role symétrique dans la définition du modele, nous supposons que le facteur A est a
effets fixes et que c’est le facteur B qui est a effets aléatoires. Alors nécessairement
nous devons considérer que le facteur C', qui est emboité dans le facteur B, est a effets
aléatoires. De plus le terme d’interaction de A et de B doit aussi étre nécessairement
considéré comme a effets aléatoires. Ainsi seuls les termes aq, ..., a; associés aux effets
du facteur A sont fixes.

— Les effets des deux facteurs A et B sont aléatoires et de ce fait C' doit étre nécessairement
considéré comme un facteur a effets aléatoires : tous les facteurs du modeles sont a effets
aléatoires.

7.2.2. Ne nécessitant pas de répétitions

Deux facteurs croisés B et C' sont emboités dans un facteur A
Il s’agit du cas ou les différents termes d’un modele de ’analyse de la variance a deux
facteurs comportant les facteurs B et C' sont emboités dans un facteur A.

Yi ikt = M4 a6 + B + i + (BY) Gkl + €k

avec les hypotheses de rigueur associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
a effets aléatoires ou a effets fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et
I'indépendance des erreurs et 1 <1< [, 1 <7< J, 1 <k<K,1<1[<L.Dans le cas,
nous pouvons avoir le nombre de répétitions, L, égal a un, c’est-a-dire que nous pouvons
utiliser un plan d’expérience ne comportant pas de répétitions.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les effets fixes

ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous pouvons

considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Le facteur A est a effets aléatoires et de ce fait les facteurs B et C', qui sont emboités
dans A, sont nécessairement a effets aléatoires.

— L’un des facteurs B ou C est a effets aléatoires et de ce fait 'interaction entre B et C
est nécessairement a effets aléatoires.
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— Tous les facteurs sont a effets aléatoires.

Une situation plus complexe
Il s’agit du cas ou le troisieme facteur C' est emboité dans le facteur B, qui lui-méme est
croisé avec le facteur A.

Yijed = p+ o + B+ + (@B)iy + (ay)ikj + gk

avec les hypotheses de rigueurs associées au fait que nous considérons que les facteurs sont
aléatoires ou fixes, les conditions habituelles sur les lois, les variances et I'indépendance
deserreurset 1 <i1< 71,1 <5< J,1<k<K,1<1<L.Dans ce cas, nous pouvons
avoir un nombre de répétitions, L, égal a un, c’est-a-dire que nous pouvons utiliser un
plan d’expérience ne comportant pas de répétitions puis 'analyser a ’aide de ce modele.

Pour illustrer les deux regles exposées a la fin de la section concernant les facteurs a
effets fixes ou aléatoires, nous détaillons les différentes déclinaisons de modeles que nous
pouvons considérer dans la situation de ce paragraphe :

— Tous les facteurs, A, B et C, sont a effets fixes.

— Si le facteur B est a effets aléatoires, le facteur C' 'est aussi nécessairement puisque
ce facteur est emboité dans le facteur B. Il en va de méme de l'interaction entre le
facteur A et le facteur B.

— Le facteur A est a effets aléatoires. Nécessairement ses interactions avec les facteurs
B et C sont a effets aléatoires.

— Si le facteur C' est a effets aléatoires, son interaction avec le facteur A est nécessaire-
ment a effets aléatoires.
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Chapitre 8

Analyse de la variance a [ facteurs
croisés, partiellement ou totalement
emboités, [ > 3

Nous donnons dans ce chapitre quelques régles générales qui étendent les indications qui
ont été exposées, aux chapitres [2] [3| [ [}, [0}, [7], dans les cas ot nous avions deux ou trois fac-
teurs et dont le domaine de validité est en fait celui de ’analyse de la variance a [ facteurs.

1. Si le plan d’expérience ne comporte pas de répétitions, il sera impossible d’estimer
'interaction d’ordre [ — 1[[] entre les facteurs mais toutes les interactions d’ordre
inférieur ou égal a | — 2 pourront étre estimées et donc la significativité de leur
influence pourra étre testée si nous faisons justement ’hypotheése que l'interaction
d’ordre [ — 1 est négligeable.

2. Sile plan comporte des répétitions, nous pouvons utiliser un modele incluant jusqu’a
I'interaction d’ordre [ entre les facteurs.

3. Si le plan d’expérience ne comporte pas de répétitions, il sera impossible d’utiliser
un modele totalement emboité. Nous pourrons néanmoins nous servir de certains
types de modeles partiellement emboités.

4. Si le plan comporte des répétitions, nous pouvons utiliser un modele totalement
emboité.

5. Nous pouvons comme dans les chapitres [2] [3], [5] utiliser des modeéles dont certains
des facteurs sont a effets aléatoires et d’autres a effets fixes.

6. Lorsque les facteurs dont nous cherchons a tester I'influence sont en présence d’un
facteur a effets aléatoires, il faudra peut-étre utiliser I'approximation de Satterth-
waite. Il en va de méme pour certaines interactions. Les tests associés ne seront pas
basés sur une statistique qui suit exactement une loi de Fisher.

7. Toute interaction mettant en jeu un facteur a effets aléatoires est nécessairement
considérée comme un terme du modele a effets aléatoires.

1. Il existe un test, le test de Tukey, permettant de s’intéresser a la question de la significativité
de l’interaction d’ordre [ — 1 lorsque le plan comporte [ facteurs sans répétition. Lorsque qu’une telle
interaction n’est pas négligeable, nous devons recourir & une transformation afin d’essayer de limiter
son effet. En effet, les statistiques des tests dont nous nous servons sont exactes sous ’hypothese que
I'interaction d’ordre I — 1 est nulle. Pour un exposé de ce test, nous renvoyons au livre [Dag98b].
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8. Dans le cas ou nous souhaitons utiliser un modele totalement emboité ou partielle-

ment emboité, tout terme du modele emboité dans un facteur a effets aléatoires est
nécessairement considéré comme un terme a effets aléatoires.

Il existe une tres grande variété de modeles partiellement emboités, d’autant plus
importante que le nombre de facteurs du modele, [, est élevé. Nous rappelons qu’il est
commode d’utiliser une représentation graphique pour améliorer la compréhension
des modeles partiellement emboités. Pour plus de détails sur ce type de schéma,
nous conseillons au lecteur de consulter [Dag98b|. Par exemple il existe 48 modeles
differents partiellement emboités lorsque nous considérons un modele d’analyse de la
variance a quatre facteurs et en présence de répétitions. Nous renvoyons a nouveau le
lecteur vers le livre [Dag98b] s’il souhaite obtenir des informations complémentaires.
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Chapitre 9

Comparaisons multiples

9.1. Contrastes

9.1.1. Définition

Pour introduire la notion de contraste, nous considérons le cas d'un modele d’analyse de
la variance pour un facteur A a effets fixes. Nous notons A;, pour 1 < i < [ les modalités
controlées du facteur A et «; les effets de ces différentes modalités, toujours pour 1 < i < 1.

Nous introduisons le modéle :

Yiij=p+o;+e€,;, t=1...1 5j=1...J
I

avec la contrainte supplémentaire » «a; = 0,
i=1

ou Y; ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,4),1<i<I, 1<j <, Lley) =N(0,07),
Cov(e; ;, €x) = 0 si (z, 1) # (k,0)avec 1 < i,k <1, et 1 <j,l< )

Nous appelons contraste L des I moyennes pq, ..., 7 la somme :

L =1lip +lapa+ ...+ lpr,

ou ly,...,l; sont I nombres réels tels que Zf li=0et gy =p+aq,...,ur = i+ oy sont
tels que o, ..., ar sont les I différents effets des I niveaux du facteur A.

Les expressions suivantes sont des exemples de contrastes :

(1 — s, un tel contraste permettra par exemple de comparer i et ps.

1 — 219 + 3, un tel contraste permettra par exemple de comparer iy + g et 2pus.
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9.1.2. Orthogonalité

Nous considérons deux contrastes L et Lo :

Ly = lypy + lopg + ..+ lrpr

et

Ly = l’l,ul + l/2/,62 + ...+ l}ul.
Nous avons donc les relations [y, ..., l; sont I nombres réels tels que Zi[ l; =0et lll, e l/I
sont I nombres réels tels que Zf l; =0, 41 = p+ay,...,u; = p+ ay sont tels que
aq,...,ar sont les I différents effets des I niveaux du facteur A.

L, et Ly sont des contrastes dits orthogonaux si la relation suivante est vérifiée :
LI+ Ll + .+ 1l =0.
Par exemple, les deux contrastes suivant sont des contrastes orthogonaux :

Ly = py — po
Ly = py + po — p3 — pa-

9.1.3. Estimation

Soit L un contraste. Un estimateur sans biais L de L est obtenu de la maniere suivante :

~

L =L+ b+ ...+ L,
oﬁﬂ}zﬂzﬁ%—a\i,aveclgig[.

La somme des carrés associée a 'estimateur L du contraste L est définie par :

2

(27)

1
>0
i=1

SCs =]

Si le nombre de répétitions differe d’un niveau A; du facteur A a 'autre, en notant n; le
nombre de répétitions pour la modalité A;, nous obtenons la formule suivante :

2

I
(%)
SC~= =L 7

L Il2

1. La notion de biais d’un estimateur est définie dans le chapitre
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9.1.4. Test d’une hypothese impliquant un constraste

Pour le modeéle considéré de I'analyse de la variance a un facteur, les estimateurs Y; , des
i sont indépendants, méme si le plan n’est pas équilibré. Ainsi la variance de 'estimateur
L du contraste L est égale a :

var[Z] = i(z Var [Y,.)

—_

~.

Un estimateur sans biais de cette variance est alors :

— Il2

Var[} = SRZ—

Les hypotheses du modele utilisé impliquent alors que, puisque L est une combinaison
linéaire de variables aléatoires qui suivent une loi normale et qui sont indépendantes,
I’estimateur L suit aussi une loi normale. De ce fait :

L—L

— "~ In—J,

Var [E}
ou t,_ est la loi de Student a n — I degrés de liberté.

Remarque :

Var [f/} n’est pas un estimateur sans biais de |/Var {E} Il est possible de corriger le

—

biais de cet estimateur en posant |/Var {ZA}} _ défini par :
corrigé

/\ P(n—l)
~ —1 S
Var (] e =2 F(2> Var 2],
2

ou I' est une fonction classique en mathématiques définie a I'aide d’'une intégrale.

Néanmoins 'obtention d’un intervalle de confiance reste délicate puisque la loi de cet
estimateur n’est pas classique. P. Chapouille, dans son livre [Cha73], propose la formule
approximative :

—_—s [—= fon—2 [—= 1
Var [L}corrigé% Var [L} 22—3% Var {L] <1+4n—6>'

Nous perdons alors la propriété ci-dessous qui permet de connaitre la loi de la statistique

L—L

Var |L]
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———

c’est pourquoi nous préférons utiliser I'estimateur biaisé |/ Var [IA)} a la place de lesti-

—

mateur sans biais ,/Var [L} _, lorsque nous cherchons a obtenir une estimation par
corrigé

—

intervalle de |/ Var [Z} et a la rigueur nous nous servirions de ,/Var {E} ., pour obte-
corrigé

nir une estimation ponctuelle de |/ Var [q avec la réserve qu’une estimation par intervalle

est beaucoup plus intéressante qu’une simple estimation ponctuelle d’un parametre et lui
doit étre systématiquement préférée lorsque c’est possible.

I —

Le résultat ci-dessus sur la loi de ——=== permet de déterminer un intervalle de confiance
Var {E}

de niveau 100(1 — a)) % pour la valeur du contraste L.

Nous nous donnons désormais un nombre réel Ly et nous souhaitons tester I’hypothese

contre

‘}ClL%Lo‘

Sous I’hypothese nulle Hj et les hypotheses du modele,

est une réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi de Student a n — I degrés de
liberté. En comparant la valeur [ calculée a 'aide de I’échantillon a la valeur critique au
seuil o pour une loi de Student a n — I degrés de liberté nous pouvons décider de la signi-
ficativité du test. Certains logiciels peuvent vous fournir directement la p—valeur associée
au test d’un contraste ce qui permet également de conclure quant a la significativité du
test.

9.2. Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homos-
cédasticité

Dans le paragraphe ci-dessus, nous nous sommes intéressés au test d’'une seule hy-
pothése concernant les effets des niveaux du facteur A. Le contexte des tests de com-
paraisons multiplesE] est radicalement différent puisque nous cherchons a comparer tous
les effets des niveaux A; du facteur A entre eux ou avec un niveau de référence dit de
controle. Nous devons ainsi réaliser I(I — 1)/2 comparaisons dans la premiere situation
ou I — 1 comparaisons dans la seconde situation ou nous comparons les effets & un niveau

2. Ces tests sont souvent appelés post-hoc tests ou multiple comparisons tests en anglais.
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

de controle.

Tester I'égalité des effets de deux niveaux A; et A;, @ # j, d'un facteur A revient a tester
la nullité du contraste L = p; — p;. Nous exposons dans la suite les procédures de test
simultané de plusieurs contrastes en gardant a l'esprit que nous appliquerons principale-
ment les résultats au cas ou ces contrastes sont des différences de moyennes.

Nous rappelons que nous n’utiliserons 1'un des tests de comparaisons multiples que si le
facteur étudié est a effets fixes et que nous avons rejeté I’hypothese nulle d’absence d’effet
de ce facteur sur la réponse.

Nous exposons ici la théorie des comparaisons multiples pour le cas d’'un modele a un
facteur a effets fixes. De maniere plus générale, il est possible de comparer les effets
des différents niveaux d’un facteur si ceux-ci sont a effets fixes. Il n’est généralement
intéressant de comparer les effets des différents niveaux d’un facteur que si aucun des
termes d’interaction mettant en jeu ce facteur n’a un effet significatif au seuil a.

9.2.1. La méthode de Tukey

Cette méthode n’est valable que si le nombre de répétitions J; d'une modalité a 'autre
du facteur A est constant. Ce nombre commun de répétitions est alors noté J. Pour une
version de la méthode de Tukey adaptée au cas ou le plan n’est pas équilibré voir le pa-
ragraphe [9.2.2 sur la méthode de Tukey-Kramer.

Si L est un contraste dont un estimateur est E, alors un intervalle de confiance de niveau
simultané 100(1 — «) % pour tous les contrastes considérés est donné par la formule
suivante :

- sh (1 = sh (1
Liy) =Ty 22 (=S| L<L T2 (=570 ),
(y) 7 <2i§1f| |> < (y) + 7 (2;1:' |>

ouT =q(l,1(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée
a [ et I(J — 1) degrés de liberté. Si 'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0,
nous décidons que le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil a. Au
contraire si I'intervalle de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste
est significativement différent de 0 au seuil a.

L’intérét de cette procédure est que, si nous fixons «, les intervalles définis ci-dessus sont
valables simultanément pour tous les contrastes qu’il est possible de construire !

Nous souhaitons tester I'hypothese

%OIL:

contre
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Le test est significatif au seuil a et nous décidons de rejeter 'hypothese nulle Hy « L =
0 » en faveur de I'’hypothese alternative H; « L £ 0 » si :

L(y)|

5% (14
T2 (=3
Vo (Gm)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « L =0 » si:

zq([,1(J = 1);1 - ).

L(y)|

2 (14
T\ -2 (=31
V3 (Gw)

Appliqué au contexte des comparaisons multiplesf] I'intervalle de confiance ci-dessus se
transforme de la maniere suivante puisque les contrastes étudiés sont du type L = p; — p;,

1#£ 7

<q(,I(J-1);1—a).

L= L - = e =1
2 9 92 -

i=1

Ainsi, dans le cas des comparaisons multiples, les intervalles de confiance ci-dessus se
simplifient en :

e _ 52 . . 2
fii(y) — iy (y) — Tﬁ < i — py < p(y) — f7 (y) + T4 7R

Les hypotheses et les statistiques des tests se transforment, quant a elles, en :

Ho : pi = py
contre
Ho oy #

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

U{O Loy =y

contre

Hyoou # oy

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
iy » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # po;r » si:

iy) — i (y)
i
J

>q(1,I(J—-1);1—a).

3. Cette procédure est souvent appelée Tukey’s HSD, pour Tukey’s Honestly Significance Difference.
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Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:

() — iy ()]
Sh

J

<q,1(J—-1);1—a).

En utilisant ces intervalles de confiance pour décider simultanément de la significativité
des I(I — 1)/2 différences entre les effets des modalités du facteur A, nous sommes
assurés que la probabilité qu’aucune des différences n’est significative est exactement de
1—oa.

9.2.2. La méthode de Tukey-Kramer

Il s’agit d’'une adaptation de la méthode de Tukey au cas ou le plan expérimental n’est
pas équilibré. Si nous voulons comparer les deux moyennes p; et s, nous remplagons
simplement la valeur J correspondant au nombre total constant d’essais réalisés dans des
conditions les modalités A; du facteur A par la moyenne harmonique[f] du nombre de ré-
pétitions effectuées dans la modalité A; et dans la modalité A, .

Les intervalles de confiance ci-dessus se modifient en conséquence :

i) )~ Ty B (L L) < <ty - ) 7 (S
ouT =q(I,n—1;1— ) est le 100(1 — a) quantile de la loi de I"étendue Studentisée a I
et n — I degrés de liberté.

Les hypotheses sont toujours :

Ho : pi = py
contre
Ho sy # py

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

g{o Loy =y

contre

5{1 e 7é06i/.

4. Nous rappelons que la moyenne harmonique Harm(a, b) de deux nombres réels strictement positifs
a et b est définie par :

Harm(a,b) =

[N
—~
Sl
=
S~—
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Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
py » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pr » si:

J sh (1 .\ 1,)
2 \n; mn
Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:
|1i(y) — i (y)]

2
sp(1 1
\l 2 (nz—'—n;)

9.2.3. La méthode de Hochberg

<qI,n—1I1;1—a).

Dans le cadre des comparaisons deux a deux de moyennes, Hochberg a proposé la modi-
fication suivante de la méthode de Tukey-Kramer, exposée au paragraphe :
Les intervalles de confiance ci-dessus sont modifiés en :

_ _ 11 _ _ 11
ui(y) — f (y) — mJ sk (n + <> < pi — py < 1Y) — 7 (y) +m$ Sk (n + n)

oum =m(Il,n—1I;1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi du maximum du module
Studentisé a I et n — I degrés de liberté.
Les hypotheses sont toujours :

Ho : pi = py
contre
Ho s pi # iy

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

J‘CO Loy =y

contre

Hiotou # oy

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
ey » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # por » si:

i(y) — e (y)l m(Ln—I:1—a).

5% (1 1 g
\IR ( + />
2 \n; n

Le test n’est pas significatif au seuil « et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:

<m(I,n—1;1—a).
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9.2.4. La méthode de Scheffé

Contrairement a la méthode de Tukey exposée au paragraphe la méthode de Schefté
est valide si le plan est déséquilibré. Soit n; le nombre de répétitions effectuées pour la
modalité A; du facteur A.

Si L est un contraste quelconque estimé par L alors un intervalle de confiance de niveau
100(1 — a) % est donné par la formule suivante :

E(y)—sJ<I—1>s%(i“‘2,) <L

i—1 T
et
~ I 2
L < L(y)+S,- 1)5%2 <an>,
i=1 "%

ot S? = F(I—1,n—1I;1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I —1 et n—1
degrés de liberté. Si 'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0, nous décidons que
le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil . Au contraire si 'intervalle
de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste est significativement
différent de 0 au seuil a.

L’intérét de cette procédure est que, si nous fixons «, les intervalles définis ci-dessus sont
valables simultanément pour tous les contrastes qu’il est possible de construire!

Nous souhaitons tester I'hypothese
g‘fo :L=0
contre

Le test est significatif au seuil o et nous décidons de rejeter I'hypothese nulle Hy « L =
0 » en faveur de '’hypothese alternative H; « L #£ 0 » si :

Le test n’est pas significatif au seuil « et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Hy « L =0 » si :

L(y)|

J (I —1)s% (i} :)

Appliqué au contexte des comparaisons multiples, 'intervalle de confiance ci-dessus se
transforme de la maniére suivante, puisque les contrastes étudiés sont du type L = p; — 5,

<\/F(]—1,n—l;1—a).

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 127



Chapitre 9. Comparaisons multiples

Y t== =—4+—.

1 Ty n; Ty n; Ny

Ainsi, dans le cas des comparaisons mulitples, les intervalles de confiance ci-dessus se
simplifient en :

i)~ ) =50 -0k (o) <

n; Ny
et
- _ s (1 1
pi—py < p(y) = g (y) £ S (= Dsp -+ ).
Les hypotheses et les statistiques des tests se transforment, quant a elles, en :
Ho = pi = py
contre
Hyow oy # py

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

g{o Loy =y

contre

Hy oy # oy

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
iy » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # po;r » si:

|1i(y) — iy (y)]

\/(] 1) (; 4 nl)

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut 'hypothese
nulle Ho « p; = py » si:

> \JF(I—1,n—I;1-a).

[1i(y) — iy (y)|

\/(1 — s, (; 4 nl)

En utilisant ces intervalles de confiance pour décider simultanément de la significativité
des I(I —1)/2 différences entre les effets des modalités A; du facteur A, nous sommes
assurés que la probabilité qu’aucune des différences n’est significative est exactment de
1—oa.

<\/F(]—1,n—];1—oz).

Dans le cas ou le plan est équilibré nous obtenons l'intervalle de confiance de niveau
100(1 — ) suivant :

2(1 —1)s%

2(1 —1)s%
¥y - R

< i — py < pi(y) — iy (y) + 5 7

mi(y) — py(y) — S
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

9.2.5. La méthode de la plus petite différence significative de
Fisher

La méthode de la plus petite différence significative de Fisher[] est une méthode jugée
par beaucoup de statisticiens comme inadéquate, voir par exemple [Phi82], puisqu’elle ne
tient pas compte du contexte méme des comparaisons multiples c’est-a-dire du fait que
nous réalisons [(I — 1)/2 comparaisons qui ne sont pas indépendantes. Nous ’exposons
néanmoins brievement ci-dessous. Cette méthode s’applique que le plan soit équilibré ou
non.

Un intervalle de confiance au niveau 100(1 — «) pour la différence de deux moyennes
fi — by est

) — () 03 (o ) < e < ly) — )+ oy s (4 L),

i T, n; Ty

ol t = ty_r1-a/2 est le 100(1 — o/2) quantile de la loi de Student a n — I degrés de
liberté. Si I'intervalle de confiance obtenu contient la valeur 0, alors nous ne pouvons pas
rejeter 'hypothese que le contraste n’est pas significativement différent de 0 au seuil a. Au
contraire si I'intervalle de confiance ne contient pas 0, alors nous décidons que le contraste
est significativement différent de 0 au seuil a.

Nous souhaitons tester I’hypothese :

Ho @ pi = py
contre
Ha ot i # iy

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Ho :a; = ay

contre

Hy oy # .

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
py » en faveur de I’hypothese alternative Hy « p; # pr » si:

)

|(y) — i (y)

4o
R n; N

Le test n’est pas significatif au seuil a et nous décidons de conserver par défaut I'hypothese
nulle Hy « p; = p;r » si:

=z n—L;1—-a/2-

1i(y) — iy (y)|

A 2)
R n; Ty

5. En anglais ce test de comparaisons muliples est souvent noté Fisher’s LSD pour Fisher’s Least
Significant Difference.

tn—];l—a/Q-
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9.2.6. La méthode de Bonferroni

Supposons que nous souhaitons réaliser k comparaisons de moyennes ou k tests de contrastes
et prendre une décision conjointe au risque de premiere espece . Nous notons E; 1’éve-
nement associé au rejet de I'absence de différence significative au seuil a;,q lors de la
t—eme comparaison ou le test du i—eéme contraste. La méthode de Bonferroni est basée
sur I'inégalité suivante :

P[E)] +P[Ey] +--- + P[E}]

k x Oéind.

NN

Ainsi si nous voulons étre slir que le risque de premiere espece « associé globalement
a la prise simultanée de toutes les décisions lors des k comparaisons ou des k tests de
contrastes est plus petit qu'une valeur oy fixée a 'avance, il suffit de choisir :

Qg

=

Nous procédons alors a des comparaisons des moyennes deux a deux avec un test ¢ de
Student de seuil ag/k ou & un test de chacun des contrastes avec la statistique exposée au
paragraphe au seuil ag/k. Cette procédure s’applique donc si le plan est équilibré
ou non.

Apd S

Les intervalles de confiance pour k comparaisons de deux moyennes p; et py de deux
groupes d’effectifs n; et ny sont :

_ _ 1 1 _ _ 1

fily) — i (w) - tBJs%z () <mne <m) - HBJS%Q (a+)
outg=tn—1I;1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a n — I degrés
de liberté.

Remarque :

Il est conseillé, par Fleiss voir [Fle86], d’utiliser la procédure de Bonferroni dans les cas

suivants :

1. Le nombre de comparaisons k n’est pas tres élévé, cette procédure étant trop conser-
vativell si k est élevé.

2. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Scheffé si le nombre de compa-
raisons est strictement inférieur a I2.

3. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Tukey si le nombre de compa-
raisons est strictement inférieur a I(I — 1)/2 ou si nous souhaitons tester en plus un
petit nombre de comparaisons autres que celles des effets principaux des modalités A;
du facteur A.

6. Une procédure est dite conservative si son niveau de confiance est supérieur a celui fixé, ici 1 — ay.
La détection de différences significatives étant alors « trop difficile » par rapport au seuil que nous avions
fixé en avance pour le test.
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4. Nous préférerons la procédure de Bonferroni a celle de Dunnett si nous souhaitons
tester en plus d’autres comparaisons que celles des effets principaux des modalités A; du
facteur A au niveau de contrdle A;, ou si nous souhaitons tester d’autres comparaisons
que celles des effets principaux des modalités A; du facteur A au niveau de controle
Aio‘

5. Les mémes recommendations s’appliquent si nous considérons des tests portant sur
des contrastes.

9.2.7. La méthode de rejet séquentiel de Bonferroni de Holm

La méthode de rejet séquentiel de Bonferroni de Holm[ | est dérivée de la méthode de Bon-
ferroni exposée au paragraphe [9.2.6] Elle a été introduite pour augmenter la puissance
de la méthode de Bonferroni. Elle consiste simplement a modifier le seuil des tests de
comparaison de la maniére suivante : si I'un des tests de comparaison est significatif au
niveau a;,q = a/k, alors nous effectuons le test suivant au niveau a;,q = a/(k — 1) et
ainsi de suite...

Les conseils d’utilisation sont les mémes que ceux exposés au paragraphe [9.2.6| et nous
pouvons aussi bien nous en servir pour des plans équilibrés que des plans déséquilibrés.

9.2.8. La méthode de Dunn-Sidak

La méthode de Dunn-Sidék est basée sur la méme idée que celle de Bonferroni, seule
'inégalité utilisée pour déterminer le seuil individuel de chacune des comparaisons, oy 4,
est modifiée.

Supposons que nous souhaitons réaliser £ comparaisons de moyennes ou k tests de contrastes
et prendre une décision conjointe au risque de premiere espece a. Nous notons E; 1’éve-
nement associ¢ au rejet de l'absence de différence significative au seuil ;4 lors de la
1—eme comparaison ou le test du :—eme contraste. La méthode de Dunn-Sidak est basée
sur I'inégalité suivante :

0% S 1— (1 — Oéind)k.

L’inégalité de Bonferroni est plus grossiere que celle de Dunn-Sidék et de ce fait la procé-
dure de Bonferroni est plus conservative que celle de Dunn-Sidak. Ainsi si nous voulons
étre stir que le risque de premiere espece « associé globalement a la prise simultanée de
toutes les décisions lors des k comparaisons ou des k tests de contrastes est plus petit
qu’une valeur «q fixée a ’avance, il suffit de choisir :

Oéind < 1— \k/]_ — .

Nous procédons alors a des comparaisons des moyennes deux a deux avec un test t de
Student de seuil 1 — /1 — g ou & un test de chacun des contrastes avec la statistique
exposée au paragraphe au seuil 1 — /1 — ag. Cette procédure s’applique donc si le

7. En anglais Holm’s SRB criterion pour Holm’s Sequentially Rejective Bonferroni criterion.
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plan est équilibré ou non.

L’intervalle de confiance de niveau 100(1 — o) % pour p; — g, est alors le suivant :

_ - 1 1 ,\ L 1 1
wi(y) — fy (y) — tDSJ 5% (n + n') < i — py < i(y) — f (y) + tDS\J St (n + />,

ol tps =t(n—1I; 1 — ap) est le 100+/1 — g quantile de la loi de Student & n — I degrés
de liberté.

9.2.9. La méthode de Newman-Keuls

Cette procédure est également connue sous le nom de test de Student-Newman-Keuls et
est utilisable si le plan est équilibré ou déséquilibré.

. Nous commencons par ordonner les estimations des moyennes fi1(y), . .., ;7 (y) par

ordre croissant. Nous obtenons donc fz1y(y) < ... < fi5)(y). Nous ordonnons de la
méme maniere les moyennes fiq, . . ., fi].

. Nous calculons la quantité /i) (y) — /1) (y), qui est toujours positive, et nous la

comparons a W ou :

2
Win = g(LI(J = 1): 1 = )y =,
avec q(I,I(J —1);1 —«) le 100(1 — a) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a
I et I(J—1) degrés de liberté.

Si fury (y)— it (y) = W alors nous décidons que le groupe de moyennes fi(1y, . . - (1)
n’est pas homogene et nous créons les deux groupes fi(1), . .., -1y €t [y, ..t
sinon nous considérons que le groupe de moyennes (1), ... i) est homogene et la
procedure s’arréte la.

. Nous calculons les quantités f17—1)(y) — 1) (y) et 4 (y) — i) (y), qui sont toujours

N

)
positives, et nous les comparons a W_;) ou :

2
Wimy = a(l = LI(J = 11— )y,
avec ¢(1 —1,1(n—1);1—a) le 100(1 — ) quantile de la loi de I’étendue Studentisée
al—1et I(J—1) degrés de liberté.

Si fr—n(y) — fy(y) = W alors nous décidons que le groupe de moyennes
(1), - - - f(1—1) D'est pas homogene et nous créons les deux groupes i), ..., fh—2)
et fu2), ..., f(7—1) sinon nous considérons que le groupe de moyennes fi(y), . .. fh(1—1)
est homogene et la procedure s’arréte 1a pour ce groupe. Nous pratiquons la méme
analyse pour le groupe fi2), ..., ti(r)-

. Nous réitérons le processus, en utilisant la valeur critique W, avec :

2
S
Wiy = q(k, I(J —1);1 - «) 7R
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9.2 Comparaisons multiples sous I’hypothése d’homoscédasticité

avec k le nombre de moyennes que comporte le groupe dont nous testons 1’homo-
généité, jusqu'a ce que tous les groupes obtenus soient homogenes ou que toutes
les moyennes aient été comparées entre elles. Dans la pire des configurations nous
obtiendrons I groupes disctincts ce qui prouve que cette procedure se termine bien.

L’avantage de cette procédure est d’aboutir a la constitution, au risque global de o« = 5 %,
de groupes de moyennes homogenes.

Pour tenir compte d'un éventuel déséquilibre du plan expérimental nous remplacons, dans
les expressions ci-dessus, J par la moyenne harmonique du nombre de répétitions dans les
modalités pour lesquelles les moyennes sont la plus petite et la plus grande de I’ensemble
considéré. Ainsi, par exemple, nous comparerons la quantité fip(y) — 1) (y), qui est
toujours positive, a Wy défini par :

s% (1 1
Wy Zq(f,n—l;l—ow; <+>

na

avec ¢(I,n—I;1—«) le 100(1 — o) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a I et n— 1
degrés de liberté.

9.2.10. La méthode de Duncan

Le test de I’étendue multiple de Duncanﬂ est basée sur le méme algorithme, c’est-a-dire la
méme suite de décisions, que celle du test de Newman-Keuls exposée au paragraphe|9.2.9|
La seule différence entre ces deux procédures réside dans le fait que les estimations des
étendues des groupes de moyennes comportant k& moyennes sont comparées a la valeur
D(k) ou D(k) est définie par :

2
Dy = Rk, I(J = 1);1 — @) ‘%R
avec R(k,I(J—1);1—a) le 100(1 — «v) quantile de la loi de I'étendue multiple de Duncan
a ket I(J—1) degrés de liberté, I le nombre de niveaux du facteur A et J le nombre de
répétitions commun a toutes les modalités A; du facteur A.

Pour tenir compte d’'un éventuel déséquilibre du plan expérimental nous remplacons, dans
les expressions ci-dessus, J par la moyenne harmonique du nombre de répétitions dans les
modalités pour lesquelles les moyennes sont la plus petite et la plus grande de I’ensemble
considéré. Ainsi, par exemple si nous cherchons a tester ’homogénéité de k moyennes
dont I'estimation la plus petite est pour j(;) et 'estimation la plus grande pour [y, OUS
comparerons la quantité f1)(y) — f1;7)(y) & D) définie par :

52 1 1
D(k)ZQ(ka”—Ll—a)J;( + )

ey T

avec q(k,n — I;1 — «) le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue multiple de Duncan &
k et n — I degrés de liberté.

8. En anglais Duncan’s Multiple Range Test.
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9.2.11. La méthode de Dunnett

Le test de Dunnett a été proposé pour le contexte particulier de la comparaison des effets
des modalités A; d’un facteur A avec un niveau de référence de ce facteur, souvent appelé
niveau de controle et noté A.. Cette procédure peut étre utilisée si le plan est équilibré
ou non.

Il s’agit simplement d’une modification de la valeur critique utilisée avec la statistique du
test t de Student pour deux moyennes. Ainsi la valeur de la différence des estimations de
la moyenne de la réponse p; obtenue pour la modalité A; du facteur A et de la moyenne
e de la réponse obtenue pour le niveau de contrdle A. du facteur A.

Nous souhaitons tester I’hypothese :

Ho @ pi = pe
contre
| H0 2 s # e

Nous rappelons que ce jeu d’hypotheses est équivalent a celui-ci :

Hoy : oy =

contre

‘j{l . CYZ'#OéC.

Le test est significatif au seuil « et nous décidons de rejeter I’hypothese nulle Hy « p; =
e » en faveur de I'hypothese alternative Hy « p; # pie » si :

1
Ti(y) — a(y) = DI — 1,n— I;1 - a) %(n+n>,

ou D(I —1,n—I;1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Dunnett a [ — 1 et n — I

degrés de liberté. Le test n’est pas significatif au seuil o et nous décidons de conserver
par défaut ’hypothese nulle Hy « p; = pe » si:

1
fily) = fely)] < DI —Ln = I;1 - a) %(.+>,

ni o ne
ou D(I —1,n—1I;1 — a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Dunnett & I —1 et n — I

degrés de liberté.

Le test doit étre préféré aux autres procédures lorsque nous souhaitons seulement com-
parer les effets des modalités A; avec 'effet de la modalité de contrdle A. d'un facteur A.
En effet ce test est dans ce cas généralement plus puissant.
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9.3. Comparaisons multiples sous ’hypothése d’hétéros-
cédasticité
9.3.1. La méthode de Games et Howell

Il s’agit d'une modification des statistiques du test de Tukey-Kramer pour tenir compte
de 'hétérogénéité des variances o7 des niveaux A; du facteur A ainsi que d’un éventuel
déséquilibre du plan. Nous remplagons ainsi S% par :

s2 52
SQ — ~ 4+ ,
R n; ni/

ou

sont les estimateurs sans biais des variances au sein des niveaux A; et A, du facteur. Nous
désignons par s7 et s7 les estimations de o7 et 0 associées aux estimateurs S7 et S7.

Cette modification permet donc de tenir compte des éventuelles différences entre les va-
riances o7 et o3 ou entre le nombre de répétitions n; et ny d'un niveau du facteur A a

l'autre.

Nous modifions également un des degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisée dont
nous nous servons pour trouver les quantiles nécessaires au test. Plus précisement, nous
utilisons ¢(/,v; /; 1 — «) avec :

9 7,1 )

9.4. Deux méthodes recommandées

Les procédures de Newman-Keuls et de Duncan sont toutes deux basées sur des méthodes
de tests multiples de I'étendue séquentiels. Il a été montré que ces procédures sont sta-
tistiquement invalides. Les deux méthodes suivantes sont valides et recommandées par
I'encyclopédie de statistique, pour plus de détails voir [KRB96].
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9.4.1. Le test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch

Nous souhaitons utiliser des tests multiples de 1’étendue, nous utilisons les valeurs sui-
vantes pour les seuils :

sio m=2,...,1—2,

Q@ si m=1-1,1. (9-4.1)

La validité du test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch est basée sur la
validité du procédé plus général de comparaisons descendant décrit ci-dessous.

Pour tout sous-ensemble K inclus dans I = {1,..., I}, soit Hg I'hypothese :

Hg : p; = pj pour tout 7, j de K,

et soit |K| le nombre d’éléments de K. Nous ne considérerons dans ce paragraphe que des
sous-ensembles de I formés d’entiers consécutifs.

1. Tester au seuil @ = aj = a7, donné par 'équation , Hy oy = ... = pr. Si
Hiy n’est pas rejetée au seuil @ = ay, alors nous décidons que nous ne pouvons rejeter
aucune des hypotheses Hg pour K C I et nous arrétons le procédé a cette étape. Sinon
nous décidons qu’il existe i et jo dans {1, ..., I} tels que p;, # jj, et nous nous rendons
a l'étape 2..

2. Tester au seuil a = ay—; = ay_;, donné par I'équation , chaque Hp, avec
IL|] = I — 1 et en imposant la condition que les entiers qui appartiennent a L sont
consécutifs qui n’a pas encore été acceptée. Si I'hypothese Hy, est acceptée, alors nous
décidons que nous ne pouvons rejeter aucune des hypotheses Hyx pour K C L. Sinon
nous décidons qu’il existe ¢y et jo dans L tels que p;, # pj,. Si aucune des Hy, n’est
rejetée, nous avonsrréte la procédure ; dans le cas contraire, nous nous rendons a 1’étape
3..

3. Tester au seuil o = a1, donné par I'équation , chaque JH, et en imposant la
condition que les entiers qui appartiennent a IL sont consécutifs qui n’a pas encore été
acceptée lors d’une étape précédente. Si Hy, est acceptée, alors nous décidons que nous
ne pouvons rejeter aucune des hypotheses Hyg pour K C L. Sinon nous décidons qu’il
existe iy et jo dans L tels que pu;, # ftj,-

4. Continuer jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucune hypothese Hp,, pour laquelle les entiers
qui appartiennent a I sont consécutifs, a tester au seuil ayy).

5. Enfin décider que p;, # 1), si tout Hy, telle que g, jo € LL est rejetée.

Pour réaliser le test multiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch nous testons les

hypotheses Hy, au seuil oy de la maniere suivante :
e Nous ne pouvons pas rejeter I'hypothese Hy, au seuil oy si

- . 2s%
max 1i(y) — 15(y) < cay, —
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Ol Cqy, est défini par :

i = Ji
ag =P mai( . ; > Cayy,
LI€ 25
R
n

Ainsi avec le choix de I'équation (9.4.1)) pour les valeurs des «,,, 1 < m < I nous
obtenons, si 2 < |L| <1 —2:

L] i — My
1—(1—04)#219’ max 11 > Capy |
i,j€L 25%
n
etsi/ —1<|L| <1
a="P mai(m_gj > Cayy,
L€ 25

n

Ainsi ¢y, est donc le 100(1 — o) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a |L| et
n — I degrés de liberté.
e Nous décidons de rejeter 'hypothese Hy, au seuil o si

max 1i(y) — 15(y) = cayy, et

ou Cay, €st défini comme ci-dessus.

Si les valeurs critiques ¢,,, 1 < m < I utilisées sont croissantes avec m alors le test mul-
tiple des étendues de Ryan-Einot-Gabriel-Welsch est un cas particulier de la procédure
descendante ci-dessous et de ce fait valide. Malheureusement, avec la définition de «,,
donnée par I'équation ((9.4.1)), il n’y a aucune garantie que la valeur critique ¢, soit crois-
sante avec m. Pour comprendre pourquoi cette condition est absolument nécessaire, nous
pourrons consulter I'exemple page 5067 dans [KRB96|

Ainsi, nous préférerons utiliser, si les valeurs critiques calculées a ’aide de 1’équation (9.4.1))
ne sont pas monotones, c’est-a-dire si elles ne sont pas croissantes, les valeurs critiques
modifiées définies par :

I
c.=max c;,, m=2,....1.
moagi<m U T

Attention a bien vérifier ce point si nous ne voulons pas obtenir de résultats incohérents.

Remarque :
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Nous aurions pu utiliser la procédure ci-dessous avec une autre maniere de tester les hy-
potheses Hy,, par exemple des tests t a deux échantillons, nous utilisonsra alors I'inégalité
de Bonferroni et les valeurs suivantes pour les seuils :

I

Mo si m=2,...,1-2,
Oy =
« si m=1-1,1.

Toutefois cette procédure possede le méme défaut que celle de Bonferroni par rapport a
celle de la méthode de Dunn-Sidak : elle est plus conservative, voir le paragraphe [9.2.8

9.4.2. Tests F—multiples

La validité de la méthode des tests F'—multiples est basée sur la validité du procédé plus
général de comparaisons descendant décrit ci-dessous.

Pour tout L CT={1,...,1}, soit Hy, 'hypothese :

Hy, : pi = pj pour tout 4,7 de L,

et soit |L| le nombre d’éléments de L.

1. Contrairement aux tests basés sur ’étendue nous ne pouvons nous contenter de tester
des hypotheses Hp, pour lesquelles les indices appartenant a I sont consécutifs. Atten-
tion a bien faire tous les tests au seuil ag, pour toutes les hypotheses Hy, possibles, avec
I C T si nous ne voulons pas obtenir de résultats incohérents au seuil a.

2. Continuer jusqu’a ce qu’il ne reste plus aucune hypothese Hp, a tester.

3. Décider alors que g, # pj, au seuil a si toutes les hypotheses Hp, pour lesquelles
10, Jo € L sont rejetées au seuil af.

Pour réaliser les tests F'—multiples nous testons les hypotheses Hp au seuil o de la

maniere suivante :

e Nous ne pouvons pas rejeter I’hypothese Hy, au seuil oy si

Siewn (fy) — wy))’
(L] — 1) s%

< CO‘ILI’

ol fi.. est défini par

E= Zie]L 2221 Yi,a
HL = )
DL N

ainsi que Cayy PAr

N2
dieL N (//L\z —E)
(L —1) S%

Oé|]L| = > CO‘UL\
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Ainsi avec le choix de I'équation ((9.4.1)) pour les valeurs des o, 1 < ¢ < I nous obtenons,
si2<|L|<T—2:

L]

1_(1—(1)7 —P Zi@L”(ﬁ\i—ﬁ)Q

(LI =1) 5%

> Coy | 5

etsi I —1<|L|< T

o >ieL M (ﬁ\z - ﬁ)z > o,

(IL| —1) 5%

Ainsi ¢y, est donc le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a [L| — 1 et n — I degrés
de liberté.
e Nous décidons de rejeter 'hypothese Hy, au seuil oy si

S (Gly) ~ 7ily))’
(L= 1) % Z Con

ou Cay, €St défini comme ci-dessus.

9.5. Comparaisons avec le « meilleur »

Dans certains cas il peut étre intéressant de comparer les effets de tous les niveaux d’un
facteur avec l'effet extréme, maximal ou minimal, que nous avons observé et que nous
considérons comme le « meilleur ». Ce type de problématique ne peut étre traité a ’aide
d’une approche basée sur la méthode de Dunnett puisque nous ne savons pas a priori
pour quelle modalité nous allons observer le « meilleur » effet.

Nous utilisons alors des techniques de comparaisons multiples avec le « meilleurﬂ », le
plus souvent celle de Hsu ou celle de Edwards-Hsu.

Nous nous intéressons ici donc non pas a toutes les comparaisons possibles mais seulement
a celles-ci :
e Sile « meilleur » est la valeur la plus élévée nous utilisons :

i —maxpy, 1=1,...,1,
J#i

ainsi si p;, —max;-,, pt; > 0 alors la modalité ¢ est celle pour laquelle I'effet est maximal
et de ce fait la « meilleure ». Par contre si j;, — max;4;, pt; < 0 alors la modalité ¢,
n’est pas celle pour laquelle 'effet est maximal.

Si 'effet de la modalité iy n’est pas le plus important mais que nous avons néanmoins
[, — MaX, 4, [tj > —0 avec d un petit nombre réel strictement positif alors la modalité
19 est proche de la « meilleure ».

9. Ceci est souvent abrégé en anglais en MCB pour « Multiple comparisons with the Best ».
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e Sile « meilleur » est la valeur la moins élévée nous utilisons :

pi —ming, i=1,....1,
J#

ainsi si ft;, —min,z;, p; < 0 alors la modalité 7 est celle pour laquelle I'effet est minimal
et de ce fait la « meilleure ». Par contre si p;, —minj;, p; > 0 alors la modalité 4; n’est
pas celle pour laquelle I'effet est minimal.

Si l'effet de la modalité 75 n’est pas le plus important mais que nous avons néanmoins
i, — Minz;, ft; > 0 avec 0 un petit nombre réel strictement positif alors la modalité i,
est proche de la « meilleure ».

9.5.1. La méthode de Hsu

Hsu a développé des intervalles de confiance simultanés de niveau de confiance 100(1 — «)
pour p; — max;.; f;, ¢ = 1,...,1. Ces intervalles contiennent tous la valeur 0 et sont
construits ainsi : pour chaque i, soit d; la valeur critique telle que

1

_ _ 1 G
P Ui_#i>ﬂj_uj_di\JS?%<n+n>a VJIJ#Z] =1l-o

1 J

Nous remarquons que d; est la valeur critique pour les comparaisons multiples unilatérales
en considérant le i—eéme niveau comme le niveau de controdle.

Les intervalles fermés [D; , D }, i=1,...,1 on

11
Df = 0,min |z — fi; — di | SR | — + —
Z max{’r?’i?(u . JR<”+HJ>)}

¢ = {i|Df >0}
0 sit € G

Dy = : B 1 1 .
[ MINjeq,j#£i (,uz — M — d]\l S% <n -+ n)) siie G
L J

forment un ensemble d’intervalles de confiance simultanés de niveau de confiance 100(1—«)
pour p; —max;; pij, ¢t =1,...,1.

Lorsque le plan est équilibré les intervalles se transforment en :

2 2 2 2
{—min {O, (,T[z — max i; — dy/ SR) } , max {0, (//IZ — max fi; — d,/SR) }
J#i n JFi n

0&1<z<[etdzd1::d1

Y

9.5.2. La méthode de Edwards-Hsu

Si nous cherchons a avoir également des bornes sur I’écart minimum entre la valeur du
« meilleur » traitement et celle des autres traitements que celui dont ’estimatinous avons
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été la meilleure, alors nous pouvons utiliser la méthode de Edwards-Hsu. Celle-ci permet
d’obtenir des intervalles de confiance simultanés pour p; — max;<j<r 5, ¢ = 1,...,1 que
nous ne forgons plus a contenir la valeur 0.

Pour chaque ¢, soit |d|; la valeur critique telle que

1 1

P //L\i_ui_(ﬁ;_ﬂj)<|d‘i\JS}2%<n+n>a Vj\j?éi] =1l-a

i J

Nous remarquons que d; est la valeur critique pour les comparaisons multiples avec un
contrdle en considérant le i—eéme niveau comme le niveau de contrdle et de ce fait le
nombre |d|; est supérieur & d; qui est utilisé dans la méthode de Hsu.

Les intervalles [L;, U;] définis par

1 1
S = {i tel in Qi = i + |d|;\ [ S | —+— | ¢ > 00,
{z els que Iil;gl{u 1 + | |z\l R(ni+nj>} }

0 sit =7
0 sii=j
Uij = —min{O,(ﬁ}—,ﬁ}—i—]d!j\lS%(;—i-;))} sii#j '
i Ny

L, =min L, U, = maxU,;
tojes Y tojes Y

pour ¢ = 1,..., I, forment un ensemble d’intervalles de confiances simultanés de niveau
100(1 — o) pour p; — max;<jy fty, 0 = 1,..., 1.

Lorsque le plan est équilibré les quantités utilisées pour construire les intervalles se trans-
forment de la maniere suivante.

Il n’y a qu’une seule valeur critique |d| = |d|, = |d|, définie par :

_ _ 25% .,
P\ — i — (1 — ) < |d| T7VJ|J7£@ =1-a

Nous remarquons que d est la valeur critique pour les comparaisons multiples avec un
controle en considérant I'un quelconque des niveaux comme le niveau de controle et de ce
fait le nombre |d| est supérieur a d qui est utilisé dans la méthode de Hsu.
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Les intervalles [L;, U;] définis par
257
S = {z tels que min{@—ﬁ}—i—|d| R} >0},
JFi n

0 sii=j

Li‘ = — — 252 .. .
! i — I — |dly | =E sii#
0 sit=3

A 252
Uy —min{O, (ﬂ}—ﬁ}—ﬂdh/i}%)} sit#£j

L, =min L,, U, = maxU,;
! JES K ! JES u

n

pour i = 1,..., I, forment un ensemble d’intervalles de confiances simultanés de niveau
100(1 — o) pour p; — max;<j<s fty, ¢ = 1,..., 1.

9.6. Deux facteurs sans répétition

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] [9.2] et 9.3 dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs sans interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencgons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [3.1.1| ou du paragraphe [3.3.1] en fonction
de la situation étudiée.

9.6.1. Contrastes

Les contrastes mettent en jeu des moyennes associées soit au premier facteur A, s’il est
a effets fixes, soit au second facteur B, s’il est a effets fixes. Il y a ainsi deux types de
contrastes :

L =loy+ oy + -+ 1oy,

L/ = lllﬁl +l/262++li]ﬁ(]
avec Zle I;=0cet ijl l;- =0.
Des estimateurs sans biais de L et L' sont alors :

L=0hai + bay + - + s,
L =015+ 0B+ -+ 1,5,
Ainsi des estimations sans biais de L et L’ s’écrivent :
E(y) =lLyie +LY2e+ -+ 1Y,
L'(y) = Lgat + loyes + - + Ly
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9.6.2. Meéthode de Tukey

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% calculée pour le modeéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I'étendue Studentisées en [ et (I —1)(J — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

2 ‘Liy)fl zq(l,(I=1)(J =1);1 —a).
¢?<z§ﬁ0

ouq(l,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Iet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence
de différence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets
fixes, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et
nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de ’étendue Studentisées en J et

(I —1)(J —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil o si :
L'(y)|
2 J
SR 1 Z ’
°R (= I
7 (350
ouq(J, (I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a

Jet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence
de différence entre L' et 0 au seuil o.

>q(J,(I =1)(J = 1);1 - a).

9.6.3. Meéthode de Scheffé

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I —1 et (I —1)(J —1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

(I —1)s7 ! 2
JJRXM

i=1

> \F(I-1,(1-1)(J —1);1-a),

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypotheése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

A . ’ . ., N
De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets fixes,
nous utilisons 1'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
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changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en J — 1 et (I —1)(J —1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)|

(J = Dsh

J o
S
7=1

> \F(J—1,(I-1)(J - 1);1—a),

ou F(J—1,(I-1)(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher & J — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil o.

9.6.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées
Nous adaptons ici, de maniere similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui

en découle.

Ainsi si nous ne souhaitons comparer que deux niveaux d’'un méme des deux facteurs,
ici par exemple deux niveaux du facteur A, nous pourrons utiliser la valeur critique

VZH(I-1)(J = 1)1-3)

a la place de

q(f, (I =1)(J =1);1 = a)
out((I—1)(J—1);1—a/2) est le 100(1 —«/2) quantile de la loi de Student a (I —1)(J —1)
degrés de liberté.

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k de comparaisons nous pourrons utiliser
la valeur critique

VZH(I -1 - 1)1 - )

a la place de
gL, (I =1)(J = 1);1 =)
out((I—-1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (/ —1)(J —1)
degrés de liberté.
9.7. Deux facteurs avec répétitions

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] [9.2]et [9.3| dans le cas de 'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs avec interaction a
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effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe ou du paragraphe en fonction
de la situation considérée. La différence fondamentale entre ces deux situations résidant
dans le fait que pour la premiere, deux facteurs a effets fixes, nous utiliserons le carré
moyen résiduel s% dans les statistiques de test tandis que dans la seconde, un facteur
a effets fixes et un facteur a effets aléatoires, nous utiliserons le carré moyen
associé au terme de I'interaction s%; dans les statistiques de test.

9.7.1. Contrastes
Modele a effets fixes
Dans le cas d’'un modele ot les deux facteurs sont a effets fixes, c’est-a-dire le cas envisagé

au paragraphe|3.1.2] il peut étre intéressant, en fonction de la significativité des différents
tests auxquels nous avons procédé, d’étudier les constrastes exposés ci-dessous.

Hy : (B = (@B)iz == (aB)y=(aB)og1 == (aB)r; =0

contre

H, : N existe (ig, jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af)s,j, # 0.

Si nous rejetons I’hypotheése nulle 3, il peut étre intéressant de comparer entre elles les
réponses moyennes dans chacun des couples de modalités A; et B;. Les contrastes Lap
qui permettent de comparer les moyennes de la réponse y; ; = u + a; + ; + (af); ; dans
deux différentes configurations expérimentales modalité ¢ du facteur A et modalité j du
facteur B contre modalité i du facteur A et modalité j° du facteur B sont :

Lap = pij — iy j-

Une estimation sans biais de L g est donnée par :
Lap(Y) = Yije — Ui i o

Si nous ne pouvons rejeter 'hypothese nulle 9({)” il peut étre intéressant de comparer entre
elles les réponses moyennes dans chacune des modalités A; ou dans chacune des modalités
B] .
Les contrastes mettent en jeu des moyennes associées soit au premier facteur A soit au
second facteur B. Il y a ainsi deux types de contrastes :

L =lhaoy+log + -+ 1y,
L' =18+ 1,06+ +1,8),

avec Zi[:1 l;=0ce¢t Z“le l; =0.
Des estimateurs sans biais de L et L' sont alors :

~

L =hay+ g + - -+ ljaq,
L =15+ B+ -+ 158,
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. . . . o . ! ’ .
Ainsi des estimations sans biais de L et L s’écrivent :

~

L(y) = llyl,o,o + l2y2,o,o + -+ l[y[,o,oa
Ll (y) == lllyo,l,o + l/QyO,Q,o + -+ lf]yo,J,o-

Modeéle a effets mixtes
Dans le cas d’un modele mixte, c¢’est-a-dire le cas envisagé au paragraphe [3.3.2] il peut

étre intéressant, en fonction de la significativité du test de l'effet du facteur a effets fixes,
d’étudier les constrastes du type :

L =loy+ oy + -+ Ly,

avec YL 1; =0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

~

L = lLay + oo + - + lag.
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :

E(y> = llyl,o,o + l2y2,o,o + -+ l[y[,o,o-

9.7.2. Meéthode de Tukey
Modeéle a effets fixes

L ap est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; jo = yy j o, NOUS
avons :

M >qIJIJ(K—-1);1—-q),

sk
K

ou q(IJ,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — a) quantile de la loi de 'étendue Studentisée a
IJ et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter 'hypothese d’absence
de différence entre L4p et 0 au seuil «.

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en I et IJ(K — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|
i (s 0)

ouq(I,1J(K —1);1— ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a I
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de

> g(I (K — 1);1 - a).
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différence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B & effets
fixes, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et
nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de ’étendue Studentisées en J et

IJ(K —1).
Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil o si :

L'(y)|
2 J
Se (1
(3]
=
ou q(J, IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a J

et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypotheése d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil a.

>q(JS,IJ(K —1);1—a).

J

Modele a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons I'estimation s% 5 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en I et (I —1)(J — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

> q(I, (I =1)(J —1);1—a).

ouq(l,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a
Iet (I —1)(J—1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence
de différence entre L et 0 au seuil a.

9.7.3. Meéthode de Scheffé
Modeéle a effets fixes

L ap est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; jo > ¥y nous

avons .

./
5] 7.’

L(y)|

(IJ - 1)

> \JF(IJ —1,1J(K — 1);1 —a),
K
ou F(IJ—1,1J(K —1);1 — a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I.J — 1

et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L5 et 0 au seuil «.
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Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-

sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et [J(K —1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

(I — 1>5%~2 2
s

> JF(I - 1,1J(K —1);1 - a),

=1

oun F(I —1,IJ(K —1);1 — «a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de dif-
férence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées au facteur B a effets fixes,
nous utilisons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en J — 1 et I[J(K —1).
Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)|
(J — 1)3%‘5 4 '9

J=1

> JF(J = LLJ(K —1);1 - a),

ou F(J —1,1J(K —1);1 — «a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothése d’absence de
différence entre L' et 0 au seuil o.

Modéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% 5 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons

le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et (I —1)(J —1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

> F(I—1,(I-1)(J - 1);1—a).

ou F(I —1,(I —1)(J —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

9.7.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniere similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.
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Modele a effets fixes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini £k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

tIJ(K —1);1— ;)W

a1 105 = 1 - a2 (357 )

i=1

a la place de

ou t(IJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & IJ(K — 1)

degrés de liberté.

. . 7 . . ’ . ./
Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k& de comparaisons de contrastes associés
au facteur B nous pourrons utiliser la valeur critique

a la place de

S J
q(J IT(K = 1)1 — )\ 77 (;lejl)

a ) est le 100(1 — a

out([J(K —1);1— T 2—}{,)

degrés de liberté.

quantile de la loi de Student a I.J(K — 1)

Modele a effets mixtes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini &k de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

t(I—1)(J —1);1— %) 331}? (; l?)

a la place de

(1.1 - 10 - 51—y B2 (131

«

ot (I =1)(J = 1);1-

degrés de liberté.

) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (I —1)(J —1)
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Ainsi dans le cas de comparaisons deux a deux des effets des modalités du facteur A a
effets fixes la valeur critique que nous utiliserons avec la procédure de Bonferroni est :

a . |s$4g

V2 (I =1)(J — 1)1~ a3\ 7K

out((/—-1)(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student & (I —1)(J —1)
degrés de liberté.

9.7.5. Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a
deux

Dans les deux situations, effets fixes ou mixtes, nous pouvons utiliser la procédure de

Tukey en remplacant le nombre de répétitions K par la moyenne harmonique Kj; du

nombre de répétitions K; et K, effectuées dans chacune des deux conditions dont nous
souhaitons comparer les effets. Nous rappelons I'expression de K, :

1
NS
2\ K, ' Ky

9.8. Deux facteurs emboités

Ky =

Nous pouvons adapter les méthodes de comparaison des effets des différentes modalités,
exposées aux paragraphes[9.1] [9.2] et [9.3|dans le cas de I'analyse de la variance a un facteur
a effets fixes, au cas ou nous considérons un modele a deux facteurs sans interaction a
effets fixes ou a effets mixtes. Nous commencgons par détailler les modifications a faire
pour utiliser les méthodes de Tukey et de Scheffé.

Nous reprenons ici les notations du paragraphe 4.1.1{ ou du paragraphe [4.3.1] en fonction
de la situation considérée. La différence fondamentale entre ces deux situations résidant
dans le fait que pour la premiere, deux facteurs a effets fixes, nous utiliserons le carré
moyen résiduel s% dans les statistiques de test tandis que dans la seconde, un facteur
a effets fixes et un facteur a effets aléatoires, nous utiliserons le carré moyen
associé au terme emboité SQB| 4 dans les statistiques de test.

9.8.1. Contrastes
Modéle a effets fixes

Dans le cas d'un modele ou les deux facteurs sont a effets fixes, c’est-a-dire le cas envisagé
au paragraphe[3.1.2] il peut étre intéressant, en fonction de la significativité des différents
tests auxquels nous avons procédé, d’étudier les constrastes exposés ci-dessous.

Le contraste met en jeu des moyennes associées au premier facteur A.

LIlloél—i‘lQOéQ—'—"‘—Fl[Oq,
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avec 1 1; = 0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

Z:lla\1+l20/é\2+"'+l10/é\l-
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :
Z(y) = llyl,-,o + l2y2,.,. + -+ llyl,.,.-

Le contraste met en jeu des moyennes associées au second facteur B emboité dans le
premier facteur A.

I

L =10y + lyybray + -+ Lo,

avec Zi]:l Z}']=1 l;(i) = 0.
Un estimateur sans biais de L’ est alors :

—

L' =LA + bayBewy + -+ Ly Baw-
Ainsi une estimation sans biais de L' s’écrit :

L'(y) = l/1(1)?/1,1,- + l;(l)yQ,l,o +-+ l:](f)yJ,I,..

Modeéle a effets mixtes

Dans le cas d’un modele mixte, c¢’est-a-dire le cas envisagé au paragraphe [3.3.2] il peut
étre intéressant, en fonction de la significativité du test de 'effet du facteur a effets fixes,
d’étudier les constrastes du type :

L:lloé1+l2062+"‘+l[a[,

avec ZZ‘I:1 l; =0.
Un estimateur sans biais de L est alors :

L = lLay + oo + - + lag.
. . . . . . / ’ .
Ainsi une estimation sans biais de L s’écrit :

E(y) = l1y1,.,. + l2y2,o,o + -+ llyl,o,r

9.8.2. Meéthode de Tukey
Modeéle a effets fixes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-
sons l'estimation s% calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de I’étendue Studentisées en [ et IJ(K — 1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

>q(I,1J(K —1);1—a).
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ou q(I,IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de 'étendue Studentisée a [
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypotheése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil «.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées aux niveaux du facteur B
pour un niveau i du facteur A fixé, nous utilisons I'estimation s% calculée pour le modele
incluant les deux facteurs et nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de
I'étendue Studentisées en J et IJ(K —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

L'(y)|
\/g(lz]: ll»)
K \25WV

ou q(J, IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de I’étendue Studentisée a J
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypotheése d’absence de
différence entre L et 0 au seuil o

>q(LIJ(K —1);1— a).

Modeéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous
utilisons l'estimation SQB| 4 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de ’étendue Studentisées en I et
I(J—1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

2 I
JoBa (L,

ou q(I,I(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de I'étendue Studentisée a
I et I(J — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter 'hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil a.

> g(II(J —1);1-a).

9.8.3. Meéthode de Scheffé
Modeéle a effets fixes

L ap est significativement différent de 0 au seuil « si, en supposant que y; ;.o > ¥y nous

avons .

-/ ,
WAL

’L(y)‘ >\/F([J—1,IJ(K—1);1—04)7
25%

(17 - )=k

ou F(IJ —1,1J(K —1);1 — «a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I.J — 1
et IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
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différence entre L4p et 0 au seuil «.

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous utili-

sons l'estimation s% calculée pour le modeéle incluant les deux facteurs et nous changeons
le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et [J(K —1).
Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|

(I - 1)s ! 2
szli

i=1

> JF(I—1,1J(K - 1);1 - a),

ou F(I — 1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de dif-
férence entre L et 0 au seuil a.

De méme si le contraste L' met en jeu des moyennes associées aux niveaux du facteur B
pour un niveau i du facteur A fixé, nous utilisons I’estimation s% calculée pour le modele
incluant les deux facteurs et nous changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de
Fisher en J — 1 et IJ(K —1).

Nous décidons que le contraste L’ est significativement différent de 0 au seuil « si :

r
) > \JF(J — L IJ(K —1);1 - a),
(J— 1)8% J 9
Ko 2l

ou F(J —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & J — 1
et [J(K — 1) degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter ’hypothese d’absence de
différence entre L et 0 au seuil o.

Modeéle a effets mixtes

Si un contraste L met en jeu des moyennes associées au facteur A a effets fixes, nous
utilisons 'estimation s2B| 4 calculée pour le modele incluant les deux facteurs et nous
changeons le nombre de degrés de liberté de la loi de Fisher en I — 1 et I(J — 1).

Nous décidons que le contraste L est significativement différent de 0 au seuil « si :

L(y)|
(= sy &

ou F(I —1,1(J —1);1 — «) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I et I(J — 1)
degrés de liberté. Sinon nous ne pouvons rejeter I’hypothese d’absence de différence entre
L et 0 au seuil a.

>F(I—-1,1(J—-1);1—a).
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9.8.4. Meéthode de Bonferroni et méthodes associées

Nous adaptons ici, de maniére similaire, la procédure de Bonferroni et toutes celles qui
en découle.

Modéle a effets fixes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini kK de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

HIJ(K —1);1— ) Sit XI:F
2K\ JK \ &

g(I,TT(K —1);1— a)\/j—?( @Z |zi|>

ou t(IJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)
degrés de liberté.

a la place de

. . 7 . . 4 . ./
Si nous souhaitons réaliser un nombre fini £ de comparaisons de contrastes associés
aux niveaux du facteur B pour un niveau ¢ du facteur A fixé nous pourrons utiliser la
valeur critique

a la place de

LTI~ 11— )y (; > m)

ou t(JJ(K —1);1 — %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a IJ(K — 1)
degrés de liberté.

Modéle a effets mixtes

Si nous souhaitons réaliser un nombre fini k& de comparaisons de contrastes associés
au facteur A nous pourrons utiliser la valeur critique

HI(J—1);1— B'A <Z z2>

oI = 1)1 - ) \/?'( )
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9.8 Deux facteurs emboités

out(I(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a I(J — 1) degrés
de liberté.

Ainsi dans le cas de comparaisons deux a deux des effets des modalités du facteur A a
effets fixes la valeur critique que nous utiliserons avec la procédure de Bonferroni est :

2
L) @y, /B
V2 t(I(J —1);1 W\ T
out(I(J—1);1— %) est le 100(1 — %) quantile de la loi de Student a I(J — 1) degrés
de liberté.

9.8.5. Cas d’un plan non équilibré et des comparaisons deux a
deux

Dans les deux situations, effets fixes ou mixtes, nous pouvons utiliser la procédure de
Tukey en remplagant le nombre de répétitions K par la moyenne harmonique K; du
nombre de répétitions K; et K, effectuées dans chacune des deux conditions dont nous
souhaitons comparer les effets. Nous rappelons I'expression de K, :

1

K, = .
T 1+1
2\ K, ' K,
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Chapitre 10

Puissance des tests de ’analyse de la
variance

Les moyens de calculs désormais a la disposition de I'expérimentateur permettent de calcu-
ler directement, c’est-a-dire sans avoir a recourir a une table ou & un abaque, la puissance
des tests, dits F' ou de Fisher, de 'analyse de la variance. Si nécessaire, nous renvoyons le
lecteur & l'ouvrage [Dag98b| pour consulter la plupart des tables ou abaques servant au
calcul de la puissance d'un test dans un tableau d’analyse de la variance.

La puissance d'un test est une fonction complexe des différents parametres de ce test.

Nous soulignons certaines relations qu’il faut toujours avoir a l'esprit :

e Les erreurs de premiere espece et de deuxieme espeéce sont antagonistes, c’est-a-dire
qu’elles évoluent en sens contraire. Si les autres parametres du test sont fixés, plus nous
diminuons le risque de commettre une erreur de premiere espece, plus nous augmentons
celui de commettre une erreur de deuxieme espece et réciproquement plus nous dimi-
nuons le risque de commettre une erreur de deuxieme espéce, plus nous augmentons
celui de commettre une erreur de premiere espéece.

e Plus les effets du facteur sont marqués, soit en terme d’amplitude des écarts entre
les modalités d’un facteur a effets fixes ou soit en terme de dispersion des effets des
modalités d’un facteur a effets aléatoires, plus la puissance est grande.

e Plus la dispersion de I'erreur est faible, plus la puissance est grande.

e Plus le nombre de répétitions effectuées pour une modalité du facteur est important
plus la puissance est grande.

Parmi tous les parametres ci-dessous, le seuil du test o étant fixé, il n’est possible pour
I'expérimentateur que d’agir sur le nombre de répétitions effectuées pour une modalité
du facteur. C’est pourquoi 'expérimentateur a un intérét particulier a bien choisir ce
parametre lorsqu’il élabore le protocole expérimental dont il va servir s’il souhaite garantir
un niveau de puissance correct pour les tests qu’il va réaliser.



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

10.1. Analyse de la variance a un facteur

10.1.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe Nous nous intéressons a la puissance
1 — B4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxiéme espece, du test F
d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

.’Hozalzagz---:oq:O‘

contre

Hy - lexiste 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 4 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P[F(I-1,1(J=1)\) > F(I - 1,1(J = 1);1—a)],

ou F(I—1,I(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher & I —1 et I(J—1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1); A4) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher non-centrale & I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité
Aa. Ce parametre de non-centralité A vaut :

J &,
A=Y al.
A 202;%

Lorsque nous utilisons une loi de Fisher non centrale a v; et 15 degrés de liberté et de
parametre de non-centralité A, nous introduisons souvent le parameétre de non-centralité
normalisé ¢4 défini par :

2X4

Pa =

U1+1.

Nous obtenons ainsi dans notre situation :

Pa =

Si le nombre de répétitions n; effectué pour chaque modalité A; du facteur A n’est pas
constant, c’est-a-dire si le plan expérimental n’est pas équilibré, le parametre de non-
centralité A4 devient :

J R
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10.1 Analyse de la variance a un facteur

Le parametre de non-centralité normalisé ¢4 est alors :

Nous constatons que la puissance évolue bien comme indiqué au début de cette lorsque
a;, 1 <i1<1,1,n;, 1 <1< 1,0 etavarient.

Puissance a posteriori

Nous obtenons la puissance a posteriori du test de I'absence d’effet du facteur A en
remplagant dans la formule appropriée ci-dessus. Le choix se fait en fonction du fait que
le plan expérimental est équilibré ou non, les valeurs des parametres par les estimations
que nous avons obtenues en réalisant ’analyse de la variance. Généralement nous consi-
dérons qu’'une puissance de 0,8 est satisfaisante et qu’alors la décision de ne pas rejeter
I’hypothese nulle Hy est « vraiment » associée a I’absence d’effet du facteur considéré.

Détermination du nombre de répétitions

Une autre approche, celle développée lorsque nous faisons de la planification expérimen-
tale, serait de déterminer a priori le nombre de répétitions J nécessaires pour obtenir
une valeur de puissance du test supérieure a un niveau fixé a 'avance. L’intérét de cette
démarche réside dans le fait que nous ne connaissons pas a priori si le test que nous allons
réaliser une fois que les expériences ont été réalisées sera significatif ou non a un seuil
a % fixé a I'avance. Le fait de ne pas rejeter 'hypothése nulle en ayant un risque élevé de
commettre une erreur de deuxieme rendrait cette décision tres peu fiable et ne permettrait
pas de conclure avec une confiance suffisante a ’absence d’un effet du facteur étudié sur
la réponse. C’est pourquoi dans de nombreux domaines comme les études cliniques, ou
les expériences peuvent durer plusieurs années, il est primordial de s’assurer que si une
différence existe il y aura un faible risque de ne pas la mettre en évidence. Généralement
nous considérons qu’une puissance de 0,8 est satisfaisante ; dans certains cas nous visons
méme une puissance de 0,9.

Nous pouvons utiliser directement la formule ci-dessus pour déterminer le nombre de ré-
pétitions nécessaires a l'obtention d’un valeur minimale de puissance. Il faut néanmoins
avoir une idée de la valeur minimale que peut prendre la somme Eile n;a? et la valeur
maximale que peut avoir o2. Ces valeurs doivent étre déterminées par un expert du do-
maine considéré.

Détermination du nombre de répétitions a 1’aide de la plus petite différence
détectable

Dans ce type d’étude prospective, la situation est compliquée par le fait qu’il est difficile
d’évaluer le terme Y7, 2. Nous introduisons alors le concept de plus petite différence
détectable A, ce qui revient a évaluer le sensibilité du test en terme d’amplitude entre les
effets des différents niveaux du facteur étudié. Ainsi nous chercherons a ce que la proba-
bilité de détecter une amplitude |a; — ;| entre les effets a; et a; de deux modalités A; et

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 159



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

A; différentes du facteur étudié strictement supérieure a A soit élevée.

Ainsi pour faire le calcul de la puissance nous nous plagons dans le pire des cas, c’est-a-
dire celui pour lequel tous les effets sont nuls sauf deux o, et «;, pour lesquels il existe
un écart en valeur absolue égal a A. Alors |a;,| = |a;,| = A/2. Nous obtenons alors :

Aa = QO'Qi
- ot >

266

402

Nous utilisons la formule ci-dessus pour déterminer les valeurs de J pour lesquelles la
puissance 1 — 34 est supérieure a une valeur 1 — 4 fixée a l'avance, généralement 0,8
soit 80 %. Remarquons que la encore il est nécessaire de connaitre o ou au moins d’avoir
une idée précise de la valeur de ce parametre ce qui n’est malheureusement généralement
pas le cas. Dans cette situation nous considérons plutot le parametre de sensibilité A/o
a la place de A.

10.1.2. Modele a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe Nous nous intéressons a la puissance
1 — B4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxiéme espece, du test F
d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

j‘fg : 0'124 =0
contre
H, : 0% #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I=1,1(J =1);1—a)

1—Ba=P|FI—-1,1(J-1)) >

ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher
al—1et [(J—1) degrés de liberté.

Si nous cherchons a évaluer cette puissance a I’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4 suivante :
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10.2 Analyse de la variance a deux facteurs sans interaction

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposés
au paragraphe [10.1.1} est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

Puissance a posteriori

Nous obtenons alors la puissance a posteriori du test de ’absence d’effet du facteur
A en remplacant dans la formule appropriée ci-dessus, le choix se fait en fonction du
fait que le plan expérimental est équilibré ou non, les valeurs parametres par les estima-
tions que nous avons obtenues en réalisant ’analyse de la variance. Généralement nous
considérons qu’une puissance de 0,8 est satisfaisante et qu’alors la décision de ne pas re-
jeter I'hypothese nulle Hy est « vraiment » associée a I'absence d’effet du facteur considéré.

10.2. Analyse de la variance a deux facteurs sans in-
teraction

Les idées développées dans la section [10.1] précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe [1.3| pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de 'analyse de la variance.

10.2.1. Modele a effets fixes
Nous reprenons ici les notations du paragraphe (3.1.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

%03@1:&2:"':0[[:0‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 84 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);64) > F(I = 1,(I = 1)(J = 1);1 - )],

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,(1 —1)(J —1); ¢4) est une variable aléatoire
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qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢,. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

1
b= — ai.
o

i=1

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bp est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypotheése

‘}(0;51:52:...:@]:0‘
contre

34, < T existe jo € {1,2,...,.J} tel que 3, #0.|

Cette puissance 1 — 5 est donnée par la formule suivante :
1= B =P[F(J=1,(I-1)(J = 1);¢p) > F(J - 1,(I - 1)(J = 1);1 - o],

ou F(J—1,(I-1)(J—1);1—a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a J —1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1); ¢5) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢g. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢g
vaut :

10.2.2. Modeéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe3.2.1]. Nous nous intéressons a la puissance
1—[4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I—1,(I-1)(J—1);1—a)
L"?q )

o2

1— By =P |F(I—-1,(I-1)(J-1))>

1+

ou F(I —1,(I —1)(J —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I — 1
et (I —1)(J —1) degrés de liberté et F(I —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
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10.2 Analyse de la variance a deux facteurs sans interaction

évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A4 suivante :

Jo?
/\A: 1—|-72A.
g

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bg est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho:0%5=0
contre
03 A0

Cette puissance 1 — S5 est donnée par la formule suivante :

F(J—1,(I-1)(J-1);1—-a)

2 )
log

1-Bp=P|F(J—1,(I-1)(J—1)) >

ou F(J—1,(I —1)(J—1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I — 1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ag suivante :

2
Iog

A =1/1+ 5 -

o
La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [10.2.1} est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

10.2.3. Modeéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe|3.3.1 Nous nous intéressons a la puissance
1—p4, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieéme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I’hypothese

3'603061:@2:"':@[:()‘

contre

Hy : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);64) > F(I = 1,(I = 1)(J = 1);1 - )],

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F' (I —1,1(J—1);¢4) est une variable aléatoire qui suit

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 163



Chapitre 10. Puissance des tests de 1’analyse de la variance

une loi de Fisher non-centrale a I —1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

> al.

i=1

1
$a=—
o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bg est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho:0%5=0
contre
H, : 0% #0.

Cette puissance 1 — 5 est donnée par la formule suivante :

1—-0p=P F(J—17(]_1)(J_1))>F<J_17(I—1)(J—l);1—a)

ou FI(J—1,(I —1)(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher & J — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l'aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ag suivante :

Io?
A B = 1+ 723

o
Les puissances des tests sont donc identiques a celles ot le facteur a effets fixes serait avec
un autre facteur a effets fixes et le facteur a effets aléatoires serait avec un autre facteur

& effets aléatoires.

10.3. Analyse de la variance a deux facteurs avec in-
teraction

Les idées développées dans la section [10.1] précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.
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10.3 Analyse de la variance a deux facteurs avec interaction

10.3.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe |3.1.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 34, ou G4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

j’CoICkl:CYQZ"':Oé[:O‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P|F(I—1,1J(K—1);¢a) > F(I = 1, LJ(K = 1);1-a)],

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1 |JK &,
oa= o\ 20

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypotheése

‘%0361252:"':ﬁJ:O‘
contre

H, : Il existe jo € {1,2,...,J} tel que S;, # 0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :
1= B =P |F'(J—1,1J(K = 1);¢5) > F(J = 1L, IJ(K = 1);1-a)|,

ou F(J—1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,1J(K —1); ¢) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & J — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢p. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢p vaut :

LS
J = /

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou [Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : (043)1,1 = (a5)1,2 == (@5)1,J = (a5)2,1 == (Oéﬁ)l,J =0
contre

Hy : Il existe (do, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.
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Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :
1~ Bap=P|F

ou F(I—-1)(J—1),IJ(K —1);1—«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I =1)(J—1) et IJ(K —1) degrés de liberté et F'((I —1)(J —1),1J(K —1); ¢ap) est une
variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I — 1)(J — 1) et IJ(K — 1)
degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-
centralité normalisé ¢ 25 vaut :

/

(I = 1)(J = 1), LI(K — 1);6a5) > F((I = 1)(J = 1), LJ(K — 1); 1 - a)],

10.3.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [3.2.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho:05=0
contre
H, : 0% #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I—1,(I-1)(J—1):1—a)
JKo?% ’
0?2+ Ko?p

1—Bu=P|FI—-1,I-1)(J-1))>
1+

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1— ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1)
et (I —1)(J —1) degrés de liberté et F'(I —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A4 suivante :

JKo?
A= 4|14+ —"A
4 J +02+K01243

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho:0%5=0
contre
H,y : 0% #0.
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Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

FJ-1,I-1)(J-1);1-a)

IKo% ’
02+ Ko?p
ou F(J—1,(I —1)(J—1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)
et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(I —1)(J — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a J — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a

évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité \p suivante :

1-Bp=P|F(J—1,(I-1)(J—1)) >
1+

IKo?
Ap = |1+ —5— L.
b J +02+K0i3

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — S4p5 est donnée par la formule suivante :

F((I—1)(J — 1), [J(K — 1);1 - a)

1~ Bap =P |F((I = 1)(J — 1), 1J(K — 1)) > —
0AB

Y

1+

ou F(I—-1)(J—1),IJ(K —1);1—«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I-1)(J—1)et IJ(K—1) degrés de liberté et F((I—1)(J—1),IJ(K—1)) est une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I — 1)(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

2
Ko4p
s

Aap = \[1+
o

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [3.1.2] est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur une
loi de Fisher non-centrale.

10.3.3. Modéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [3.3.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese
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9{0:0412042:~~:a1:0‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 4 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J=1);64) > F(I = 1,(I = 1)(J - 1);1 - )],

ou F(I —1,(I—1)(J—1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & I — 1 et
(I —1)(J —1) degrés de liberté et F' (I —1,1(J—1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I —1)(J — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKY o?
i=1

I(c2+ Ko%p)'

$a =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou g est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espéce, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho:0%5=0
contre
H, : 0% #0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

F(J-1LIJK—-1);1—-«)
IKo%, ’
0?2+ Ko?p

1-Bp=P|F(J—1,1J(K —1)) >

1+

ou F(J—1,IJ(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1) et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,1J(K — 1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a J — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité
Ap suivante :

IKo2
Ap =14+ —"2
b $ +02+K0§13

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou [Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : 045 #0.
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Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

1= Bap =P |F((I-1)(J=1),IJ(K —1)) > P -1 1), IJ(K-1);1-a)

ou F(I—-1)(J—1),IJ(K —1);1—«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
(I-1)(J—1) et IJ(K —1) degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),IJ(K —1)) est une variable
aléatoire qui suit une loi de Fisher a (I — 1)(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \,p suivante :

2
Ko4p
o

Aag = A/1+

o

Les puissances des tests sont donc identiques a celles ot le facteur a effets fixes serait avec

un autre facteur a effets fixes, le facteur a effets aléatoires serait avec un autre facteur a
effets aléatoires et l'interaction dans un modele ou les deux facteurs seraient aléatoires.

10.4. Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.

10.4.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe 4.1.1 Nous nous intéressons a la puissance
1—04, ou B4 est le risque de commettre une erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse
de la variance pour le test de I'hypothese

%01&1:&2:"':&[:0‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1= B4 =P[F (I~ 11J(K ~1);¢4) > FI — 1, IJ(K - 1);1-a)],
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ou F(I —1,IJ(K —1);1 — «) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1); ) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et [J(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1 |JK &,
=N T &

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho: Biqy = By = =By = by == Bsy =
contre

Hy : 1l existe (4o, jo) € {1,2,...,1} x {1,2,...,J} tel que Byu0) # 0.

Cette puissance 1 — 8p(4) est donnée par la formule suivante :

1= By =P [F(I(J = 1), LJ(K = 1); ) > FUI(J = 1), 1J(K —1);1 - a)]

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(.J — 1)
et IJ(K —1) degrés de liberté et F' (I(J —1), IJ(K —1); $p(a)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
¢B(A) vaut :

PB(a) =

10.4.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [£.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho:05=0
contre
H,y : 0?4 #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I—1,1(J —1);1—a)
JKao? ’
o2 —l—KU%M

1—Ba=P|FI—-1,1(J—-1))>
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ou F(I —1,1(J —1);1 — ) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et
I(J—1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J—1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a
I’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A4 suivante :

JKo?%
A=, 14+ —==—.
A \l +02+K0%|A

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

contre

9{1:0?3|A7E0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

FI(J—-1),IJ(K—-1);1—-a)
KG%‘A ’

L~ By =P | (I~ 1), II(K — 1)) >

1+

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J —1),IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et [J(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Apa) suivante :

2
KUBlA

)\B(A) - 1+ 0_2

10.4.3. Modeéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [£.3.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

j’(oiOq:OQ:"':Oé]:O‘

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F'(I-1,1(J = 1);¢a) > F(I = 1,1(J = 1);1 - )],

ou F(I—1,I(J—1);1—a) est le 100(1 — «v) quantile de la loi de Fisher & I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I —1,1(J — 1);¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de
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Fisher non-centrale a I —1 et I(J —1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité
normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢, vaut :

I
JKY o?
i=1

b4 = [(UQ—FKO'%M).

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

J{O:UQBM:O

contre

f}fl:a%ﬂA;éO.

Cette puissance 1 — 8p(4) est donnée par la formule suivante :

FI(J-1),IJ(K-1);1—«)
2

0BlaA
0-2

1—Bpay=P|FU(J—-1),1J(K—-1)) >

1+ K

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F'(I(J —1),IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer

la quantité Ap4) suivante :
2
/ 0B|A
)\B(A) =1\/1+ KTL

10.5. Analyse de la variance a trois facteurs sans in-
teraction

Les idées développées dans la section [10.1] précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de ’analyse de la variance.
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10.5 Analyse de la variance a trois facteurs sans interaction

10.5.1. Modeéle a effets fixes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.1.1]

Pour des problemes de concision nous ne présenterons que la puissance d’un type de test,
effet principal, interaction d’ordre 1, interaction d’ordre 2, les valeurs de puissance asso-
ciées aux tests restants s’en déduisant en remplacant les quantités associées aux facteurs
mis en jeu par celles associées aux facteurs pour lesquels nous voulons calculer la puissance
du test.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

‘3'603061:@2:"':@[:()‘

contre

H; : I existe ig € {1,2,...,1} tel que «, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1—0p4=P |:F,(l/1,V2; oa) > F(v, ;1 — a)} ,

oty =I—-1letwv,=IT-1)J-1)(K-1), FU-1,I-1)J-1)(K—-1);1—a«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de
liberté et F'(I —1,(1 —1)(J — 1)(I — 1); $4) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher non-centrale a [ — 1 et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou [Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho: (aB)ig = (aB)ipg == (aB)g = (af)21 == (af)r,; =0
contre
H, : Il existe (i, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :
1 —Bap =P [F,(VbVQ; ¢aB) > F(vi,v9;1 — a)] :

outvy=I—-1)(J—-1etvo=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«a) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J —1),(I —=1)(J —1)(K —1); pap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :
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10.5.2. Modeéle a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 04 =0
contre
f}fl . 0'124 7£ 0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(l/l,l/g; 1-— Oé)
JKo? ’
o2+ Ko’p

1—5A:]P> F(l/l,l/g)>
1+

ouvy =1—1et

9
(55 + sAc — S7)

Gl ()
I-HJ-1) ({(-1)(K-1) ({(I-1)J—-1)(K-1)

Vo =

F(I —1,v5;1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,1) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I — 1 et 14
degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a 1’aide d’une table, nous
serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A4 suivante :

K2
)\A:$1+ TR}

02+ Ko%p

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S45, ou [Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

H, : 045 #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

F(v,vm1l—«
1 —Bap =P |F(1n,1,) > ¥ ;(2 ) ;
1 04B
o2
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ouvy=I—-1)(J=1Detvo=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J-1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I —1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

2
Koip
R

Aag ={[1+
o

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposés
au paragraphe [10.5.1] est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

10.5.3. Modeéle a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.3.1]

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes, A et B, et un facteur C est a
effets aléatoires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

‘%03061:@2:"':@[:()‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= B =P[F'(I—1,(I - 1)(K —1);64) > F(I — 1,(I - 1)(K ~ 1);1 - a)],

ou F(I—1,(I —1)(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(K —1) degrés de liberté et F' (I —1,(I —1)(K —1);¢4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

I
JKY o?
A= |55
I(0® + Joic)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — ¢, ou ¢ est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 02 =0
contre
Hy :0f #0.
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Cette puissance 1 — ¢ est donnée par la formule suivante :

FIK-1,(I-1)(J-1)(K-1);1—a)
IJo}, ’

1 - Bo=P|F(K—1,(I—1)(J—1)(K —1)) >

1+

g

ou F(K—1,(I -1)(J—1)(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a
K—1et (I—-1)(J—1)(K —1) degrés de liberté et F(K —1,(I —1)(J —1)(K — 1)) est
une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher & K — 1 et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés
de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a 1’aide d’une table, nous serons le
plus souvent amenés a évaluer la quantité \¢ suivante :

IJo%

5 -

/\C: 1+

o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou S4p est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : (045)1,1 = (065)1,2 == (045)1,J = (045)2,1 == (045)[,] =0
contre

H, : Il existe (do, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :
1—-Bap=P [F/(V1,V2§ bap) > F(vi,ve1 — 04)} ;

ouvy=[—-1)(J-1)etvro=T-1)(J—-1)(K—-1), F(U-1)(J—1),(I=1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I—1)(J —1)(K —1); ¢ap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4p. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

KZZ(Qﬁ)?j

4 1 i—1 j=1
PN T-)IT -1+ 1

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S40, ou [Bac est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 04c =0

contre

H, : 04 # 0.
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Cette puissance 1 — 40 est donnée par la formule suivante :

1—Bac=P F(l/l,VQ)>

onvy={I-1)(K-1)etvy=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(K-1),({-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(K—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I — 1)(K —1),({ — 1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(K — 1) et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité A\ 4o suivante :

Jo?
Mac =1+ —=5¢

o2

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

j’(oiOq:OQ:"':Oé]:O‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1—5A:P[F,(V1,V2,¢A> > F(V1,V2;1—04)},
ouvy =1—1et

2
(s4p + Sho — %)

Gl (B
I-HJ-1) ([I-1)(K-1) (I-1D)J-1)(K-1)

F(I —1,19;1 — ) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,14) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale &
I—1 et vy degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parameétre
de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

Vg =

I
JKY o7
i=1

1 =
102+ Kodp+ Jo%,

Pa =

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bg est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese
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Ho:0%5=0
contre
Hy : 0% #0.

Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

F(J-1,(J-1)(K—-1);1—«)
IKo%, ’
o+ Io%,

1—Bp=P|F(J—1,(J-1)(K—1)) >

1+

ou F(J—1,(J—1)(K —1);1 —«) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et (J—1)(K —1) degrés de liberté et F'(J —1,(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (J —1)(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A\p suivante :

IKo?
o’ + Iope

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4p, ou S4p est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

ouvy=I—-1)(J-1Detvy,=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K —1)
degrés de liberté et F/((I —1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité A\, p suivante :

2
Ko%p
S

Aap = {1+
o

178 Outils élémentaires de statistique appliquée



10.6 Analyse de la variance a trois facteurs avec interaction

10.6. Analyse de la variance a trois facteurs avec in-
teraction

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3, sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de I'analyse de la variance.

10.6.1. Modele a effets fixes
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.1.2]

Pour des problemes de concision nous ne présenterons que la puissance d’un type de test,
effet principal, interaction d’ordre 1, interaction d’ordre 2, les valeurs de puissance asso-
ciées aux tests restants s’en déduisant en remplacant les quantités associées aux facteurs
mis en jeu par celles associées aux facteurs pour lesquels nous voulons calculer la puissance
du test.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

‘%01&1:&2:"':&/[:0‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1—pa=P [F/<V17V2§¢A> > F(vi,v9;1 — CY)} )

ouvy=I—-letvy=I1JK(L—-1), F(I—-1,IJK(L—1);1—«) est le 100(1 — a) quantile
de la loi de Fisher & [ —1 et IJK (L —1) degrés de liberté et F' (I —1,IJK(L—1);$4) est
une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et IJK (L — 1) degrés
de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité

normalisé ¢4 vaut :
1 |JKL K,
$a= AN ; ;.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese
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Ho : (045)1,1 = (aﬁ)lz == (045)1,J = (045)2,1 == (045)1,J =0
contre

H; : Il existe (i, o) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — S4p5 est donnée par la formule suivante :
1—Bap="P [FI(V17V2; ¢ap) > F(v1,v2;1 — 04)} )

ouvy =L —-1)(J—-1)etwvy=IJK(L-1), F(I—-1)(J—1),IJK(L—1);1— a) est
le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & (I — 1)(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F'((I —1)(J — 1), IJK(L — 1); ¢4p) est une variable aléatoire qui suit une loi
de Fisher non-centrale & (I —1)(J — 1) et IJK (L — 1) degrés de liberté et de parametre
de non-centralité normalisé ¢ 45. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢ 45 vaut :

KLY > (aB);

i=1j=1

(I-1)(J-1)+1

$ap = —

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4pc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho - (0457)1,1,1 = (CYBV)LLQ == (0457)1,17K = (0457)2,1,1 == (OZBV)I,J,K =0

contre

F 2 3 iy jos ko) € 11,2, I} x 41,2, T x {12, K} | (aB7)iggoky 7 O-

Cette puissance 1 — S4pc est donnée par la formule suivante :
1 —Bapc =P [F/(VMVQ? bapc) > F(vi,v2;1 — Oé)] :

ouvy ={[-1)(J-1)(K-1)etvy =IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K—-1),IJK(L-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher & (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté et F'((I — 1)(J — 1)(K — 1), IJK(L — 1); ¢apc) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher non-centrale a (I — 1)(J — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4pc. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ opc vaut :

10.6.2. Modele a effets aléatoires
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.2.2]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese
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Ho: 04 =0
contre
H, : 04 #0.

La loi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(v,v;1 — )
JKLO’% ’
0%+ Lopo + KLo?p + JLo%

1—p4=P F(Vl,V2)>

1+
ouvy =1—1et

2
(55 + S%c — Sanc)

(he) (he) (hee)
I-HJ-1) ([U-1)(K-1) (I-1)J-1)(K-1)

Vg =

F(I —1,19;1 — ) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés de
liberté et F'(I — 1,14) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I — 1 et 15
degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous
serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A4 suivante :

K Lo?
AA:JMF Jh Lo

0%+ Lo4pe + KLo%g + JLo%

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B4, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — 45 est donnée par la formule suivante :

F(Vl, Vo, 1-— Oé)
KL%z |’
0%+ Lo?ge

1= Bap =P |F(v,1n) >

ouvy=[—-1)(J-1etvo=I-1)(J—-1)(K—-1), F({-1)(J—1),(I=1)(J—1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«a) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (/—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F((I — 1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J — 1) et (I —1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
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nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \4p suivante :

K Lo?
Aap =1+ 55—
0?+ Lojge

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Sapc, ou [Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.42 —

contre
H, : 04pc # 0.

Cette puissance 1 — S4pc est donnée par la formule suivante :

F(v, ;1 — )
LUZBC

1 _5ABC =P F(Vl,VQ) >

)

1+

o2

ouvy =([-1)(J-1)(K—-1)et vy =IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et [JK (L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A4pc suivante :

2
Loape

Aapec = A\/1+ 5 -
g

La différence fondamentale entre ce cas et le cas ou le facteur est a effets fixes, exposé au
paragraphe [10.6.1}, est que le calcul de la puissance repose une loi de Fisher et non sur
une loi de Fisher non-centrale.

10.6.3. Modele a effets mixtes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [5.3.2]

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes, A et B, et un facteur C est a
effets aléatoires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

%01041:&2:"':(1[:0‘

contre

H;y : 1l existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.
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Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,(I-1)(J = 1);¢a) > F(I = 1,(I = 1)(J = 1);1 = a)],

ou F(I —1,(I —1)(J—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
(I —1)(J — 1) degrés de liberté et F'(I —1,(1 —1)(J —1); ¢4) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I — 1 et (I — 1)(J — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢,. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4
vaut :

I
JKLY of

ba= \| .
I(c%2+ JLo3%.)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 5o, ou B¢ est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

Ho: 0l =0
contre
Hy : ok #0.

Cette puissance 1 — ¢ est donnée par la formule suivante :

FK —1,1JK(L —1);1—a)
IJjo? ’
2

1—-Be=P|F(K-1,IJK(L-1)) >
1+

o

ou F(K—-1,IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — ) quantile de la loi de Fisher a K — 1 et
IJK(L —1) degrés de liberté et F'(K —1,IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher a K —1 et [JK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l'aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité
Ac suivante :

IJo?,

5 -

)\C: 1+
g

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p, ou Bap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : (aﬁ)l,l = (Olﬁ)lz == (Olﬁ)l,J = (045)2,1 == (CM@)I,J =0
contre

H, : Il existe (4o, J0) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que (af);,j, # O.

Cette puissance 1 — 845 est donnée par la formule suivante :

1- 5AB =P [F/<V1, Vo] ¢A3) > F(I/l,VQ; 1— og)} ,
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oty =I—-1)(J=1Detvo=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—-1),(I-1)(J-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F'((I—1)(J—1),(I—1)(J —1)(K —1); ¢ap) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a (I —1)(J —1) et (I —1)(J —1)(K — 1) degrés de
liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4p. Ce parametre de non-centralité
normalisé ¢ 45 vaut :

I J

KL Z Z(aﬁ)?j

P48 =N T DT~ )+ D0 + Lope)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4c, ou [Bac est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : 050 =0

contre

Hy : 04c # 0.

Cette puissance 1 — S4¢ est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 — )
JLo%, |’

o2
oty = (I — 1)K —1) et v, = IJK(L — 1), F((I — 1)(K — 1),IJK(L — 1);1 — a)
est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher & (I —1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F'((I — 1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de

Fisher a (/ —1)(K —1) et IJK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité

Ao suivante :
JLd%
Aac = A1+ 5 -
o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4pc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

1—Bac=P F(Vl,V2)>
1+

. o~2 _
:}CO'O_ABC_O

contre

Cette puissance 1 — S4p¢ est donnée par la formule suivante :

F(vi, ;1 — )
LU,%ch

1_ﬁABC =P F(Vl,VQ) >

)

1+

o2
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ourvy = I-1)(J-1)(K—-1)etvy =IJK(L-1), F(I-1)(J—1)(K—1),IJK(L—-1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et [JK(L—1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A4pc suivante :

2
Loipe

)\ABC: 1+ 5 -

o
Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-

toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou G4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du pseudo test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

%03@1:&2:"':&]:0‘

contre

Hy - I existe 49 € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Laloi de la statistique de ce test n’est connue que de maniere approximative. Nous pouvons
néanmoins calculer la puissance de ce pseudo test F.
Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

1= Ba =P [F (1,12, 64) > F(vr, 05,1 — a)],
ouvy =1—1et

2
(sis + s4c — SaBc)

(he) . (he) (hwe)
I-DU-1) T-DE-1) " T-HJ-HE-1)

Vo =

F(I — 1,151 — @) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et vy degrés
de liberté et F' /(] — 1,15, 04) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-
centrale a I — 1 et 15 degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé ¢ 4.
Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
) JKLY o7
i=1

R\ e Lo% e + KLo%, + JLo2 o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — g, ou Bg est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho:0%5=0
contre
Hy 0% #0.
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Cette puissance 1 — g est donnée par la formule suivante :

F(J-1,(J-1)(K—-1);1-a)
IKLo%, !
02+ I Lok

- B =P |F(J—1,(J —1)(K — 1)) >

1+

ou F(J—1,(J —1)(K —1);1 —a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a J — 1
et (J —1)(K — 1) degrés de liberté et F'(J —1,(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a I — 1 et (J —1)(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap suivante :

IKLo?
Ap= |1+ "L
b \l +02+ILJ%C

Nous nous intéressons a la puissance 1 — S4p5, ou Sap est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 045 =0

contre

Hy : 045 #0.

Cette puissance 1 — S4p5 est donnée par la formule suivante :

F(r,v;1 — )
KLd%g |’
0%+ Lo?ge

1—pBup=P F(Vl,V2)>

ouvy=UI—-1)(J=-1Detvyo=I-1)(J-1)(K-1), F(I-1)(J—=1),(I-1)(J—-1)(K —
1); 1—a) est le 100(1—«) quantile de la loi de Fisher a (I—1)(J—1) et (I—1)(J—1)(K—1)
degrés de liberté et F/((I —1)(J —1),(I —1)(J — 1)(K — 1)) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher a (I —1)(J —1) et (I — 1)(J — 1)(K — 1) degrés de liberté. Si
nous cherchons a évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent
amenés a évaluer la quantité \,p suivante :

K Lo?
AB \l + o2 + Lo? e

Nous nous intéressons a la puissance 1 — B, ou Sgc est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho: 0% =0

contre

Hy : oo # 0.
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Cette puissance 1 — fg¢ est donnée par la formule suivante :

F(v, ;1 — )

1—Bpe =P |F(v,1n) >

)

2
14+ K178
ag

ourvy, = (J—-1)(K—-1)et vy = I[JK(L—-1), F(J—-1)(K —-1),IJK(L —1);1 — «)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (J — 1)(K — 1) et IJK(L — 1) degrés de
liberté et F((J — 1)(K —1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a (J—1)(K —1) et IJK(L —1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette
puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité

Apc suivante :
o2
Ao = |1+ KL-=EC.
o

Nous nous intéressons a la puissance 1 — Sapc, ou Sapc est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.2 —

contre

Cette puissance 1 — S4p¢ est donnée par la formule suivante :

F(l/l, Va3 1— Oé)
Lo’ipc
L+ =
ouvy =([I-1)(J-1)(K—1)et vy =IJK(L-1), F(I-1)(J-1)(K-1),IJK(L—1);1—«)
est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L — 1) degrés
de liberté et F'((I —1)(J —1)(K —1),IJK (L —1)) est une variable aléatoire qui suit une
loi de Fisher a (I —1)(J —1)(K —1) et IJK(L—1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a ’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité A apc suivante :

1 — Bapc =P |F(v1,12) >

I

Lo?
Aape = {1+ —2BC

o2

10.7. Analyse de la variance a trois facteurs totale-
ment emboités

Les idées développées dans la section précédente sur le calcul de la puissance a pos-
teriori ou la détermination du nombre de répétitions minimal pour obtenir un niveau de
puissance supérieur ou égal a une valeur cible 1 — 3y sont directement transférables aux
tests étudiés dans cette section a condition de remplacer les formules par celles qui sont
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exposées ci-dessous.

La puissance calculée pour chacun des tests ne dépend pas du risque de premiere espece
fixé pour les autres tests. Ceci permettrait de calculer la puissance des tests du tableau de
I’analyse de la variance méme si le seuil de chaque test varie en fonction du test considéré.
Voir le paragraphe pour plus de détails sur la gestion des risques de premiere espece
des tests du tableau de 'analyse de la variance.

10.7.1. Modele a effets fixes
Nous reprenons ici les notations du paragraphe [6.1.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothése

g’foial:()ég:"':a/]:o‘

contre

H; : 1 existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I-1,1JK(L=1);¢a) > F(I - 1,[JK(L—1);1-a)],

oun F(I —1,IJK(L —1);1— «a) est le 100(1 — o) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
TJK(L —1) degrés de liberté et F'(I —1,IJK(L —1);¢4) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher non-centrale a I —1 et [JK (L —1) degrés de liberté et de parameétre
de non-centralité normalisé ¢4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
b= — @Za

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

contre

Hy : 1l existe (io, o) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que Bjya,) # 0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :
1= Bacy = P[F (1] = 1), ITK(L = 1);6pa)) > F(I(J = 1), LIK(L — 1);1 - a)]
ou F(I(J—1),IJK(L—1);1—a) estle 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(J —1)

et IJK (L —1) degrés de liberté et F'(1(J —1),IJK(L—1); ¢5) est une variable aléatoire
qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et de
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parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé
®p(a) vaut :

I J
KLY Y B

é L i=1j=1
BOZ N T =1 +1

Nous nous intéressons a la puissance 1— /3¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test I’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

Ho : M) = r2a0) = 0 = VEQW) = NaE) = 0 = YE@) =0

contre

j’(l = (io,jo,ko) € {1,2,,[} X {1,2,,J} X {1,2,,[(} ‘ fyko(jo(io)) %0

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

1= Beway =P [F (vi,v0; 60pa)) > Flon,ve;1—a)| |

ouvy =IJ(L—=1)etvy=1JK(L—-1), F(IJ(L—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — «)
quantile de la loi de Fisher & I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
1),IJK(L —1); ¢c(B(ay)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher non-centrale
alJ(L—1)et IJK(L—1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité normalisé
dc(B(a))- Ce parametre de non-centralité normalisé ¢c(p(ay) vaut :

10.7.2. Modele a effets aléatoires

Nous reprenons ici les notations du paragraphe [6.2.1]

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

Ho: 04 =0
contre
H, : 04 #0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :

F(I—1,1(J —1);1—a)
JKLo? ’
o2+ LO’%‘B‘A + KLU?BM

1—Ba=P|FI—-1,1(J—-1)) >
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ou F(I —1,1(J —1);1 — ) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a (I — 1) et
I(J—1) degrés de liberté et F'(I —1,1(J—1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de
Fisher a I — 1 et I(J — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a
I’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A4 suivante :

JK Lo
Aa= |1+ 2 A 2
o —|—L0’C‘B‘A—|—KLO'B|A

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

J‘CO:UZBM:O

contre

9’(1:0?3|A7£0.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

F(I(J—-1),IJ(K—-1);1—a«)
N KLog, ’
0% + LoC|B|A?

L~ By =P | F(I(J ~ 1), TI(K — 1)) >

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F(I(J — 1), IJ(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a 1’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap4) suivante :

KLO'%M
Apoay = |1+ .
B \l 0% + LoC|B|A?

Nous nous intéressons a la puissance 1— B¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxiéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

. A2 —

contre

Hy e aé‘B‘A # 0.

Cette puissance 1 — B¢ (p(a)) est donnée par la formule suivante :

F(r,v 1l —«
1= Bopay =P | F(n,ve) > (1L2<72 i
14 2ociBiA
o2

oty = IJ(L—1) et vy = [JK(L—1), F(IJ(L—1),IJK(L—1);1—a) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher a I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
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1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I.J(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a l'aide d'une
table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A\c(p(a)) suivante :

2
LUC\B\A

Aoy = \[1+— 3

10.7.3. Modele a effets mixtes
Nous reprenons ici les notations du paragraphe

Premier cas : Deux facteurs sont a effets fixes et un facteur est a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — F4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de I’hypothese

%03@1:&2:"':0[]:0‘

contre

Hy : existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
1= Ba=P[F(I-1,1J(K =1);¢4) > F(I = 1,IJ(K = 1);1-a)],

ou F(I —1,IJ(K —1);1 — a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I — 1 et
IJ(K —1) degrés de liberté et F'(I —1,1J(K —1);¢4) est une variable aléatoire qui suit
une loi de Fisher non-centrale & I — 1 et IJ(K — 1) degrés de liberté et de parametre de
non-centralité normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

I
JKLY o}

Pa = = :
I (02 + KU?JIBIA)

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 84y, olt Bp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de I'hypothese

Ho : By =By =+ =By =Bz = =B =

contre

Hy « 1l existe (i, Jo) € {1,2,..., 1} x {1,2,...,J} tel que Bj,a,) # 0.

Cette puissance 1 — 8p(4) est donnée par la formule suivante :

!

1= Bpay =P [F(I(J = 1), IJ(K = 1); pa)) > F(I(J = 1), LJ(K = 1);1 = a)],

ou F(I(J—1),I1J(K —1);1—a) est le 100(1 — «) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K —1) degrés de liberté et F' (I(J — 1), IJ(K —1); ¢p(a)) est une variable aléatoire
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qui suit une loi de Fisher non-centrale a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté et de
parametre de non-centralité normalisé ¢p(4). Ce parametre de non-centralité normalisé

¢p(a) vaut :

I J
> B

KL i=1 j=1
I(J-1) —|—102+L0%|B|A'

O B(A)

Nous nous intéressons a la puissance 1—8¢(p(4)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.2 _

contre

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

F(v,v 1l —«
1 = Bewpuy) =P | Fn,n) > (1L20éBA) ’
1+ —PA
g

ouwvy=I1J(L—-1)etvy,=1JK(L—-1), FIJ(L—1),IJK(L—1);1—a) estle 100(1 — «)
quantile de la loi de Fisher a I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a I.J(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a l’aide d'une
table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A\c(p(a)) suivante :

2
LOC|B\A
R

Acpay) = \[1+—_

Deuxiéme cas : Un facteur est a effets fixes et deux facteurs sont a effets aléa-
toires.

Nous nous intéressons a la puissance 1 — G4, ou 4 est le risque de commettre une erreur
de deuxieme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

J{O:alza2:~~':a1:0‘

contre

H; : Il existe ig € {1,2,...,1} tel que oy, # 0.

Cette puissance 1 — 34 est donnée par la formule suivante :
L= Ba=P[F(I=1,1(J=1);6a) > F(I = 1,1(J = 1);1-a)],

ou F(I—1,1(J—1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I —1 et I(J —1)
degrés de liberté et F'(I — 1,1(J — 1);¢4) est une variable aléatoire qui suit une loi de
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Fisher non-centrale a I —1 et I(J —1) degrés de liberté et de parametre de non-centralité
normalisé ¢ 4. Ce parametre de non-centralité normalisé ¢4 vaut :

1
JKLY o

Pa = =l :
I(02+ KLo}, + Lo )

Nous nous intéressons a la puissance 1 — 8p(4), ol Sp(4) est le risque de commettre une
erreur de deuxieéme espece, du test [’ d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

}CO:JQBM:O

contre

9{1:0%|A7EO.

Cette puissance 1 — Bp(a) est donnée par la formule suivante :

F(I(J—-1),IJ(K—-1);1—«)
N KLog, ’
0% + LoC|B|A?

L~ By =P | F(I(J — 1), I(K — 1)) >

ou F(I(J—1),IJ(K —1);1—a) est le 100(1 — a) quantile de la loi de Fisher a I(J — 1)
et IJ(K — 1) degrés de liberté et F'(I(J —1),1J(K — 1)) est une variable aléatoire qui
suit une loi de Fisher a I(J — 1) et IJ(K — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a
évaluer cette puissance a l’aide d’une table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer
la quantité Ap4) suivante :

KLo% ,
Mgy = |1+ A
B \l 0%+ LoC|B|A?

Nous nous intéressons a la puissance 1— B¢ (p(a)), ot Bo(p(a)) est le risque de commettre une
erreur de deuxieme espece, du test F' d’analyse de la variance pour le test de 'hypothese

.2 —

contre

H o U%’\B|A # 0.

Cette puissance 1 — B¢(p(a)) est donnée par la formule suivante :

Fr, ;1 —«a
1 — Bey =P | F(n,1n) > (1;02 ) ,
14 C|23|A
g

oty = IJ(L—1) et vy = [JK(L—1), F(IJ(L 1), [JK(L—1);1—a) est le 100(1 — )
quantile de la loi de Fisher a I.J(L — 1) et IJK(L — 1) degrés de liberté et F'(IJ(L —
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1),IJK(L — 1)) est une variable aléatoire qui suit une loi de Fisher a IJ(L — 1) et
IJK(L — 1) degrés de liberté. Si nous cherchons a évaluer cette puissance a l’aide d'une
table, nous serons le plus souvent amenés a évaluer la quantité A\c(p(a)) suivante :

2
Lo¢pia

/\C(B(A)) =1/1+ 52 .
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Chapitre 11

Exemples

11.1. Analyse de la variance a un facteur

11.1.1. Carburateurs

Nous voulons tester quatre types de carburateurs : Ay, Ay, A3 et A4. Pour chaque type de
carburateur nous disposons de six pieces qui sont montées successivement en parallele sur
quatre voitures que nous supposons avoir des caractéristiques parfaitement identiques.
Le tableau ci-dessous indique pour chacun des essais la valeur d'un parametre lié a la
consommation :

H E'ssai ‘ Al ‘ A2 ‘ A3 ‘ A4 H
1 21 | 23 | 18 | 20
24 12311921
25 | 32 | 28 | 25
20123119 15
3413212429
17115 (14| 9

S O = W N

Partie I :

Dans cette partie nous ne tenons pas compte de la possible influence de I'ordre dans
lequel les essais ont été effectués.

Une représentation graphique de la Consommation en fonction du Carburateur est don-
née par la figure ci-apres.

a) Proposer une méthode statistique permettant d’étudier 'influence des modalités du
facteur Clarburateur sur la Consommation. Enoncer le modele et les hypotheses

1. Les données de cet exercice sont tirées du livre de Georges Parreins [Par74].
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nécessaires au modele que vous projetez d’utiliser. Ce modele comporte-t-il des
répétitions ?

b) Il y a-t-il des différences entre les Carburateur? Quelles sont les estimations des
coefficients du modele? Si nécessaire, comparer les différents niveaux du facteur
Carburateur.

Boites a moustaches de Consommation par Carburateur

30 —

20 —

Consommation

I I I I
A1l A2 A3 A4

Carburateur

FIGURE 11.1 — Graphique : Boite a moustaches des données.

Eléments de corrigé : Carburateurs
Partie I :

Dans cette partie nous ne tenons pas compte de la possible influence de 1'ordre dans
lequel les essais ont été effectués.

a) La variable a expliquer, Consommation, est une variable continue. La variable ex-
plicative que nous considérons, le type de carburateur, C'larburateur, est qualitative
et controlée. Le plan qui a été utilisé pour réaliser ’expérience comporte des ré-
pétitions, nous pouvons donc essayer de nous servir d’'un modele d’analyse de la
variance a un facteur controlé.

Nous introduisons le modéle :

Yij=pn+toa+e;, i=1...4 7=1...6,
4

avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,
i=1
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ou Y; ; la consommation de la voiture équipée du carburateur ¢ lors du j—eme essai.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,5),1<i<4, 1<j<6, Lle,) =
Cov(e;j,ery) =0si (4,5) # (k1) avec 1 < i,k <4, et 1 < 4,1 <6.

Ce modele comporte 6 répétitions pour chaque niveau du facteur. Il s’agit donc d'un
plan expérimental équilibré.

b) Nous commengons par vérifier que les conditions d’utilisation du modele introduit
a la question a) sont bien vérifiées. Pour cela nous calculons les résidus du modele.

1. Le protocole expérimental indique que nous pouvons faire comme si chacun
des 24 carburateurs utilisés au cours de ’expérience a été monté sur une méme
voiture. Nous supposons négligeable la dégradation des véhicules suite a leur
utilisation répétée au cours de 'expérience. Ces considérations nous permettent
de supposer que les erreurs ¢; ; sont indépendantes.

2. Nous effectuons un test d’homogénéité des variances des erreurs :

L2 _ 2 2 2
Ho : 0] =05 =05 =0}

contre

H; : 1l existe une variance différente des autres.

Puisque nous ne connaissons pas la loi des erreurs, nous faisons un test non-
paramétrique, celui de Levene, sur les résidus du modele :

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur
Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,194
P : 0,899

Puisque la p—valeur du test est strictement supérieure au seuil o = 5 %, le
test est non significatif et nous ne pouvons rejeter '’hypothese nulle Hy. Ainsi
au niveau o = 5 %, il n’y a pas de différences significatives entre les variances
des erreurs.

3. Nous nous intéressons désormais a la normalité des erreurs. Nous cherchons
si nous pouvons faire I'hypothese que les résidus sont des réalisations d’une
variable aléatoire € dont la loi est une loi normale.

j‘fo : L(E) =N
contre
Hy : L(e) #N.

Nous utilisons alors le test de Ryan-Joiner :

W-test pour la normalité
R: 0,9868
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
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Comme la p—valeur est strictement supérieure a 0,1000, elle est a fortiori
strictement supérieure a 0,05 qui est le seuil du test. Nous en déduisons que
le test n’est pas significatif au niveau o = 5 % et que nous ne pouvons donc
pas rejeter 'hypothese nulle Hy. Il n’y a pas de différences significatives entre
la loi de € et une loi normale, au seuil o = 5 %.

. Comme I’hypothése de normalité des erreurs n’a pas été rejétée a la question

3., nous nous intéressons a nouveau a l’hypothese d’homoscédasticité portant
sur les erreurs.

L2 2 2 2

contre

H; : Il existe une variance différente des autres.

Il est maintenant possible d’'utiliser le test paramétrique de Bartlett puisque
ses conditions d’application, normalité des erreurs, sont vérifiées.

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur
Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 0,650
P : 0,885

Le test n’est pas significatif car 0,885 est strictement supérieur & a = 5 %.
Nous ne pouvons rejeter ’hypothese nulle Hy au seuil o = 5 %.

Toutes les conditions d’application du modele de 'analyse de la variance a un
facteur sont vérifiées. Déterminons si le facteur Carburateur a un effet sur la
Consommation. Nous testons donc les hypotheses :

g‘(oSOq:OéQZO./g:Oq:O‘

contre

H; : 1l existe ig € {1,2,3,4} tel que oy, # 0.

Nous consultons alors le tableau de I’analyse de la variance

Facteur Type Niveaux Valeurs
Carburat fixe 4 Al A2 A3 A4

Analyse de la variance pour Consomma, en utilisant la SC
ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
Carburat 3 100,83 100,83 33,61 0,89 0,464
Erreur 20 757,00 757,00 37,85

Total 23 857,83

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I'hypothese nulle H, est de
0,464. Elle est strictement supérieure & o = 5 % : le test n’est pas significatif a
ce seuil. Nous ne pouvons rejeter 'hypothese nulle H, d’absence d’effet du fac-
teur Carburateur sur la Consommation. Ainsi au niveau a = 5 %, le facteur
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Carburateur n’a pas d’effet significatif sur la Consommation. En prenant cette
décision, nous risquons de commettre une erreur de deuxieme espece, il convient
donc de calculer la puissance du test. A Paide de 'entrée ANOVA & un facteur
controlé du sous menu Puissance et effectif de I’échantillon du menu Stat de
Minitab®, nous obtenons le résultat suivant :

Puissance et effectif de 1’échantillon
ANOVA & un facteur contrélé

Sigma = 6,152 Alpha = 0,05 Nombre de niveaux = 4

Effectif de Différence
Moyennes SC 1’échantillon Puissance maximale
11,6838 6 0,1555 4,834

La Différence mazximale correspond a l'écart le plus important en valeur abso-
lue entre les estimations des différents niveaux du facteur. Ici c’est la valeur de
Ay — Ay = 4,834 qui est la plus élevée. La puissance a posteriori est donc tres
faible : 0,1555 par rapport a la valeur de 0,80 qui est considérée comme étant ac-
ceptable. Nous aurions pu améliorer la puissance du test en augmentant le nombre
de répétitions.

Puissance et effectif de 1’échantillon

ANOVA & un facteur contrdolé

Sigma = 6,152 Alpha = 0,05 Nombre de niveaux = 4
Effectif de Puissance Puissance Différence
Moyennes SC 1’échantillon cible réelle maximale
11,6838 37 0,8000 0,8084 4,834

Nous constatons qu’il aurait fallu 37 répétitions, donc 148 carburateurs, pour obte-
nir une puissance d’au moins 0,80. Nous aurions multiplié par plus de six 'ampleur
de I'étude qui a été réalisée...

Les estimations des coeflicients du modele sont :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 22,083 1,256 17,58 0,000
Carburat

Al 1,417 2,175 0,65 0,522
A2 2,583 2,175 1,19 0,249
A3 -1,750 2,175 -0,80 0,431

Nous en déduisons que :

a(y) = 22,083, aq(y) =1,417, az(y) = 2,583,
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en utilisant la relation 37, @;(y) = 0 qui se déduit de la relation vérifiée par les
estimateurs >, @; = 0.

Nous remarquons que c’est le carburateur A4 qui fait consommer le moins de carbu-
rant. Toutefois, puisque nous n’avons pas pu rejeter I’hypothese nulle Hy d’absence
d’effet du facteur Carburateur sur la Consommation au seuil a = 5 %, ce compor-
tement n’est pas significativement différent des autres au seuil a = 5 %.

Au seuil @ = 5 %, I’hypothese nulle Hy d’absence d’effet du facteur Carburateur
sur la Consommation n’a pu étre réfutée, nous ne devons donc pas faire de
comparaisons multiples de 'effet des différents niveaux du facteur Carburateur.

11.2. Analyse de la variance a deux facteurs

11.2.1. Sans répétition

Carburateurs (suite et ﬁn)

Partie 11 :

Apres avoir effectué I'analyse de la premiére partie nous apprenons que tous les essais
numéro 1 ont été réalisés un lundi, tous les essais numéro 2 un mardi, ..., tous les essais
numéro 6 un samedi.

Nous décidons donc dans cette partie de tenir compte de la possible influence de 'ordre
de réalisation des essais, c¢’est-a-dire du facteur E'ssaz.

Une représentation graphique de la Consommation en fonction de Essai est donnée par
la figure ci-dessous.

a) Proposer une méthode statistique permettant d’étudier conjointement 'influence du
facteur Carburateur et du facteur Essai sur la consommation. Enoncer le modeéle
et les hypotheses nécessaires au modele que vous projetez d’utiliser. Ce modele
comporte-t-il des répétitions ?

b) Il y a-t-il des différences entre les carburateurs? Il y a-t-il des différences dues a
I'ordre de réalisation des essais? Quelles sont les estimations des parametres du
modele ? Si nécessaire, comparer les différents niveaux du facteur Carburateur ainsi
que les différents niveaux du facteur Essai.

Eléments de corrigé : Carburateurs (suite et fin)

2. Les données de cet exercice sont tirées du livre de Georges Parreins [Par74].
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Boites a moustaches de Consommation par Essai

30 —

Consommation

10 — I

FIGURE 11.2 — Graphique : Boite a moustaches des données.

Partie 11 :

Apres avoir effectué I'analyse de la premieére partie nous apprenons que tous les essais
numéro 1 ont été réalisés un lundi, tous les essais numéro 2 un mardi, ..., tous les essais
numéro 6 un samedi.

Nous décidons donc dans cette partie de tenir compte de la possible influence de 'ordre
de réalisation des essais, c¢’est-a-dire du facteur Essaz.

a) La variable a expliquer, Consommation, est une variable continue. Les variables
explicatives que nous considérons, le type de carburateur, Carburateur, et le jour
de l'essai, F'ssai, sont qualitatives et controlées. Le plan qui a été utilisé pour réali-
ser I'expérience ne comporte pas de répétitions, nous pouvons donc essayer de nous
servir d’'un modele d’analyse de la variance a deux facteurs controlés sans répétition.

Nous introduisons le modéle :
Yij=p+a;+Bj+ey i=1...4 j=1...6,

4 6
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0 et Z Bj =0,
i=1 j=1
ou Y; ; la consommation de la voiture équipée du carburateur ¢ lors du j—eme essai.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :
N (Z)])u 1 < 1 < 47 1 g] < 67 L<€i,j> - N(0702)7
Cov(e;j, ery) =0si (4,5) # (k1) avec 1 < i,k <4et 1<), <6.
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Ce modele ne comporte aucune répétition pour aucun des niveaux du facteur. Il
s’agit d'un plan expérimental équilibré.

b) Nous commengons par vérifier que les conditions d’utilisation du modele introduit

a la question a) sont bien vérifiées. Pour cela nous calculons les résidus du modele.

1. Le protocole expérimental indique que nous pouvons faire comme si chacun

des 24 carburateurs utilisés au cours de 'expérience a été monté sur une méme
voiture. Nous supposons négligeable la dégradation des véhicules suite a leur
utilisation répétée au cours de 'expérience. Ces considérations nous permettent
de supposer que les erreurs ¢; ; sont indépendantes.

Il n’est pas possible de tester 'hypothese d’égalité des variances des erreurs H,
ci-dessous a l'aide des données expérimentales dont nous disposons puisque le
plan utilisé ne comporte pas de répétitions.

o2 _ 2 _ 2 _ 2
j—CO.0'11_..._0'41_..._0'1’6_..._0'476

) )

contre

H, : 1l existe une variance différente des autres.

Par contre nous savons que si I’hypothese nulle globale 3y ci-dessus est véri-
fiée, alors chacune des deux hypotheses nulles 9{6 d’homogénéité des variances
des erreurs par rapport au facteur Carburateur et J'Cg d’homogénéité des va-
riances des erreurs par rapport au facteur Fssai doivent I’étre également. Nous
effectuons deux tests d’homogénéité des variances des erreurs :

/

.2 _ 2 _ 2 _ 2
Ho = Oc1 = 0c2=0,3 =04

contre

/ . . . z
J, : Il existe une variance différente des autres pour C'arburateur.

n.o 9 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 9
Ho - Oe1 =02 =0c3=0cy =0¢5=0¢5

contre

1! - . . 7 o
J; : 1l existe une variance différente des autres pour Essaz.

Puisque nous ne connaissons pas la loi des erreurs, nous utilisons un test non-
paramétrique, celui de Levene, sur les résidus du modele :

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,842
P : 0,487

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Essai
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Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,925
P : 0,488

Puisque les p—valeurs des tests sont strictement supérieures au seuil o = 5 %,
les tests sont non significatifs et nous ne pouvons rejeter les hypotheses nulles
H, et H,.

3. Nous nous intéressons désormais a la normalité des erreurs. Nous cherchons
si nous pouvons faire I'hypothese que les résidus sont des réalisations d’une
variable aléatoire € dont la loi est une loi normale.

j‘fo : L(E) =N
contre
Hy : L(e) #N.

Nous utilisons alors le test de Ryan-Joiner :

W-test pour la normalité
R: 0,9725
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Comme la p—valeur est strictement supérieure a 0, 1, elle est a fortior: stric-
tement supérieure a 0,05 qui est le seuil a du test. Nous en déduisons que le
test n’est pas significatif au niveau o = 5 % et que nous ne pouvons donc pas
rejeter I'hypothese nulle Hy. Il n’y a pas de différences significatives entre la
loi de € et une loi normale, au seuil o = 5 %.

4. Comme I’hypotheése de normalité des erreurs n’a pas été rejetée a la question
3., nous nous intéressons a nouveau a I’hypotheése d’homoscédasticité portant
sur les erreurs.

Pour les mémes raisons qu’au 2., il n’est pas possible de tester I'hypothese
d’égalité des variances des erreurs H :

o420 _ 2 —
%0_01’1_..._04’1_..._0

_ _ 2
6= """ =046

contre

H; : 1l existe une variance différente des autres.

Nous nous intéressons aux deux hypotheses nulles J-Cé d’homogénéité des va-
riances des erreurs par rapport au facteur Carburateur et ng d’homogénéité
des variances des erreurs par rapport au facteur Essai. Nous effectuons deux
tests d’homogénéité des variances des erreurs :

r. 9 9 _ 2 _ 2
Ho - Oc1 = 0c2=0,3=0cy

contre

/ . . . ’
J, : 11 existe une variance différente des autres pour C'arburateur.

moo2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ _2
:H:O '06,1_0672_0673_08,4_06,5_06,6

contre

11 . . . ’ N
J(, : 1l existe une variance différente des autres pour Essaz.
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Il est maintenant possible d’'utiliser le test paramétrique de Bartlett puisque
ses conditions d’application, normalité des erreurs, sont vérifiées.

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Carburateur

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 1,930

P : 0,587
Test de 1’égalité des variances
Facteurs Essai

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 3,525
P : 0,620

Puisque les p—valeurs des tests sont strictement supérieures au seuil o = 5 %,
les tests sont non significatifs et nous ne pouvons rejeter les hypotheses nulles

H, et H,.

Toutes les conditions d’application du modele de I’analyse de la variance a deux fac-
teurs controlés sans répétition sont vérifiées. Déterminons si le facteur Carburateur
ou le facteur Essai a un effet sur la Consommation. Nous testons donc les hypo-

theses :

/

Hy:ag=as=a3=04=0

contre

3, : 1 existe i € {1,2,3,4} tel que a;, # 0.

Ho:Pi=Po=Ps=P1=P05=06=0
contre

H; : 1l existe jo € {1,2,3,4,5,6} tel que B, # 0.

Nous consultons alors le tableau de ’analyse de la variance

Facteur Type Niveaux Valeurs
Carburat fixe 4 Al A2 A3 A4
Essai fixe 6 123456

Analyse de la variance pour Consomma, en utilisant la SC
ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
Carburat 3 100,833 100,833 33,611 5,99 0,007
Essai 5 672,833 672,833 134,567 23,98 0,000
Erreur 15 84,167 84,167 5,611

Total 23 857,833

204

Outils élémentaires de statistique appliquée



11.2 Analyse de la variance a deux facteurs

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I'hypothese nulle 5—(6 est de
0,007. Elle est inférieure ou égale & « = 5 % : le test est significatif & ce seuil. Nous
devons rejeter ’hypothese nulle ﬂ-C:) d’absence d’effet du facteur Carburateur sur
la Consommation et décider I'hypothese alternative I, d’existence d’un effet du
facteur Carburateur sur la Consommation. Ainsi au niveau a = 5 %, le facteur
Carburateur a un effet significatif sur la Consommation. En prenant cette déci-
sion, nous risquons de commettre une erreur de premiere espece, le risque associé a
la décision est donc de 5 %.

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I’hypothese nulle 5{3 est de
0,000. Elle est inférieure ou égale & o = 5 % : le test est significatif a ce seuil.
Nous devons rejeter ’hypothese nulle K d’absence d’effet du facteur Essai sur
la Consommation et décider I'hypothese alternative H| d’existence d'un effet du
facteur Essai sur la Consommation. Ainsi au niveau a = 5 %, le facteur Essai a
un effet significatif sur la Consommation. En prenant cette décision, nous risquons
de commettre une erreur de premiere espece, le risque associé a la décision est donc
de 5 %.

Nous constatons que, contrairement a ce que nous avions pu montrer dans la par-
tie I, nous arrivons a mettre en évidence un effet du facteur Carburateur sur la
consommation. Il semblait nécessaire de prendre en compte ce facteur supplémen-
taire, F'ssai, a la vue des boites a moustaches qui étaient reproduites dans 1’énoncé.
La variabilité importante associée au jour ou 'essai a été réalisé, liée par exemple a la
densité du traffic automobile, masquait les variations liées au facteur Carburateur.

Les estimations des coefficients du modeéle sont :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 22,0833 0,4835 45,67 0,000
Carburat

Al 1,4167 0,8375 1,69 0,111
A2 2,5833 0,8375 3,08 0,008
A3 -1,7500 0,8375 -2,09 0,054
Essai

1 -1,583 1,081 -1,46 0,164
2 -0,333 1,081 -0,31 0,762
3 5,417 1,081 5,01 0,000
4 -2,833 1,081 -2,62 0,019
5 7,667 1,081 7,09 0,000

Nous en déduisons que :

fi(y) = 22,083, ai(y)=1,417, aa(y) = 2,583,
@s(y) = —1,750, a@i(y) = —2,250,

Bi(y) = —1,583, Ba(y) = 0,333, Py(y) = 5,417,

Baly) = —2,833, Bs(y) = 7,667, [Gs(y) = —8,335,

en utilisant les relations i, @;(y) = 0 et 35_, B;(y) = 0 qui sont des conséquences
de celles vérifiées par les estimateurs Zle a; =0 et Z?:1 B; =0.

Nous remarquons que les estimations des coefficients associés aux carburateurs sont
les mémes que celles obtenues a la partie I. Il en va toujours de méme lorsque le
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plan est équilibré.

Au seuil @ = 5 %, 'hypothése nulle H, d’absence d’effet du facteur Carburateur sur
la Consommation a été rejetée, nous pouvons donc faire des comparaisons

multiples de l'effet des différents niveaux du facteur Carburateur.

Tests de simultanéité de Tukey
Variable de réponse Consomma
Toutes comparaisons deux a deux entre niveaux de Carburat

Carburat = Al soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Carburat des moyennes la différence de T de P
A2 1,167 1,368 0,853 0,8284
A3 -3,167 1,368 -2,315 0,1385
A4 -3,667 1,368 -2,681 0,0726
Carburat = A2 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Carburat des moyennes la différence de T de P
A3 -4,333 1,368 -3,169 0,0290
Ad -4,833 1,368 -3,534 0,0142
Carburat = A3 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Carburat des moyennes la différence de T de P
Ad -0,5000 1,368 -0,3656 0,9827

Ainsi au seuil global de décision agepar = 5 % les niveaux A, et As, Ay et Ay sont
significativement différents, pour les autres I’hypothéese d’égalité ne peut étre rejetée.

Nous avons représenté, dans l'ordre de gauche a droite sur la figure, les estimations
des valeurs des niveaux Az, Ay, Ay, Ay du facteur Carburateur.

Au seuil @ = 5 %, I'hypothese nulle H; d’absence d’effet du facteur Essai sur
la Consommation a été rejetée, nous pouvons donc faire des comparaisons
multiples de 'effet des différents niveaux du facteur Essasi.

Tests de simultanéité de Tukey
Variable de réponse Consomma
Toutes comparaisons deux a deux entre niveaux de Essai

Essai = 1 soustraites de :
Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
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Diagramme a points pour alpha

I I I I I
-2 -1 0 1 2

alpha

FI1GURE 11.3 — Graphique : Estimation des effets du facteur Carburateur.

2 1,250 1,675 0,746 0,9725
3 7,000 1,675 4,179 0,0086
4 -1,250 1,675 -0,746 0,9725
5 9,250 1,675 5,522 0,0007
6 -6,750 1,675 -4,030 0,0114

Essai = 2 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
3 5,750 1,675 3,433 0,0355
4 -2,500 1,675 -1,493 0,6738
5 8,000 1,675 4,776 0,0027
6 -8,000 1,675 -4,776 0,0027

Essai = 3 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
4 -8,25 1,675 -4,925 0,0021
5 2,25 1,675 1,343 0,7578
6 -13,75 1,675 -8,209 0,0000

Essai = 4 soustraites de :

Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
5 10,500 1,675 6,269 0,0002
6 -5,500 1,675 -3,284 0,0469

Essai = 5 soustraites de :
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Niveau Différence Er-T de Valeur Valeur ajustée
Essai des moyennes la différence de T de P
6 -16,00 1,675 -9,552 0,0000

Ainsi au seuil global de décision agppa = 5 % les niveaux 1 et 3, 1 et 5, 2 et 3, 2
et 5,2 et 6,3 et 4, 3 et 6,4 et 5, 5 et 6 sont significativement différents, pour les
autres 'hypothese d’égalité ne peut étre rejetée.

Nous avons représenté, dans I'ordre de gauche a droite sur la figure, les estimations
des valeurs des niveaux 4, 1, 2, 3, 5, 6 du facteur Essai.

Diagramme a points pour beta

beta

FIGURE 11.4 — Graphique : Estimation des effets du facteur Essa:.

A Taide de lentrée Graphique des effets principaux du sous menu ANOVA
du menu Stat de Minitab®, nous obtenons la représentation graphique pertinente
suivante :

La ligne en pointillé en rougeﬁ est la valeur de 'estimation de la moyenne fi(y). Les
a;(y), 1 <i< 4, etles B;(y), 1 <j <6, sont représentées par les valeurs des écarts
a cette ligne.

3. En gris si vous lisez une version imprimée du corrigé de cet exercice.
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Graphique des effets principaux - Moyennes des données pour Consommation

Carburateur Essai

I N

Consommation

S — \/

1
%
‘VG‘
o
7
o
o
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FiGURE 11.5 — Graphique : Effets principaux.

11.2.2. Avec répétitions et plan équilibré

Comparaison de 'appréciation de huit eaux gazeuses

Un panel de 16 juges évalue 8 types différents d’eau gazeuze. Chaque évalue 4 fois chaque
eau. Nous supposons que les hypotheses, relatives a 'utilisation du modele d’analyse de
la variance qui a permis d’obtenir les résultats reportés dans les tableaux ci-dessous, sont
bien vérifiées.

1. Décrire succintement le jeu de données (nombre total d’observations, nature des
variables, etc.)

2. Construire le test de significativité de l'interaction eau x juge (hypotheses, statis-
tique de test, loi de cette statistique sous Hy, décision a 'aide du tableau ci-dessous).

3. Commenter le tableau d’analyse de la variance ci-dessous.

ddl | SCE cM fobs Proba
juge 15 | 731,3574 | 48,75716 | 25,03878 | 5,91658x 10—
cau 7 | 38,6543 | 5,52204 | 2,83579 | 0,006810201

juge : eau | 105 | 508,5645 | 4,84347 | 2,48732 | 1,19182x10~'°
Résiduelle | 384 | 747,7500 | 1,94727

4. L’estimation des coefficients pour la variable eau est fournie dans le listage ci-
dessous. Quelle est la plus appréciée 7 Lors d’un rassemblement avec beaucoup d’in-
dividus, utiliseriez-vous seulement cette eau?

4. Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francgois Husson et de Jéréme Pa-
ges [HPer].
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Value Std. Error t value Pr(>t])
(Intercept) | 3,0722656 | 0,06167052 | 49,8174098 | 0,000000x 1070%
St Yorre -0,1660156 | 0,16316486 | -1,017472 | 3,095697 x 10~1
Badoit -0,1816406 | 0,16316486 | -1,113234 | 2,663044x 1071
Vichy -0,2441406 | 0,16316486 | -1,496282 | 1,354016x107%!
Quézac 0,4277344 | 0,16316486 | 2,621486 | 9,102684x107%3
Arvie -0,2128906 | 0,16316486 | -1,304758 | 1,927567x 107!
Chateauneuf | 0,2714844 | 0,16316486 | 1,663865 | 9,695512x107902
Salvetat 0,3496094 | 0,16316486 | 2,142676 | 3,276727x107!
Perrier | -0,2441406 | 0,16316486 | -1,496282 | 1,354016x 100"

oooooooooooo

Eléments de corrigé : Comparaison de ’appréciation de huit eaux gazeuses

1. Il y a8 x 16 x 4 = 512 observations. Pour chaque observation, nous disposons du
nom du juge qui l'a effectuée (variable qualitative), de ’eau concernée (variable
qualitative) et de la note mise (variable quantitative).

2. Nous introduisons le modele :

}/i,j,k:M+ai+ﬁj+(a6>i,j+€i,j,k) Z:18,j:116,]€:14,
8 16
avec les contraintes supplémentaires Z a; = 0, Z B =0,
i=1 j=1

8

16
S (aB)i; =0, Vi€ {l,...,16} et S (afB)i,; =0, Vie {1,...,8},
j=1

=1

ou Y; ;. est la note du juge 7 lors de I’évaluation de I'eau j au cours du k—eme essai.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(1,5,k), 1 <i<8, 1 <j <16, 1<k <4, L(egn) =N(0,0%),
et Cov(€; i, €mn) = 081 (2,7,k) # (I,m,n) avec
1<al<8 1<)y m<16et 1 <Ek,n<A4.

Ce modele comporte quatre répétitions pour chacun des niveaux du facteur. Il s’agit
d’un plan expérimental équilibré.

Pour tester la significativité de l'interaction, nous construisons le test suivant :

Ho : (@B)ip=(aBhig="=(af)s=(aB)o1="=(aB)1s =0

contre

A x{1,2,..

H, : 1 existe (ig, jo) € {1,2, ... ., J} tel que (af)iy o # 0.
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La statistique de test est :

o CM interaction

F = .
C Miesiduelle

Ici @ ddlpseraction = (I — 1)(J — 1) = (8 = 1)(16 — 1) = 105 et ddligsiquene =n — IJ =
512 — 128 = 384. Sous ’hypothese nulle Hy et les hypotheses du modele, F' suit une
loi de Fisher & 105 et 384 degrés de liberté. Décision : la p—valeur vaut 1,192 x 10'°,
le test est donc significatif au seuil a = 5 %. Nous considérons donc que I'interaction
entre le facteur juge et le facteur eau est significative, c’est-a-dire que tous les juges
n’ont pas les mémes préférences.

3. Les tests sur les effets principaux eau et juge se construisent de la méme fagon que
le test de 'interaction. Les effets eau et juge sont donc significatifs : certaines eaux
sont globalement plus appréciées que d’autres; certains juges mettent en moyenne
des notes plus élevées que d’autres.

4. L’eau la plus appréciée est I'eau Quézac puisque cette eau a le coefficient a;(y) le
plus élevé (0,428). Mais comme l'interaction juge X eau est significative, tous les
juges ne préferent pas forcément 1’'eau Quézac. A priori, lors d’'un rassemblement, il
sera bon de prévoir d’autres eaux minérales.

Rats et régimes

Nous testons I'influence de différents régimes alimentaires sur des rats de laboratoire.

Le gain de poids des rats est désigné par la variable Poids, exprimée en grammes, les deux
facteurs sont les variables C'alorie et Vitamine. La variable C'alorie vaut 1 si les rats n’ont
pas suivi un régime hypercalorique et 2 s’ils ont suivi un tel régime hypercalorique. La
variable Vitamine vaut 1 si les rats n’ont pas re¢u de compléments vitaminés et 2 s’ils
ont regu de tels compléments.

5. Les données, fictives, de cet exercice sont tirées du livre de Bruno Falissard [Fal05].
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Calorie | Vitamine | Poids || Calorie | Vitamine | Poids
1 1 84 1 1 66
1 2 62 1 2 59
2 1 87 2 1 89
2 2 103 2 2 90
1 1 66 1 1 56
1 2 84 1 2 74
2 1 92 2 1 101
2 2 107 2 2 116
1 1 82 1 1 79
1 2 73 1 2 74
2 1 77 2 1 95
2 2 95 2 2 112
1 1 62 1 1 89
1 2 75 1 2 74
2 1 88 2 1 91
2 2 96 2 2 92

. Quels modeles d’analyse de la variance a deux facteurs pouvez-vous utiliser pour étu-

dier ces données ? Nous décidons de retenir, pour répondre aux questions suivantes,
le modele le plus complet parmi ceux dont il est possible de se servir. Rappeler les
hypothéses associées au modele.

Procéder a l’étude a I’aide de Minitab®.

3. Quelles sont les estimations des parametres du modele ?

Devons-nous réaliser des tests de comparaisons multiples ? Si oui, pour quel facteur ?
Le(s) faire.

Eléments de corrigé : Rats et régimes

1.

La réponse observée, le gain de Poids exprimé en grammes, est considérée comme
une variable quantitative. Le premier des deux facteurs, absence ou présence de
compléments vitaminés, noté Vitamine, est qualitatif. Le second des deux facteurs,
le type de régime suivi, hypocalorique ou non, noté Calorie, est également qua-
litatif. Le plan d’expérience comporte huit répétitions : nous pouvons de ce fait
utiliser deux modeles d’analyse de la variance a deux facteurs, I'un ne comportant
pas d’interaction entre les deux facteurs Vitamine et Calorie, 'autre comportant
cette interaction. Le modele le plus complet parmi ces deux possibilités est celui de
I’analyse de la variance avec répétitions et terme d’interaction. Nous décidons de le
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retenir pour la suite de I’étude.
Nous introduisons le modele :

Yiie=p+a,+ 6+ (af)i;+e€r =12 =12 k=1...8,
2 2

avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0,
i=1 j=1
2 2
Z(O&ﬁ)@j = O, VJ - {]., 2} et Z(aﬁ)i,j = O, VZ - {172},
i=1 j=1

ou Y;;x est le gain de poids dans la condition ¢ du facteur Vitamine et dans la
condition j du facteur Clalorie lors de la k—eme répétition. Nous postulons les
hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(,5,k),1<i<2, 1<5<2, 1<k<8, Llen) = N(0,07),
et Cov(€ jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<il<2,1<jm<2et1<kn<Ss.

2. Nous commencons par vérifier que les conditions d’utilisation du modele introduit
a la question 1. sont bien vérifiées. Pour cela, nous calculons les résidus du modéle.

1. Le protocole expérimental indique que l'expérience a bien porté sur 32 rats
différents et que nous ne sommes pas en présence de mesures qui seraient
répétées sur un ou des mémes individus. Ceci nous permet de supposer que les
erreurs €; j, sont indépendantes.

2. Le plan d’expérience utilisé comporte des répétitions ce qui permet de tester
I'hypothese H, d’égalité des variances des erreurs ¢; j :

.2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 32 _ 2 _ 2 _ 2
Ho : 01110 = 0211 = 0121 = 0221~ """ =0118 = 03218 = 0128 = 0223

contre

H; : Il existe une variance différente des autres.

Puisque nous ne connaissons pas la loi des erreurs, nous utilisons un test non-
paramétrique, celui de Levene, sur les résidus du modele :

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Calorie Vitamine

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 2,347
P : 0,094

Puisque la p—valeur du test est strictement supérieure au seuil @ = 5 %,
le test est non significatif et nous ne pouvons rejeter I’hypotheses nulle H,
d’homoscédasticité.

3. Nous nous intéressons désormais a la normalité des erreurs. Nous cherchons a
savoir si nous pouvons faire I’hypothése que les résidus sont des réalisations
d’une variable aléatoire € dont la loi est une loi normale.
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Ho:L(e) =N
contre
Hi L(e) # N.

Nous utilisons alors le test de Ryan-Joiner :

W-test pour la normalité
R: 0,9906
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Comme la p—valeur est strictement supérieure a 0, 1, elle est a fortiori stric-
tement supérieure a 0,05 qui est le seuil a du test. Nous en déduisons que le
test n’est pas significatif au niveau o = 5 % et que nous ne pouvons donc pas
rejeter I'hypothese nulle Hy. Il n’y a pas de différences significatives entre la
loi de € et une loi normale, au seuil o = 5 %.

4. Comme I’hypothese de normalité des erreurs n’a pas été rejétée a la question
3., nous nous intéressons a nouveau a ’hypothese d’homoscédasticité portant
sur les erreurs.

Le plan d’expérience utilisé comporte des répétitions ce qui permet de tester
I'hypothese H, d’égalité des variances des erreurs €; j :

.2 _ 2 _ 2 _ 92 _ 92 _ 92 _ 2 _ 2
Ho : 011,10 = 0211 = 0121 = 0221 = """ =0118 0218 = 0128 = 02238

contre

H, : Il existe une variance différente des autres.

Il est maintenant possible d’'utiliser le test paramétrique de Bartlett puisque
ses conditions d’application, normalité des erreurs, sont vérifiées.

Test de 1’égalité des variances
Facteurs Calorie Vitamine

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 2,233
P : 0,525

Puisque la p—valeur du test est strictement supérieure au seuil a = 5 %,
le test est non significatif et nous ne pouvons rejeter 'hypothese nulle H,
d’homoscédasticité.

Toutes les conditions d’application du modele de I'analyse de la variance a deux
facteurs controlés avec répétitions et terme d’interaction sont vérifiées. Déterminons
si le facteur Calorie, le facteur Vitamine ou l'interaction des deux facteurs a un
effet sur le gain de Poids. Nous testons donc les hypotheses :

/

Hy:a1=a=0

contre

3, : 1 existe ig € {1,2} tel que a;, # 0.
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ng B =pP2=0
contre

FH| : 1l existe jg € {1,2} tel que Bj, # 0.

111

Iy

c(af)ig = (af)i2 = (aB)21 = (aB)22 =0

contre

3, : 1 existe (ig, jo) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} tel que (@), j, # 0.

Nous consultons alors le tableau de ’analyse de la variance

Facteur Type Niveaux Valeurs
Vitamine fixe 2 12
Calorie fixe 2 12

Analyse de la variance pour Poids, en utilisant la SC ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
Vitamine 1 215,3 215,3 215,3 2,51 0,124
Calorie 1 4347,8 4347,8 4347,8 50,69 0,000
Vitamine

*Calorie 1 306,3 306,3 306,3 3,57 0,069
Erreur 28 2401,6 2401,6 85,8

Total 31 7271,0

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I'hypothese nulle 9—(8 est de
0,124. Elle est strictement supérieure a a« = 5 % : le test n’est pas significatif a ce
seuil. Nous ne pouvons pas rejeter I’hypothese nulle 5—(6 d’absence d’effet du facteur
Vitamine sur le gain de Poids. Ainsi au niveau o = 5 %, le facteur Vitamine n’a
pas un effet significatif sur le gain de Poids. En prenant cette décision, nous risquons
de commettre une erreur de seconde espece, il serait tres intéressant de calculer la
puissance a posteriori.

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a I’hypothese nulle ng est de
0,000. Elle est inférieure ou égale & o = 5 % : le test est significatif a ce seuil. Nous
devons rejeter I'hypothese nulle 3, d’absence d’effet du facteur Calorie sur le Poids
et décider I'hypothese alternative 3, d’existence d’un effet du facteur Calorie sur
le Poids. Ainsi au niveau o = 5 %), le facteur Calorie a un effet significatif sur le
Poids. En prenant cette décision, nous risquons de commettre une erreur de pre-
miere espece, le risque associé a la décision est donc de 5 %.

La p—valeur associée, par la statistique de Fisher, a 'hypothese nulle .’J—Cg/ est de
0,069. Elle est strictement supérieure & o = 5 % : le test n’est pas significatif a ce
seuil. Nous ne pouvons pas rejeter I’hypothese nulle ng, d’absence d’effet de I'in-
teraction des facteurs Vitamine et Calorie sur le gain de Poids. Ainsi au niveau
a =5 %, linteraction des facteurs Vitamine et Calorie n’a pas un effet significatif
sur le gain de Poids. En prenant cette décision, nous risquons de commettre une
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erreur de seconde espece, il serait tres intéressant de calculer la puissance a poste-
riori.

Il est possible de calculer les puissances recherchées avec Minitab®. Nous utilisons le
fait que le dispositif étudié est ce que nous appelons aussi un plan factoriel complet
a deux niveaux puisqu’il s’agit d’'un modele d’analyse de la variance a deux facteurs
avec le terme d’interaction et surtout que le plan d’expérience est équilibré. A I'aide
de I'entrée Plan factoriel a 2 niveaux du sous menu Puissance et effectif de
I’échantillon du menu Stat de Minitab®, nous obtenons le résultat suivant :

Puissance et effectif de 1’échantillon
Plan factoriel a 2 niveaux

Sigma = 9,26121 Alpha = 0,05

Facteurs : 2 Plan de base : 2; 4
Blocs : aucun
Points
centraux
par bloc Effet Répétitions Puissance
0 5,187 8 0,3338
0 6,188 8 0,4464

La valeur de I Effet correspond a ’écart le plus important en valeur absolue entre les
estimations des différents niveaux du facteur. Ainsi pour le facteur Vitamine 1’ Effet
vaut as(y) — ai(y) = 2,594 — (—2,594) = 5,187, il n'y avait en fait qu'une possi-
bilité. Pour I'interaction entre les deux facteurs Vitamine et Calorie, I’ Effet vaut :

(aB)11(y) — (aB)12(y) = (af)22(y) — (af)21(y) = 3,094 — (—3,094) = 6,188. Il y
a deux facteurs, quatre sommets dans ce plan et aucun point central. La puissance
a posteriori est donc relativement faible, 0,3338, dans le cas du facteur Calorie et a
peine meilleure, 0,4464, dans le cas de I'interaction entre les deux facteurs Vitamine
et Clalorie. Nous aurions pu améliorer la puissance du test en augmentant le nombre
de répétitions. Nous déterminons le nombre de répétitions nécessaires pour que nous
ayons une puissance de 0,80, qui est généralement considéré comme un niveau sa-
tisfaisant pour la puissance d'un test.

Puissance et effectif de 1’échantillon
Plan factoriel a 2 niveaux
Sigma = 9,26121 Alpha = 0,05

Facteurs : 2 Plan de base : 2; 4
Blocs : aucun
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Points
centraux Puissance Puissance
par bloc Effet Répétitions cible réelle
0 5,187 26 0,8000 0,8074
0 6,188 19 0,8000 0,8195

Nous constatons qu’il aurait fallu 26 répétitions, donc 104 rats, pour obtenir une
puissance d’au moins 0,80. Nous aurions multiplié par plus de trois I'ampleur de
I’étude qui a été réalisée...

3. Les estimations des coeflicients du modeéele sont :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 84,031 1,637 51,33 0,000
Vitamine

1 -2,594 1,637 -1,568 0,124
Calorie

1 -11,656 1,637 -7,12 0,000
Vitamine*Calorie

1 1 3,094 1,637 1,89 0,069

Nous en déduisons que :

f(y) = 84,031, ai(y) = —2,594, as(y) = 2,594,
ﬂl(y) = _1176567 62(y> = 1176567
(/aﬁ\)l,l(y) = 37 0947 (@&(’y) = _37 0947

(@6)271(y) = —3, 094, (045)272(’!]) = 3, 094,

en utilisant les relations 7 a; = 0, 37_, B; =0, (;ﬁ_)\l,l + (;B—)\l,g =0, (;5_)\1,1 +

—_— e~

(aB)21 =0cet (af)21+ (af)22 = 0 qui sont en particulier valables pour les données
expérimentales y : Y7, @(y) = 0, X5, Ai(y) = 0, (aB)11(y) + (af)12(y) = 0,

—_—

(@B)11(w) + (@B)an(y) = 0 et (aB)an(y) + (AB)an(y) = 0

Remarquons que nous n’avons pas eu a utiliser la relation ()12 + (af8)22 = 0 ce
qui était prévisible car, d’apres le cours, nous savons que nous imposons seulement
I+ J—-1=2+2-—1= 3 relations indépendantes aux coefficients («f3); ;. Nous

devons donc retrouver toutes les estimations (af3); j(y) a l'aide des valeurs fournies
par le logiciel et de seulement [ +.J —1 = 3 des relations portant sur ces estimations.

A Daide de Pentrée Graphique des effets principaux du sous menu ANOVA du
menu Stat de Minitab®, nous obtenons la  représentation graphique des estimations
des fi(y) + ai(y), fi(y) + a2(y), fi(y) + Bi(y) et fi(y) + B2(y). Nous comprenons
ainsi visuellement pourquoi le facteur facteur Calorie a un effet significatif sur le
gain de Poids au seuil a = 5 %. L’influence du facteur Vitamine n’est, quant a elle,
pas significative au seuil & = 5 % ce qui est bien confirmé par le graphique ci-dessous.
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Graphique des effets principaux - Moyennes des données pour Poids

Calorie Vitamine

95

90

85 | /

Poids

75

F1GURE 11.6 — Graphique : Effets principaux.

A Taide de l'entrée Diagramme des interactions du sous menu ANOVA du
menu Stat de Minitab®, nous obtenons la représentation graphique de I'effet des in-
teractions. Sous I'hypothése nulle H, d’absence d’interaction entre les deux facteurs
Vitamine et Calorie, dans chacune des deux cases, inférieure gauche et supérieure
droite, du graphique, les deux segments représentés en noir et rougeﬁ sont paral-
leles. La force d’une interaction est associée au défaut de parallélisme de ces deux
segments. Nous constatons visuellement que dans les deux cases du graphique les
deux segments ne sont pas paralleles mais ces interactions entre les deux facteurs ne
sont pas assez importantes pour qu’elles soient significatives au seuil a = 5 %. Par
contre ces interactions auraient été significatives au seuil o = 10 % puisque nous

111

avons une p—valeur de 0,069 associée au test de '’hypothese nulle 3, .

4. Puisque nous avons rejeté 'hypothese nulle J—Cg d’absence d’effet du facteur Calorie
sur le gain de Poids, nous pouvons réaliser des comparaisons multiples pour le
facteur Clalorie. Or ce facteur n’a que deux modalités! Il n’est donc pas nécessaire
de faire des investigations supplémentaires pour en déduire que ce sont les deux
seuls niveaux du facteur Calorie, 1 et 2, qui sont significativement différents au
seuil a = 5%.

6. En gris si vous lisez une version imprimée du corrigé de cet exercice.
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Diagramme d’interaction - Moyennes des données pour Poids

94 N

Calorie

Vitamine

Les préférences de biscuits sont-elles les mémes d’un pays a ’autre ?

+ 100

r 90

r 80

+ 100

r 90

r 80

Une analyse sensorielle a été organisée simultanément en France et au Pakistan. Nous
avons demandé a 150 frangais et a 163 pakistanais de donner une note d’appréciation a
8 biscuits (0 : je n’aime pas, 10 : j'aime beaucoup). Parmi ces biscuits, 4 sont fabriqués
et vendus en France (biscuits notés F1, F2, F3 et F4) et 4 sont fabriqués et vendus au
Pakistan (biscuits notés P1, P2, P3, et P4). L’objectif d’une telle analyse est de comparer
les appréciations d’'un pays a 'autre.
Un résumé des données est fourni dans le tableau ci-dessous.

Origine frangaise

Origine pakistanaise

F1 | F2 | F3 | F4

P1 | P2 | P3 | P4

Jury francais

7,35 | 6,06 | 5,08 | 5,75

4,99 | 6,03 | 4,22 | 5,18

Jury pakistanais

6.29 | 5.10 | 5.23 | 5.38

749 | 6.74 | 5.56 | 6.32

1. Proposer un modele d’analyse de la variance sur les données du tableau précé-
dent permettant de répondre a la question : dans I’ensemble, les biscuits d’origine
francaise et pakistanaise sont-ils évalués de la méme maniere par les deux jurys (le

7. Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francois Husson et de Jérome Pa-

ges [HPer].
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premier constitué de juges exclusivement de nationalité francaise et le second consti-
tué exclusivement de juges de nationalité pakistanaise) ? Interpréter la variabilité
résiduelle de ce modele.

2. Le listage suivant donne les résultats du modele d’analyse de la variance sur les
seules données du tableau précédent. Que pouvez-vous dire ?

ddl | SCE | CM | fas | Proba

Nationalité jury 1 |0,7439 | 0,7439 | 1,2398 | 0,28732

Origine biscuit 1 10,0053 | 0,0053 | 0,0088 | 0,92698

Nationalité jury : Origine biscuit | 1 | 3,9303 | 3,9303 | 0,02503 | 0,02503
Résiduelle 12 | 7,2004 | 0,6000

Nous analysons maintenant I’ensemble des données individuelles. Le tableau suivant donne
les probabilités critiques de chacun des effets et de chacune des interactions calculées sur
ces données brutes.

3. Pourquoi peut-il étre plus intéressant de travailler sur les données brutes? Que
pouvez-vous dire a partir du tableau d’analyse de la variance ci-dessous 7 Interpréter.

ddl SCFE CM Jobs Proba
Nationalité jury 1 1,5 1,5 0,245 0,621
Origine biscuit 1 0,06 0,06 | 0,0098 0,9212
Nationalité jury : Origine biscuit 1 410,17 | 410,17 | 66,91 | 5,126 x 10~1°
Résiduelle 1907 | 11689,94 | 6,130

4. Construire un graphique avec en abscisse les biscuits et en ordonnée les notes
moyennes par jury. Relier les points d’'un méme jury. Que représente ce graphique ?

5. Quelle critique pouvez-vous formuler concernant ce modele ?

Eléments de corrigé :
pays a autre ?

Les préférences de biscuits sont-elles les mémes d’un

1. Dire que les biscuits ne sont pas évalués de la méme maniere par les deux jurys re-
vient a mettre en évidence une interaction entre les facteurs biscuit et jury. Si nous
considérons ’ensemble des biscuits, le tableau ne fait pas apparaitre de répétitions
et il est impossible de mettre en évidence une interaction. En revanche, si nous re-
groupons les biscuits par origine, alors nous pouvons construire un modele d’analyse
de variance a deux facteurs avec interaction. La variable Y sera ’appréciation et
les facteurs seront la nationalité du jury (francaise ou pakistanaise) et 'origine des
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11.2 Analyse de la variance a deux facteurs

biscuits (frangaise ou pakistanaise) ainsi que I'interaction de ces deux facteurs.
Nous introduisons le modele :

Yi,j,k’:M+ai+ﬁj+(aﬁ)i,j+€i7j7ka i:172a j:1727 k:147
2 2
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z B =0,
i=1 j=1
2

> (aB)i; =0, Vj € {1,2} et i(aﬁ)i,j =0, Vi e {1,2},

i=1 Jj=1

ou Y;;, est la moyenne des appréciations du k—eme biscuit d’origine 7 évalué par
I’ensemble des juges de nationalité j. Nous postulons les hypotheses classiques sui-
vantes pour les erreurs :

V(1,0 k), 1<i<2, 1<7 <2, 1<k <4, Llen) = N0, 0%),
et Cov (€ jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<3,0<2,1<jm<2et 1 <k,n<4

La variabilité résiduelle est alors celle des biscuits d’'une méme origine évalués par
un méme jury (ceci est dii a notre regroupement).

2. Nous nous intéressons a la validité des hypotheses du modele.

Le test de I’homoscédasticité des résidus a l’aide d’un test de Levene n’est pas
significatif :

Test de 1’égalité des variances
Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,296

P : 0,827
Le test de normalité a 'aide d’'un test de Shapiro-Wilk (car N = 45) n’est pas
significatif :

Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
R: 0,9719
W-test pour la normalité

Nous allons donc faire également un test de Bartlett (plus puissant que Levene a
cause de la normalité) :

Test de 1’égalité des variances
Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 0,296
P : 0,843
Ce test n’est pas significatif ce qui confirme bien 'homoscédasticité des résidus.

Nous obtenons les résultats suivants, qui sont bien identiques a ceux qui figurent
dans le tableau de ’énoncé.
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Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
F F
Test de Bartlett
Statistique du test : 0,829
P: 0,843
F P
Test de Levene
P F
Statistique du test : 0,296
P: 0,827
P P
I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Fi1GURE 11.8 — Graphique : Test de 1’égalité des variances.

Graphique de |la courbe normale ou droite de Henry

999
99 -
95 -

80 -
50 -

Probabilité

20 -
05 4
01 -
,001

RESI1

Moyenne : 0,0000000 W-test pour la normalité
Ecart-type : 0,692838 R: 0,9719
N: 16 Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

FiGURE 11.9 - Graphique : Test de normalité.

Modéle linéaire généralisé : Note en fonction de Origine; Jury

Facteur Type Niveaux Valeurs
Origine fixe 2 FP
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11.2 Analyse de la variance a deux facteurs

Jury fixe 2 F

P

Analyse de la variance pour Note, en utilisant la SC ajustée pour

les tests

Source DL SC séq
Origine 1 0,0053
Jury 1 0,7439
OriginexJury 1 3,9303
Erreur 12 7,2004
Total 15 11,8798
Terme Coef
Constante 5,7981
Origine

F -0,0181

Jury

F -0,2156
OriginexJury

F F 0,4956

SC ajust
0,0053
0,7439
3,9303
7,2004

Er-T coef
0,1937
0,1937
0,1937

0,1937

CM ajust F P
0,0053 0,01 0,927
0,7439 1,24 0,287
3,9303 6,55 0,025
0,6000

T P

29,94 0,000

-0,09 0,927

-1,11 0,287

2,56 0,025

Au seuil @ =5 %, il y a un effet de l'interaction nationalité du jury x origine des
biscuits mais il n’y a pas d’effet de la nationalité du jury ni d’effet de l'origine des
biscuits. Cela signifie qu’aucun des jurys ne met en moyenne des notes plus élevées
(pas d’effet jury), et que les biscuits frangais sont en moyenne autant appréciés que
les biscuits pakistanais (pas d’effet origine) mais il existe une interaction. Donc les
francais n’évaluent pas les biscuits comme les pakistanais.

3. Nous introduisons le modele :

Yiiki=p+oa;+ B+ + (ab)ij + €ijki,
i=1,2 j=1,2 k=1...4, 1=1...L(i j k),

avec les contraintes supplémentaires Z Q;

2

=1

2

=1

2 4
=0, > B;=0et > 1 =0,
j=1 k=1

2
S (aB)i; =0, Vje{1,2} et Y (af);; =0, Vi e {1,2},

ou Y;;k; l'appréciation du [—eme juge de nationalité j évaluant le k—eme biscuit
d’origine 7. Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(i,7,k0),1<i<2, 1<j<2, 1<k<4, 1<I<L(i,jk),
L€ jr1) =N(0,0?),
Cov(€ijkis Emmop) = 081 (4,7, k, 1) # (m,n,o0,p)
avec 1 <i,m <2, 1<j,n<2, 1<ko<4,1<I<L(i,jk)
et 1 <p< L(m,n,o).

Si nous travaillons sur les données brutes, nous pouvons donc construire le modele
ci-dessus et la variablité résiduelle change donc de signification par rapport a la
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Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour Note

Origine Jury
6,0 —
59 —
] e
5 58 S
Z
57 —
56 —
< 2 < 2
F1GURE 11.10 — Graphique : Effets principaux.
Diagramme d'interaction - Moyennes LS pour Note
Origine
e F
6,5 — =3
o 60 —
c
c
[}
>
QO
=
55 —|

Jury

FiGure 11.11 — Graphique : Diagramme d’interaction.

question 1. En effet deux indices n’interviennent qu’a travers la résiduelle : a la
variabilité des biscuits d’'une méme origine s’ajoute la variabilité des juges d’un
méme jury. Mais parallelement il y a beaucoup plus de données et donc les tests
sont plus puissants. Cependant malgré des tests plus puissants nous ne mettons
toujours pas en évidence 'effet de 'origine du biscuit ni l'effet de la nationalité du
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11.2 Analyse de la variance a deux facteurs

jury. L’interaction entre ces deux facteurs est par contre beaucoup mieux mise en
évidence puisque la p—valeur associée est maintenant de 5,126 x 10716 (contre 0,025
précedemment).

4. Le graphique demandé représente 'interaction origine du biscuit X jury. S’il n'y
avait pas d’interaction, les lignes brisées seraient paralleles. Nous pouvons voir ici
que les pakistanais apprécient surtout les biscuits pakistanais (biscuits P1, P2, P3
et P4) tandis que les francais préferent les biscuits frangais (biscuits F1 a F4). Peut-
étre y a-t-il une sorte de rejet devant un produit nouveau ou une sur-notation pour
des produits nationaux qui sont reconnus et appréciés ?

5. Nous ne tenons pas compte du facteur type de biscuit qui est emboité dans le facteur
Origine du biscuit.

11.2.3. Avec répétitions et plan déséquilibré

Analyse sensorielle de trois chocolats

Lors d'un test de dégustation hédonique, nous nous intéressons a ’appréciation globale
de trois chocolats. Pour cela, 45 juges ont participé a cette évaluation qui a eu lieu sur 2
jours (nous disposons de 15 échantillons par chocolat). Les notes d’appréciation des juges,
comprises en 0 et 7, sont données dans le tableau ci-dessous. Chaque juge n’a évalué
qu'un chocolat. Comme chacun choisit son jour de dégustation et le chocolat qu’il évalue,
le nombre de données et la répartition des chocolats évalués ne sont pas les mémes d’un
jour a l'autre.

Nous souhaitons d'une part vérifier qu’il y a bien un effet chocolat, s’il y a un effet jour
(les chocolats pouvant étre plus ou moins appréciés lors du premier ou du deuxiéme jour)
et un effet de I'interaction entre chocolat et jour.

Chocolat 1 Chocolat 2 Chocolat 3
52 6 54142 52 5 |46 56 5.2

Jour 1|52 6.6 44 54 48|48 58 64
44 56 6 5 6.2 5.2
5.4 64

32 4 36|32 36 42| 3 38 34

Jour2 |42 38 34| 4 36 4 |44

4 44 46
4

1. Ecrire le modele permettant de répondre & la problématique. Que signifie I'interac-
tion entre les facteurs chocolat et jour?

8. Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Francgois Husson et de Jéréme Pa-
ges [HPer].
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Comment (par quelle formule) sont estimés les parameétres de ce modele ?
Il y a-t-il un effet jour, un effet chocolat et un effet de I'interaction ?

Par chocolat, calculer la moyenne des notes et la comparer avec la moyenne ajustée
(f(y) + a;(y)). Qu'en pensez-vous ? Quel est le chocolat préféré ?

Tester ’hypothese « Hy : Veffet du chocolat 1 est nul » (préciser les hypotheses du
test, la statistique de test, la loi de la statistique de test sous Hy, et la décision).

Eléments de corrigé : Analyse sensorielle de trois chocolats

1.

Nous introduisons le modéle :

Ymk:,u+ai+ﬂj+(aﬁ)i7j+ei7j7k, 2213,j:1,2,]€:1K(2,]),
3 2
avec les contraintes supplémentaires Z a; =0, Z Bj =0,
i=1 j=1
3 2

S (B)i; =0, Vi e {1,2} et S (af)i; =0, Vie{1,...,3},
j=1

=1

ou Y;;r est la k—eme note obtenue le jour j par le chocolat 7. Nous postulons les
hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

v (i7j7k)7 I<i< 37 1 g] < 27 1< k < K(Zaj)a L(Q,j,k) = N(0702)7
et Cov (€ jk, €mn) = 0si (4,7, k) # (I,m,n) avec
1<i,1<3,1<jm<2et 1 <kn<K(,7).

Une interaction Jour x C'hocolat signifie qu'un méme chocolat n’est pas apprécié
de la méme fagon les 2 jours.

2. Le vecteur des parametres peut étre estimé par moindres carrés.

3. Nous procédons & 'ANOVA (en stockant les résidus afin de pouvoir vérifier s’ils
vérifient les hypothéses) a l'aide de la fonction modele linéaire généralisé et nous
obtenons les résultats suivant :

Modéle linéaire généralisé : note en fonction de jour; chocolat
Facteur Type Niveaux Valeurs
jour fixe 2 12
chocolat fixe 3 123
Analyse de la variance pour note
Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
jour 1 26,3511 25,6301 25,6301 84,45 0,000
chocolat 2 1,3894 1,2021 0,6010 1,98 0,152
jourxchocolat 2 0,7662 0,7662 0,3831 1,26 0,294
Erreur 39 11,8364 11,8364 0,3035
Total 44 40,3431
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Le test de I’homoscédasticité des résidus a l'aide d’un test de Levene n’est pas
significatif :

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,613
P : 0,691

Le test de normalité a l'aide d’un test de Ryan6Joiner, similaire a Shapiro-Wilk,
(car N=45) n’est pas significatif :

Valeur de P (approximatif) : > 0,1000
R: 0,9885
W-test pour la normalité

Nous allons donc faire également un test de Bartlett (plus puissant que le test de
Levene a cause de la normalité) :

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 2,643

P : 0,755

Ce test n’est pas significatif ce qui confirme bien I’homoscédasticité des résidus.
L’étude du protocole expérimental nous assure de I'indépendance des variables €; j 1.
Puisque les conditions d’application de ’ANOVA sont bien respectées, nous pouvons
déduire des résultats reportés dans le tableau ci-dessus qu’en considérant le modele

introduit a la premiére question il n’y a, au seuil « = 5 %, ni effet chocolat (0,152 >
0,05) ni effet de l'interaction (0,294 > 0, 05).

4. La moyenne des notes est de 4,676. Les moyennes par chocolat sont :

Variable chocolat N Moyenne EcarType
note 1 15 4,507 0,982
2 15 4,507 0,807
3 15 5,013 1,041

Pour obtenir les moyennes ajustées f(y) + ai1(y), i(y) + az(y), i(y) + as(y) nous
faisons appel a la technique apprise dans le cours, basée sur la régression linéaire
multiple, afin d’estimer les coefficients fi(y), a1(y), aa(y), a3(y). Cette estimation
des parametres est encore obtenue a 'aide du modele linéaire généralisé (pensez a
afficher les résultats les plus détaillés). Les calculs renvoient les résultats ci-dessous :

Terme Coef Er-T coef T P
Constante 4,58763 0,08801 52,13 0,000
jour

1 0,80874 0,08801 9,19 0,000
chocolat

1 0,2124 0,1238 1,72 0,094
2 -0,2043 0,1215 -1,68 0,101
jourxchocolat

1 1 0,0713 0,1238 0,58 0,568
1 2 -0,1921 0,1215 -1,58 0,122
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Nous en déduisons que :
fily) = 4,588, ai(y) =0,212, ax(y)=—0,204, az(y)=-0,008
et que les moyennes ajustées valent :
A(y) + ai(y) = 4,800, fi(y) +aa(y) = 4,384, [i(y) + as(y) = 4, 580.

Par conséquent c’est le chocolat 1 qui est le préféré. Le déséquilibre des données
fait que la moyenne d’un chocolat n’est plus égale a sa moyenne ajustée. Ainsi
contrairement a ce que la moyenne des notes semblaient indiquer ce n’est pas le
chocolat 3 qui est le préféré.

o~

Q
a1 # 0. La statistique du test est A—l et suit, sous
&

1
I’hypothese nulle Hy, une loi de Student avec autant de degrés de liberté que ceux
de la variance résiduelle (i.e. 39). La probabilité critique associée a cette valeur est
de 0,094, ce chocolat n’est donc pas significativement plus apprécié que les autres.

. Ho : o = 0 contre H;

11.3.

11.3.1. Plan déséquilibré

Les cyclamensﬂ

Analyse de la variance a deux facteurs emboités

Les résultats suivants sont relatifs a la vitesse moyenne de croissance, en mm par jour,
des pédoncules floraux observés sur huit plantes de cyclamen, réparties au hasard entre

deux milieux de culture.

Milieu 1 Milieu 2
Plante 1 \ Plante 2 \ Plante 3 \ Plante 4 || Plante 5 \ Plante 6 \ Plante 7 \ Plante 8
0,76 0,97 0,58 0,86 0,81 1,07 0,62 0,93
0,66 0,74 0,57 0,93 0,77 0,82 0,99 1,07
0,61 0,51 1,02 0,95
0,65 0,62 0,79
0,66

1. De quel modele d’analyse de la variance pouvons-nous nous servir pour étudier ces

données ?

2. Pouvons-nous conclure sur cette base a 'existence d’une différence significative de
vitesse de croissance entre les deux milieux ?

9. Les données de cet exercice sont tirées du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].

228

Outils élémentaires de statistique appliquée



11.3 Analyse de la variance a deux facteurs emboités

............

Eléments de corrigé : Les cyclamens

Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs Milieu Plante
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 1,671
P : 0,187

W-test pour la normalité

R: 0,9928)
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Graphique de la courbe normale ou droite de Henry

999
99 —
95 —

80 —
50 —

Probabilité

20 -
05
01 -
001

-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2
RESI1

Moyenne : 0,0000000 W-test pour la normalité
Ecart-type : 0,104580 R: 0,9928
N:24 Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

FiGURE 11.12 — Graphique : Test de normalité.

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs Milieu Plante
NivConf 95,0000
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Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 8,702
P : 0,275

Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur

Test de Bartlett

Statistique du test : 8,702
P 0,275

Test de Levene

Statistique du test : 1,671
P 0,187

NN RN NN NN 2 A
0 N OO A WN =2 N O R WN =S

0 10 20 30 40 50 60 70

FiGurE 11.13 — Graphique : Test de I’égalité des variances.

Modéle linéaire généralisé : Croissance en fonction de Milieu; Plante

Facteur Type Niveaux Valeurs
Milieu fixe 2 12
Plante(Milieu) fixe 8 12341234

Analyse de la variance pour Croissan, en utilisant la SC ajustée pour
les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F p
Milieu 1 0,17340 0,06825 0,06825 4,34 0,054
Plante(Milieu) 6 0,24645 0,24645 0,04107 2,61 0,058
Erreur 16 0,25155 0,25155 0,01572

Total 23 0,67140

Terme Coef Er-T coef T P

Constante 0,80438 0,02730 29,47 0,000

Milieu
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1 -0,05687 0,02730 -2,08 0,054
(Milieu)Plante
1 1 -0,07750 0,05864 -1,32 0,205
1 2 0,10750 0,07351 1,46 0,163
1 3 -0,17750 0,05864 -3,03 0,008
2 1 -0,07125 0,07374 -0,97 0,348
2 2 0,10875 0,06424 1,69 0,110
2 3 -0,05625 0,07374 -0,76 0,457

Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour Croissance

08 —

0,80 —

Croissance

075 —|

Milieu

FIGURE 11.14 — Graphique : Effets principaux.

............

11.4. Analyse de la variance a trois facteurs

11.4.1. Sans répétition

Détermination d’une fumure optimale pour le blé

Une expérience en blocs aléatoires complets a été réalisée sur du blé au Rwanda. Trois
doses d’acide phosphorique (100, 200 et 300 kg/ha) et trois doses de chaux (1000, 4500 et
8000 kg/ha) ont été testées. Les neufs combinaisons des engrais ont été affectées chacune

10. Les données de cet exercice sont inspirées du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].
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au hasard et indépendamment a une parcelle au sein de chacun des trois blocs et les
rendements obtenus reportés dans le tableau suivant.

Fumures Bloc

P05 [CaO | 1 | 2 | 3
1 1,30 | 0,80 | 2,01
2,05 | 2,37 | 2,52
2,07 | 2,60 | 2,25
2,25 | 2,36 | 2,71
2,99 | 2,92 | 3,63
2,62 | 2,89 | 3,43
2,61 | 2,36 | 3,29
3,22 1 2,93 | 3,85
3,15 | 3,35 | 3,67

W W NN ||

WIN| | WIN | W DN

1. Quel modele d’analyse de la variance pouvons-nous utiliser avec ces données? Le
plan est-il équilibré ? 11 y a-t-il des facteurs a effets aléatoires?

2. Nous décidons dans cette question de négliger I'influence du facteur bloc. Procéder a
I’étude de ces données en utilisant le modele d’analyse de la variance a deux facteurs
le plus complet que nous pouvons utiliser.

3. Nous décidons dans cette question de ne plus négliger 'influence du facteur bloc.
Procéder a I'étude de ces données en utilisant le modele d’analyse de la variance a
trois facteurs le plus complet que nous pouvons utiliser.

Eléments de corrigé : Détermination d’une fumure optimale pour le blé

En absence de répétitions, nous ne pouvons tester I’hypothese d’homogénéité des variances

des erreurs. Nous nous contentons de vérifier partiellement cette hypothese par rapport a
chacun des couples de trois variables (P205, CaQ), (P205, Bloc) et (CaO, Bloc).

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Cal
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,904
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P : 0,534

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,626
P : 0,746

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs Ca0 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,880
P : 0,551

W-test pour la normalité

R: 0,9856)
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Test de 1’égalité des variances

Réponse REST1
Facteurs P205 Ca0
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 12,426
P : 0,133

Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs P205 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)
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Graphique de la courbe normale ou droite de Henry

999 |
99 -
95 -
80 -
50 -
20 -

Probabilité

05 -
01 -
,001

RESI1

Moyenne : 0,0000000
Ecart-type : 0,135969

0,1

W-test pour la normalité

0,2

0,9856

Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Test de Bartlett

Statistique du test : 12,426
P: 0,133

Test de Levene

Statistique du test : 0,904
P 0,534

N:27
F1GURE 11.15 — Graphique : Test de normalité.
Test de I'égalité des variances pour RESI1
95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
1 1
1 2
1 3
2 1
-« 2 2
2 3
- . 3 1
- 3 2
[ — 3 3
I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

FiGURE 11.16 — Graphique : Test de 1’égalité des variances.

Statistique du test : 14,135
P : 0,078

Test de 1’égalité des variances
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Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma

Niveaux du facteur

Test de Bartlett

Statistique du test : 14,135
P: 0,078

2 2
2 3
Test de Levene
3 1
Statistique du test : 0,626
3 2 P: 0,746
3 3

F1GURE 11.17 — Graphique

Réponse REST1
Facteurs Ca0 Bloc
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 11,554
P : 0,172

Modéle linéaire généralisé

Facteur Type Niveaux Valeurs
P205 fixe 3 123
Cal fixe 3 123
Bloc aléatoire 3 123

: Test de I’égalité des variances.

: Rendement en fonction de P205; Ca0; Bloc

Analyse de la variance pour Rendemen, en utilisant la SC ajustée pour

les tests

Source DL SC séq SC ajust
P205 2 6,57916 6,57916
Cal 2 3,20379 3,20379
Bloc 2 1,81336 1,81336

CM ajust F p
3,28958 103,02 0,000
1,60189 16,72 0,011
0,90668 13,40 0,108 x

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy
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Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma

Niveaux du facteur

[ )

Test de Bartlett

Statistique du test : 11,554
P: 0,172

2 2
2 3
Test de Levene
3 1
Statistique du test : 0,880
3 2 P 0,551
3 3

F1GURE 11.18 — Graphique :

Test de 1’égalité des variances.

P205*Ca0 4 0,18764 0,18764 0,04691 0,78 0,568
P205%*Bloc 4 0,12773 0,12773 0,03193 0,53 0,717
Ca0x*Bloc 4 0,38330 0,38330 0,09583 1,59 0,266
Erreur 8 0,48067 0,48067 0,06008

Total 26 12,77565

x Pas un test F exact.

Terme Coef Er-T coef T P

Constante 2,67407 0,04717 56,69 0,000

P205

1 -0,67741 0,06671 -10,15 0,000

2 0,19259 0,06671 2,89 0,020

Ca0

1 -0,48630 0,06671 -7,29 0,000

2 0,26815 0,06671 4,02 0,004

Bloc

1 -0,20074 0,06671 -3,01 0,017

2 -0,16519 0,06671 -2,48 0,038

P205*Cal

1 1 -0,14037 0,09435 -1,49 0,175

1 2 0,04852 0,09435 0,51 0,621

2 1 0,05963 0,09435 0,63 0,545

2 2 0,04519 0,09435 0,48 0,645

P205*Bloc

1 1 0,01074 0,09435 0,11 0,912
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1 2 0,09185 0,09435 0,97 0,359
2 1 -0,04593 0,09435 -0,49 0,639
2 2 0,02185 0,09435 0,23 0,823
Ca0x*Bloc

1 1 0,06630 0,09435 0,70 0,502
1 2 -0,18259 0,09435 -1,94 0,089
2 1 0,01185 0,09435 0,13 0,903
2 2 -0,03704 0,09435 -0,39 0,705
Remarque :

Nous remarquons qu’ici Minitab® 15 se comporte de maniére étrange pour réaliser le test
de Deffet du facteur Bloc. En effet, comme indiqué dans le cours, la statistique de ce test
suit une exactement une loi de Fishera K —1=2et (I -1)(J—1)(K—1) =2x2x2=38
degrés de liberté. Minitab® réalise ici 'approximation de Satterthwaite alors que cela n’est
pas justifié.

Minitab® ne gére pas convenablement les modeles mixtes d’analyse de la variance a deux
facteurs ou plus. Il faut ainsi vérifier systématiquement les résultats obtenus ce logiciel en
les comparant avec les tableaux qui sont fournis dans le cours.

Il existe en fait deux manieres de construire les modeles mixtes en analyse de la variance :
I’approche restreinte (restricted anova models) et 'approche non restreinte (non-restricted
anova models). Les statisticiens sont divisés entre ces deux points de vue et nous avons
présenté dans le cours uniquement des modeles restreints. Ceux-ci présentent en effet
I'avantage d'une interprétation directe plus aisée. Le logiciel Minitab® utilise, dans la
fonction Modele linéaire général, des modeéles non restreints et il n’est pas possible, avec
la version 15, de changer ce comportement. Par contre, la fonction ANOVA, qui ne peut
traiter que des plans équilibrés, permet de choisir une approche restreinte ou non. Dans
le cas du jeu de données ci-dessus, elle fourni donc le bon résultat.

11.4.2. Avec répétitions
Rendement de blé

Nous étudions le rendement du blé en fonction des trois variables suivantes : la présence
ou l'absence d’irrigation, la quantité d’engrais apportée (faible, moyenne ou importante)
et la présence ou I’absence de fongicide. Pour chaque combinaison des facteurs, deux essais
ont été mis en place.

11. Les données de cet exercice sont tirées du livre d’exercices de Frangois Husson et de Jérome Pa-
ges [HPer].
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Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour Rendement

P205 Ca0 Bloc
32 —
29 /’\4
k=
(]
% 26 - //
©
c
(5]
@
23 -4
20
N a o N n o N a m
F1GURE 11.19 — Graphique : Effets principaux.
Diagramme d'interaction - Moyennes LS pour Rendement
N 9 > N a9 3 N a9 o
Pl 135

P205 P o

_ =
S 3
B T
- e
:\/ T28
+ 1,5
Y
Bloc
+ 3
125
m2

F1GURE 11.20 - Graphique : Diagramme des interactions.

1. Définir le modele (sous la forme indicée) que nous utilisons si nous considérons que
toutes les interactions d’ordre 2 sont présentes.

Les interactions fongicide x engrais et fongicide X irrigation sont considérées a priori
comme négligeables par 'expérimentateur.

2. Déterminer les valeurs de tous les coefficients du modéle.
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

3. Décrire le test de significativité de l'interaction irrigation x engrais. Conclure.

4. Y a-t-il un effet engrais (Décrire le test et la décision) ? Pour le facteur engrais, la
modalité « importante » fait-elle varier le rendement significativement par rapport
au rendement moyen (Décrire le test et la décision) ?

5. Quel rendement pouvons-nous prévoir dans les conditions suivantes : avec irrigation,
avec fongicide et une dose d’engrais importante ?

oooooooooooo

Eléments de corrigé : Rendement de blé

1. Le modele s’écrit, en notant Y ;; le rendement de la [—eme parcelle cultivée avec
I'irrigation 7, le fongicide j et la dose d’engrais k :

Yijkt =t + i + B + v+ (@B)ij + (@7)ir + (B7)jk + €y
aveci=1,2, j=1,2, k=1...3, 1 =1,2
avec les contraintes supplémentaires

2 2 3
ZQZZO,ZBJZOGt Z’Yk:07
i=1 =1 k=1

2

Z(Ozﬁ)m = O, VJ - {1,2} et Z(aﬁ)i,j = O, VZ € {1,2},

i=1 j=1
2

3
S (ay)ie =0, Vk e {1,...,3} et > (a)in =0, Vi e {1,2},
i=1 k=1

2

3
S (B7)jk =0, Vk € {1,...,3} et Y (B7);x =0, Vj € {1,2},
j=1 k=1

avec les hypotheses suivantes pour les résidus :

v <?;7.j7 k7 l) L(Ei,j,k,l) = N(07 0-2) et COV(ei:j:kyh Gm,n,o,p) = 0 s1 <i7j7 k? l) # (m7 n, O7p)'

2. Les contraintes imposées par le modele donnent les relations suivantes :

2
Z &;(y) = 0 donc aav@tion(y) = _asans/h@ition(y) = 47 8922
i=1

2
Z ﬂj (y) = 0 donc ﬁavec fongicide(y) = _Oésa@cide(y) = 37 8917
j=1

3
Z ’/Y;(y) = 0 donc /Yengr@ortant(y) - _rYen@oyen(y)_’Yen@ible(y) - ]-17 2751
k=1

3
Vi €{1,2}, Y a¥,,(y) =0 donc :
k=1
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d.

@ss irr,eng imp (y) = _@ss irr,eng faible(y) - @ss irr,eng moy (y> = 07 7960

Vk €{1,2,3}, Za%k ) =0 donc :

1=1

&,\YSS irr,eng imp (y) = _&Tyav irr,eng imp(y) = _07 7960
O/K\yss irr,eng moy(y) - _O/é/\yav irr,eng moy(y) = 07 9467
@ss irr,eng faib(y> = _a/>yav irr,eng faib(y) = _07 1507.

Les autres coefficients étaient renseignés dans le tableau fourni avec 1’énoncé.

Test de significativité de l'interaction irrigation x engrais :

Ho : V(i k), (ay)ir =0

contre
Hy 2 3(do, ko), (7)ig ko 7 0.

La statistique de test utilisée est :

CM interaction
C’-]\4résiduelle

Ici ddlinteraction = (I - 1)(K - 1) =2et ddlrésiduelle =n-—1-— ([ - 1) - (J - 1) -
(K-1)—(I—-1)(K—-1)=24—1—-1-1-2—2 = 17. Sous ’hypothese nulle
Hoy et une hypothese de normalité des données, F' suit une loi de Fisher a 2 et 17
degrés de liberté. Décision : soit nous comparons f,s avec le quantile 1 — « de la
loi de Fisher a 2 et 17 degrés de liberté, soit nous comparons la p—valeur avec le
seuil a du test. Ici la p—valeur vaut 0, 7535, nous ne rejetons pas I’hypothese nulle
Ho au seuil de @ = 5 %. Nous considérons donc qu’il n’y a pas d’interaction entre
le facteur irrigation et le facteur engrais.

F =

La probabilité critique du test pour l'effet engrais est inférieure a 0, 0005, nous en
déduisons que le test est significatif : il y a un effet engrais. Nous nous demandons
si le coefficient Yeng imp €st significativement différent de 0 au seuil & = 5 %. Pour
cela nous testons '’hypothese Ho : Yeng imp = 0 Hi : Yeng imp 7 0. La statistique

o —

du test est zengﬂ et suit, sous I’hypothese nulle, une loi de Student avec autant de

—

O
degrés de libzrié (Iiue ceux de la variance résiduelle (i.e. 17). La probabilité critique
associée a cette valeur est < 0,0005 donc < o = 0, 05. Par conséquent les rendements
observés pour un apport important d’engrais sont significativement supérieurs (en
moyenne de 11,2751) au rendement moyen.

Le modeéle retenu est le modeéle sans interaction :
Yijki = u—i—ozl—i—ﬁ]—i—fyk—i—ewkl, 1=1...2, ]—1,2,k—1 3, 1=1,2
avec les contraintes Z a; =0, Z Bj =0et Z Ve =0,

i=1 7=1 k=1
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

et les hypothéses suivantes pour les erreurs :
v (Z.uja k? l) L(Ei,j,k,l) = N(07 0-2) et COV(Q,]"]@J, em,n,o,p) = 0 Si (i,j, k? l) # (m7 n, O7p)’

Les estimations des parametres des effets principaux sont identiques dans le modele
avec ou sans interaction car les données sont équilibrées (cf cours sur les plans
d’expérience).

— o —

Y;w irr,av fon,eng imp(y) = ﬁ(y) + m(y) + 6av fon(y) + 7®p(y) = 887 68 qX/ha'

Résistance de panneaux de particules a ’arrachage des clous

Une des qualités essentielles des panneaux agglomérés constitués de particules ou de fibres
de bois est la résistance de ces panneaux a 'arrachage des clous. Au cours d’une étude
nous avons étudié simultanément l'influence de trois facteurs : la grosseur des clous, le
diametre des anneaux sur lesquels sont déposées les éprouvettes soumises aux essais et la
vitesse d’arrachage.

Les essais ont été effectués sur des éprouvettes carrées de 50 mm de coté, les modalités
des trois facteurs sont :

-i- le diametre de la téte des clous est soit de 6,5 mm soit de 8 mm,
-ii- le diametre des anneaux servant de support est soit de 22 mm soit de 30 mm,

-iii- les vitesses d’arrachage ont été de 22, 45 et 90 par minute.

De plus 5 éprouvettes ont été utilisées pour chacune des 12 combinaisons des modalités
du facteur.

Nous disposons ainsi au total de 60 résultats de la mesure de la résistance de panneaux
de particules a I'arrachage des clous exprimée en kg.

12. Les données de cet exercice sont tirées du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 241



Chapitre 11. Exemples

H grosseur | anneaux | vitesse ‘ essal H resistance H

1 1 1 o4
26
o8
o1
57
57
o8
61
29
25
60
68
61
61
67
o4
ol
47
o1
29
02
26
52
o2
23
63
o4
65
62
60
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H grosseur | anneaux \ vitesse \ essal H resistance H

2 1 1 1 67
71
72
70
81
79
80
81
80
85
78
78
7
83
79
67
66
62
71
69
72
67
75
70
71
78
81
67
76
5

DO DO M| D] B RO | RO b o[ | D] DO RO | DO | b b | b | | B RO | DO | DO | b | M| M| DO RO | DO | B
po| | M| po| b0 b0 | Do b0 | M| M| RO RO | DO DO = | = = = = = = = =] =] =] = =
| wo| ol wo| wo| b o] b M| M| | = = | = = o] Lol wof ol ol | ro| O M| | | = | = | =
o | o pof =] o x| o bo| | Ot i | o b =] ot | o ho| | o] | ol bo| =] ot | cof bo

1. Quel modele d’analyse de la variance pouvons-nous utiliser avec ces données? Le
plan est-il équilibré ? Il y a-t-il des facteurs a effets aléatoires?

2. Nous décidons dans cette question de négliger 'influence du facteur essai. Procéder
a I’étude de ces données en utilisant le modele d’analyse de la variance a trois
facteurs le plus complet que nous pouvons utiliser.

Eléments de corrigé : Résistance de panneaux de particules a ’arrachage des
clous
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Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs grosseur anneaux vitesse
NivConf 95,0000

Test de Levene (pour toute loi de probabilité continue)

Statistique du test : 0,436
P : 0,932

999
99 -
95 -

80 -
50 -

Probabilité

20 -
05 -
01 -
001 |

RESI1

Moyenne : -0,0000000 W-test pour la normalité
Ecart-type : 3,22595 R: 0,9908
N : 60 Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

FiGURE 11.21 — Graphique : Test de normalité.

W-test pour la normalité
R: 0,9908
Valeur de P (approximatif) : > 0,1000

Test de 1’égalité des variances

Réponse RESI1
Facteurs grosseur anneaux vitesse
NivConf 95,0000

Test de Bartlett (loi normale)

Statistique du test : 9,893
P : 0,540
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11.4 Analyse de la variance a trois facteurs

Test de I'égalité des variances pour RESI1

95% Intervalle de confiance pour sigma Niveaux du facteur
1 1 1
1 1 2 Test de Bartlett
1 1 3 o
Statistique du test : 9,893
! 2 ! P: 0,540
1 2 2
1 2 3
2 1 1
2 1 2
Test de Levene
2 1 3
) ) y Statistique du test : 0,436
P: 0,932
2 2 2
2 2 3
I I

F1GURE 11.22 — Graphique : Test de I’égalité des variances.

Modéle linéaire généralisé : resistance en fonction de anneaux; grosseur;

Facteur Type Niveaux Valeurs
anneaux fixe 2 12
grosseur fixe 2 12
vitesse fixe 3 123

Analyse de la variance pour resistan, en utilisant la SC ajustée pour
les tests

Source DL SC séq SC ajust CM ajust F P
anneaux 1 355,27 355,27 355,27 27,77 0,000
grosseur 1 4403,27 4403,27 4403,27 344,23 0,000
vitesse 2 632,10 632,10 316,05 24,71 0,000
anneaux*grosseur 1 29,40 29,40 29,40 2,30 0,136
grosseur*vitesse 2 86,23 86,23 43,12 3,37 0,043
anneaux*vitesse 2 54,03 54,03 27,02 2,11 0,132
anneaux* 2 10,30 10,30 5,15 0,40 0,671
grosseur*vitesse

Erreur 48 614,00 614,00 12,79

Total 59 6184,60

Terme Coef Er-T coef T P

Constante 65,7000 0,4617 142,29 0,000

anneaux

1 2,4333 0,4617 5,27 0,000
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grosseur
1 -8,5667 0,4617 -18,55 0,000
vitesse
1 -4,0000 0,6530 -6,13 0,000
2 0,0500 0,6530 0,08 0,939
anneaux*grosseur
1 1 -0,7000 0,4617 -1,52 0,136
grosseur*xvitesse
1 1 0,6667 0,6530 1,02 0,312
1 2 -1,6833 0,6530 -2,58 0,013
anneaux*vitesse
1 1 -0,4333 0,6530 -0,66 0,510
1 2 1,3167 0,6530 2,02 0,049
anneaux*grosseur*vitesse
1 1 1 0,1000 0,6530 0,15 0,879
1 1 2 -0,5500 0,6530 -0,84 0,404
Graphique des effets principaux - Moyennes LS pour resistance
grosseur anneaux vitesse
74
70
(0]
é 66 | &\\\\\\\ ,//////)
62
58

F1GURE 11.23 — Graphique :

oooooooooo

11.5. Analyse de la variance a trois facteurs totale-

ment emboités

Nous renvoyons le lecteur a ’exemple page 337 du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].

Effets principaux.
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11.6 Analyse de la variance a trois facteurs partiellement emboités

Diagramme d'interaction - Moyennes LS pour resistance

N v N v N v >

grosseur Tl

anneaux

T vitesse

- 75

- 65

+ 55

- 75

- 65

- 55

- 75

- 65

- 55

11.6. Analyse de la variance a trois facteurs partiel-

lement emboités

Nous renvoyons le lecteur a 'exemple page 340 du livre de Pierre Dagnélie [Dag98b].

oooooooooooo
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Chapitre 12

Modeles statistiques

12.1. Introduction

Ce chapitre a pour but de faire un rapide exposé de ce qui est appelé un modele statistique
tout en permettant de revoir, ou de découvrir, certaines des notions que vous avez apprises
auparavant.

12.2. Modele statistique

12.2.1. Relations

Pourquoi avons-nous besoin des statistiques pour analyser des résultats expérimentaux ?

Il existe plusieurs types de relations entre des grandeurs physiques comme la masse, la
taille, la température...

Nous en distinguons principalement deux :

— les relations déterministes comme celle qui lie I'expression d'une température en degré
Celsius et I'expression de cette méme température en Kelvin. Ici rien de plus mystérieux
qu’une addition a faire et étant donné une méme température de départ le résultat sera
toujours le méme.

— les relations stochastiques comme celle qui lie la masse d'un individu a sa taille.
Nous ne pouvons pourtant pas nier qu’il y a une association entre la taille et la masse
d’une personne mais celle-ci n’est pas aussi simple que celle ci-dessus. En effet si vous
comparez la masse de deux personnes qui ont la méme taille il est fort probable que
celles-ci different.

Pourtant une telle relation existe. Comment pouvons-nous alors la mettre en évidence ?

Pour mettre en équation la relation précédente entre le poids et la masse nous écrivons :
Masse(Individu) = Fonction(Taillerpgivian) + Erreur(Individu).

Ce que nous appelons Erreur représente la variabilité inter-individu, c’est-a-dire ce qui
permet d’expliquer pourquoi deux personnes de méme taille n’auront pas la méme masse.
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Probléme :

Comment trouver Fonction et Erreur?

Nous ne connailtrions vraiment Fonction et Erreur que si nous réalisions une infinité
d’expériences !

C’est pourquoi en statistique nous adoptons la démarche opposée.

Réponse

Nous allons proposer des candidats pour Fonction et Erreur puis évaluer I’adéquation
du modele proposé avec la réalité.

12.2.2. Le cas de ’erreur

Jusqu’a présent nous vous avons sans doute dit d’utiliser des erreurs qui suivent des lois
normales, mais savez-vous pourquoi ?

Dans beaucoup de problémes expérimentaux ’erreur qui vient perturber le résultat d'une
expérience est la somme de plus petites erreurs du méme ordre et indépendantes.

Un théoreéme de probabilité, le théoréeme de la limite centrale, que vous avez di ren-
contrer en L2, nous dit qu’alors une bonne approximation de la loi de la variable aléatoire
d’erreur peut étre réalisée en utilisant une loi normale.

Bien entendu ceci ne fonctionne pas a tous les coups et il existe alors des alternatives :

— changer la loi de l'erreur;

— utiliser des tests comme celui de Kruskal-Wallis qui ne fait quasiment pas d’hypothese
sur la loi des erreurs.

12.2.3. Choix d’une fonction

Quelles sont les fonctions que nous pouvons utiliser ?

Appelons Y la réponse observée, ou facteur expliqué, et X le facteur explicatif.

Y =f(X)+e

La réponse a cette question dépend avant tout de la nature de la variable X.

— Si X est une variable continue comme le poids ou la taille nous pourrons utiliser

F(X)=axX +b.
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12.3 Un cas concret : ’analyse de la variance a un facteur controlé

— Si X est une variable discrete nous utiliserons plutot, en notant X; les différentes va-
leurs possibles pour X, f(X;) = p+ «;.

12.2.4. Synthese

Nous résumons ce que nous venons de voir a propos des modeles statistiques.

— Si X est continue nous nous intéresserons a une relation du type
Y=axX+b+e,

ou les variables d’erreurs e suivent toute une loi normale. Cette situation est celle de
I’analyse de régression simple.
— Si X est discrete nous nous intéresserons a une relation du type

Y =upu+ X, +e

ou les variables d’erreurs e suivent toute une loi normale. Cette situation est celle de
I’analyse de la variance a un facteur controlé.

12.3. Un cas concret : analyse de la variance a un
facteur controlé

12.3.1. Introduction

Supposons que nous mesurions plusieurs fois une méme grandeur nous trouverions en gé-
néral des résultats différents. De trés nombreux facteurs peuvent influencer les résultats
et il n’est pas possible de tous les étudier. Nous en sélectionnons un certain nombre : nous
retiendrons ainsi ceux qui a priori peuvent justifier une grande part de la dispersion des
mesures.

Ces facteurs sur lesquels nous fixons notre attention seront dits facteurs contrélés. Ceci
implique qu’avant d’effectuer les mesures nous aurons pris des dispositions pour qu’ils
soient maintenus constants et mesurés.

Pour I'instant nous ne nous intéressons qu’au cas ou il y a un seul facteur controlé.

L’expérimentateur peut se poser alors différentes questions :
— Le phénomene étudié est-il ou non influencé par le facteur controlé ?
— Si la réponse est affirmative, quelle est alors la modalité la plus intéressante ?
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12.3.2. Modele statistique

Nous introduisons le modele :

Yij=ptoit+ey, i=1...1,j=1..J,
I
avec la contrainte supplémentaire Z a; =0,

i=1
ou Y ; est la valeur prise par la réponse Y dans la condition A; lors de la j—éme répétition.
Nous postulons les hypotheses classiques suivantes pour les erreurs :

V(5,7),1<i<I, 1<j<J, L) =N(0,0%),
Cov(e; ;, €xy) = 0 si (i,j) (k,l) avec 1 < i,k < I, et 1 <j,0<J

Notez qu’ici le plan de 'analyse de la variance est dit équilibré car il y a le méme nombre
de répétitions pour tous les niveaux du facteur.

Remarquons que y; ; n’est pas égal a Y; ;. Dans le premier cas y; ; est une valeur mesurée
dans le second cas Y; ; est une variable aleatoire.

Nous voyons ainsi que nous faisons plusieurs hypotheses tres importantes. Dans chaque
cas ou vous essayerez d’utiliser cette outil statistique vous devrez vérifier que les hy-
pothéses que nous faisons sont compatibles avec les données expérimentales dont vous
disposez.

Si vous utilisez un outil statistique alors qu’il n’est pas adapté vous obtiendrez des résul-

tats qui peuvent étre trompeurs voire complétement faux.
Votre logiciel de calcul statistique ne s’occupera pas de cette partie du travail. Elle vous

incombe exclusivement et est primordiale.

12.3.3. Les hypotheses

Le détail des hypotheses est le suivant :

— Indépendance des erreurs.

— Homoscédasticité (égalité des variances des erreurs).
— Normalité des erreurs.

L’indépendance des erreurs
Il n’existe pas de test permettant de déterminer si les erreurs sont indépendantes ou non.

Un test que vous pourrez rencontrer est le test de Durbin-Watson qui détermine s’il y
a une corrélation temporelle entre les résidus. Une telle corrélation peut découler, par
exemple, de I'utilisation d’un appareil de mesure qui se déreglerait progressivement.

Généralement une représentation graphique des résidus permet de « voir » si 'hypothese
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est réaliste.

Attention aux données appariées !

Afin de tester la normalité des erreurs et 1’égalité des variances nous devons
calculer ce que nous appelons les résidus du modele. En termes statistiques, il s’agit des
réalisations des variables d’erreur ¢; ;.

Nous devons donc commencer par calculer une estimation des parametres p, aq, ..., a7
du modele.

Nous noterons toujours une estimation d’un parametre  du modele statistique par 0.

Estimation

Il s’agit d’une valeur que nous calculons a partir des observations de telle sorte que nous
jugeons qu’elle est une représentation de la valeur du parametre 6.

Par exemple vous connaissez une estimation de la moyenne p d’une population par un
échantillon d’effectif K :

R 1
= —— L.
A= 1] 2

En vous référant au chapitre[2 nous sommes capable de calculer les estimations i, a, . . ., aj.

Les résidus

Cij = Yij — 1 — Q.

Un résidu e; ; n’est rien d’autre que le défaut d’ajustement du modele statistique pour la
j—eme répétition du ¢—eme niveau du facteur.

L’égalité des variances

Cette hypothese est primordiale. En effet a la fois le test de Kruskal-Wallis (équivalent
non-paramétrique de 'analyse de la variance) et TANOVA requiérent qu’elle soit vérifiée.

Il convient ainsi de la tester avant I’hypotheése de normalité de I'erreur. Puisque nous ne
connaissons alors pas encore la loi des erreurs il faut utiliser un test non-paramétrique.

Il s’agit du test de Levene qui est utilisable dés que le nombre de répétitions pour chaque
niveau du facteur est supérieur ou égal a trois.

Si 'hypotheése d’homoscédasticité est vérifiée nous pouvons passer a la vérification de 1'hy-
pothese de normalité des erreurs.
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Dans le cas contraire, Minitab® ne propose pas de test prenant en compte ce défaut. Si
par contre vous avez acces a d’autres logiciels comme R®, qui est gratuit et disponible
sur internet mais assez difficile d’acces, SPSS®, payant mais intuitif, ou SAS®, pour les
utilisateurs expérimentés uniquement, vous aurez a votre disposition des tests pouvant
prendre en compte l'inégalité des variances.

La normalité des erreurs

Nous devons alors tester la normalité des variables d’erreur. Or les effectifs ne permettent
généralement pas de séparer les différents niveaux du facteur explicatif et de tester la
normalité des résidus pour chacun des niveaux.

Pour obtenir une puissance convenable cela exigerait plus d’une cinquantaine de répéti-
tions par niveaux!

Nous décidons alors de regrouper tous les résidus ensemble et de procéder a un test de
normalité sur tous les résidus.

Le nombre de tests de normalité existants est tres important, il y a méme des livres entiers
sur le sujet... Lequel devons-nous utiliser 7

Les logiciels de calcul statistique mettent a la disposition de 1'utilisateur plusieurs tests de
normalité. Bien entendu ils ont tous leurs qualités mais dans le contexte qui est le notre,
c’est-a-dire celui de petits échantillons, effectif entre 10 et 100, c¢’est le test de Shapiro-
Wilk qui est recommandé.

Tous les logiciels mentionnés plus haut permettent de réaliser ce test et en particulier
Minitab®, attention il a été renommé en test de Ryan-Joiner.

Si le test de normalité des résidus est significatif, vous n’avez pas le droit d’utiliser les
résultats de 'analyse de la variance.

Il vous faut alors opter pour une alternative non paramétrique, par exemple le test de
Kruskal-Wallis.

Ce test est disponible dans le logiciel Minitab®.

Si la normalité n’est pas rejetée, nous testons a nouveau '’hypothese d’égalité des variances
en utilisant cette fois-ci le test de Bartlett.

Ce test est plus puissant que le test de Levene car il repose sur une hypothese de normalité
des variables. C’est donc un test paramétrique.
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Si ’hypothese d’homoscédasticité n’est toujours pas rejetée, les conditions d’utilisation du
modele statistique sont alors vérifiées et nous pouvons examiner les résultats de I'analyse
de la variance.
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Chapitre 13

Estimationl!

13.1. Définitions et notations

13.1.1. Population, individu, échantillon

Définition 13.1.1. La population est l’ensemble de tous les éléments qui constituent
cet ensemble.

Exemples 13.1.1. Un ensemble d’étres humains, un ensemble d’objets ou de faits.
Définition 13.1.2. Chacun des membres de cette population est appelé individu.
Définition 13.1.3. Un sous-ensemble de la population est appelé échantillon.

Définition 13.1.4. La propriété qui fait 'objet de [’étude statistique doit étre également
précisée. Nous ['appelons variable statistique.

13.1.2. Caracteres quantitatif et qualitatif

Définition 13.1.5. Un caracteére est quantitatif s’ est mesurable et la liste des
nombres exprimant ces mesures est appelée série statistique.

Exemples 13.1.2. La taille des habitants d’un pays, le poids des habitants d’un pays, les
températures d’une capitale d’un pays.

Définition 13.1.6. Un caractere est qualitatif si les modalités échappent a la mesure.

1. Ce chapitre s’appuie principalement sur les livres de G. Demengel, P. Bénichou, N. Boy et J.-P.
Pouget, [DBBP97], et de J.J. Droesbeke, [Dro01].
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Exemples 13.1.3. Les godits pour un film, les gotuts pour un aliment, ’appréciation d’un
livre.

Dans ce dernier cas, la nature du caractere qualitatif suggere souvent une répartition
de la population en classes que nous pouvons numeéroter.

Nous attachons alors a chaque individu le numéro de la classe a laquelle il appartient.

Nous sommes ainsi ramenés a traiter une liste de nombres, c¢’est-a-dire une série statis-
tique.

13.1.3. Caracteres discret et continu

Une autre distinction peut étre faite sur la nature des nombres d’une série statistique.

Définition 13.1.7. Un caractére est dit discret si les valeurs qu’il prend sont des nombres
isolés, par exemple entiéres mais pas nécessairement.

Exemples 13.1.4. Le caractére « nombre de pieces dans un appartement » , le caractére
« nombre d’étudiants en Master Ethologie-Ecophysiologie Deuxiéme Année » |, les tempé-
ratures en dixieme degrés sont tous des nombres isolés.

Définition 13.1.8. Un caractére est dit continu si entre deuz de ces valeurs nous pou-
vons toujours trouver une troisiéme.

Exemples 13.1.5. La taille des habitants d’un pays, exprimée en cm par exemple, se
traduit par des nombres réels, le poids des habitants d’un pays, exprimé en kg, s’exrprime
par des nombres réels.

C’est la nature de l'instrument de mesure qui permet seulement d’en obtenir une valeur
approchée. Il est logique alors de considérer que les valeurs du caractere appartiennent a
des intervalles appelés classes.

13.2. Parametres de position

13.2.1. Le mode

Dans ce paragraphe, nous énoncerons les définitions de deux parametres de position. Nous
ne sommes pas exhaustifs. Simplement nous rappelons les définitions de ceux qui seront
les plus utilisés dans ce cours.

Définition 13.2.1. Le mode ou les valeurs modales d’une série statistique d’une
variable discréte est la (ou les) valeur(s) de la variable dont ['effectif est mazximum.

Introduisons maintenant les notations dont nous aurons besoin pour définir le parametre
de position suivant : la moyenne.
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13.2.2. La moyenne

Le tableau des effectifs fournit les effectifs partiels n;. Nous disposons donc des couples
(xj;n;) ou j varie de 1 a p.

Dans le cas d’une variable continue, le nombre des classes est encore noté p. Nous avons
convenu d’attribuer globalement 'effectif d'une classe au centre ¢; de cette classe.

Définition 13.2.2. Dans le cas d’une variable continue, la moyenne de la série sta-
tistique composée des couples (c;,n;) est définie par :

SM—‘

Ep: X ;) (13.2.1)

ou n représente effectif total de la série statistique et p le nombre de classes de la série
statistique.

Définition 13.2.3. Dans le cas d’une variable discrete, la moyenne de la série sta-
tistique composée des couples (x;,n;) est définie par :

1 p
== (x; xn), (13.2.2)
=1

3

ou n représente effectif total de la série statistique et p le nombre de classes de la série
statistique.

13.3. Parametres de dispersion

13.3.1. L’étendue

Dans ce paragraphe, nous énoncerons les définitions de trois parametres de dispersion.
Nous ne sommes pas exhaustifs. Simplement nous rappelons les définitions de ceux qui
seront les plus utilisés dans ce cours.

Définition 13.3.1. L’étendue d’une série statistique est la différence entre la plus
petite et la plus grande des valeurs du caractére.

13.3.2. La variance

Définition 13.3.2. La variance d’une série statistique est la moyenne des carrés
des écarts des valeurs du caractére x a la moyenne de la série statistique :

p
o* =Var(z Z (13.3.1)

xj étant remplacé par c; dans le cas d’une variable continue, N [’effectif total de la série
statistique et p le nombre de classes de la série statistique.

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 259



Chapitre 13. Estimation

13.3.3. L’écart-type

Définition 13.3.3. L’écart-type d’une série statistique est la racine carrée de la
variance de cette série statistique :

o =/Var(x). (13.3.2)

Remarque : Ce parametre de dispersion est beaucoup plus intéressant que la variance
car il a I'intérét de s’exprimer dans la méme unité de mesure que la moyenne. Ainsi nous
pouvons comparer des échantillons entre eux.

13.4. La théorie de ’estimation

13.4.1. Introduction

Une fois ces quelques définitions rappelées, nous pouvons aborder une des questions ma-
jeures en statistique :

I’estimation.

Le probleme de I’estimation est I'impossibilité de connaitre exactement la valeur d’un
parametre inconnu noté . Ce probleme est tres général et a des aspects distincts.
Les observations permettent de construire une estimation de 6.

Ainsi chaque observation est la valeur d’une variable aléatoire (v.a.) X dont la loi dépend
de 6.

Cela revient a doter 1’état de la nature inconnu d’'un modele probabiliste.

Ce dernier est complété par un modele d’échantillonnage décrivant la maniere dont
les observations sont recueillies.

Nous nous plagons dans le cas le plus simple : les n observations constituent un échan-
tillon aléatoire simple (EAS) composé de n variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d.) {Xy,- -, X, }.

Signalons qu’un modeéle probabiliste complété par un modele d’échantillonnage est appelé
un modele statistique.
Le probleme s’énonce ainsi :

comment pouvons-nous estimer 0 a partir d’un n—échantillon aléatoire simple
{X1,..., X} dont les valeurs observées sont notées {xy,...,x,} ?

Cette question recouvre deux problemes :

— définir un estimateur possédant de bonnes qualités ou encore de bonnes propriétés
statistiques

— trouver la maniére adéquate de le choisir.
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13.4.2. Quelques définitions

Soient :
— # un parametre réel inconnu défini au sein d’une population U
— O l’'ensemble des valeurs possibles de 6.

Définition 13.4.1. Si{X;,..., X, } est un échantillon aléatoire simple d’effectif n prélevé
dans U, alors nous appelons estimateur de 6 toute fonction des observations, notée 0 :

0=h(Xy,..., X (13.4.1)

Nous nous restreignons d des valeurs 8 € ©. 8 est une variable aléatoire de loi de proba-
bilité qui dépend du parametre inconnu 6.

Définition 13.4.2. Nous appelons estimation de 0 une valeur h(xq,...,x,) d'un esti-
mateur 0 calculée a partir de n valeurs observées xy,...,x, dans un échantillon prélevé
dans la population U.

Il est souhaitable de ne pas utiliser uniquement le bon sens ou l'intuition pour choisir
entre deux estimateurs.

Pour pouvoir effectuer le bon choix, nous devons pouvoir les comparer en recourant a des
objectifs choisis a priori.
Nous allons établir une liste de plusieurs propriétés que nous souhaitons retrouver dans

un bon estimateur, permettant ainsi de mettre en évidence ceux qui en possedent sinon
le plus grand nombre, du moins les plus importantes.

13.4.3. Simplification de notation

Toute fonction des observations d’un échantillon aléatoire simple, définie par ((13.4.1]),
peut permettre d’estimer la valeur de 6. Nous avons appelé estimation la valeur observée
h(zy,...,x,) de estimateur h(Xy,...,X,).

La notation utilisée « majuscule pour une variable aléatoire et minuscule pour sa valeur »
est en contradiction avec ((13.4.1)) et veut que nous distinguions aussi la variable aléatoire
0 de sa valeur observée.

13.4.4. Propriétés d’un estimateur

Le choix d’un estimateur va reposer sur ses qualités. Comme nous I'avons souligné, il est
habituel de comparer des estimateurs entre eux sur la base de propriétés plus ou moins
intéressantes qu’ils possedent ou non.

La premieére concerne la possibilité de comporter un biais. Il est souvent judicieux que
la distribution d’un estimateur soit centrée sur le parametre inconnu, c’est-a-dire qu’il
possede la propriété suivante.

Propriété 13.4.1. 0 est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du paramétre 0 si

E 6] = 9. (13.4.2)
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Définition 13.4.3. Si la relation (13.4.2]) n’est pas satisfaite, le biais de 0 est alors défini
par

B(0) =E[0] - 0. (13.4.3)

Remarque 13.4.1. Pour aborder le caractére biaisé ou non d’un estimateur il faudra
utiliser des propriétés de ’espérance mathématique étudiée dans les années précédentes.

13.4.5. Précision : Cas d’un estimateur sans biais

Comme nous ’avons vu auparavant, la variance d'un estimateur joue un réle important
dans la mesure de précision.

Propriété 13.4.2. 570 est un estimateur sans biais du paramétre 0, nous utilisons comme
mesure de précision sa variance Var [6}

Plus Var [5} est petite, plus I'estimateur 0 est précis. Entre deux estimateurs non biaisés,
nous choisirons le plus précis des deux, c’est-a-dire celui de plus petite variance.

Exemple 13.4.1. Soit un échantillon aléatoire simple de taille relativement élevée, prélevé
dans une population normale N(y; 02). Si X (moyenne de I’échantillon) et X /o (médiane
de I’échantillon) alors, nous avons

E[X|=p Var|X]=" (13.4.4)
n
et )
el
E[XI/Q] =M, VaT[X1/2] - §g (1345)

Nous avons donc Var[X] < Var[X;]. Donc X est un estimateur plus précis que X /o
dans ce cas présent.

13.4.6. Précision : Cas d’un estimateur quelconque

Propriété 13.4.3. 5i 0 est un estimateur du parameétre 6, nous mesurons la précision de
Uestimateur 0 par ’écart quadratique moyen (EQM) :

EQM (8) = Var 0] + B ()" (13.4.6)

Si 0 est un estimateur sans biais du parameétre 6, ce qui se traduit par
B(0) =0, (13.4.7)

alors nous retrouvons la propriété précédente.

Entre deux estimateurs de #, nous choisissons celui dont 1’écart quadratique moyen est le
plus faible.
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13.5. Des exemples d’estimation

13.5.1. Estimation de la moyenne d’une population

Pour estimer la moyenne ;1 d’une population de taille N nous utilisons la moyenne X d’un
échantillon de taille n (n < N) du type PEAR (probabilités égales avec remise).

Rappel : En tant que variable aléatoire, X constitue un estimateur de la moyenne p.

Définition 13.5.1. Toute valeur observée de X a partir d’un échantillon est appelée une
estimation de la moyenne L.

Le mode de prélevement retenu nous assure que les X; sont des variables aléatoires indé-

pendantes et identiquement distribuées et sont telles que, pour tout ¢ =1,...,n :
E[X;] = n (13.5.1)
et
Var[X,] = o> (13.5.2)

Soit X définie par
Z X, (13.5.3)
la moyenne d’'un échantillon aléatoire simple prélevé dans une population de moyenne .

Calculons l’espérance de X :

_ 1 1 [& 1
E[X| = E[nZXi]:n]E[ZXi]:nZ]E[XJ
=1 =1 =1
= l><,u><n:u
n

Nous trouvons ainsi le résultat suivant :

Théoréme 13.5.1. En moyenne, l'estimateur X est égal d la moyenne u, ou encore X
est un estimateur sans biais de la moyenne L.

En général en statistique, nous calculons ’espérance et la variance d’une variable aléatoire.
Donc nous allons calculer maintenant la variance.
Calculons la variance de 7 :

Var[X] = Var [

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy 263



Chapitre 13. Estimation

La question : Que signifie statistiquement ce dernier résultat 7 Comment le statisticien
I'interprete-t-il 7

La réponse : Ce parametre, destiné a connaitre la dispersion des valeurs de T autour de

la moyenne pu, permet de mesurer I’erreur d’échantillonnage. Plus Var[X] est faible,
plus il est probable que l'erreur sera petite et 'estimateur précis. Var[X] est faible si la
variance o2 de la population est petite, ce qui correspond & une population homogene,

et/ou si n est grand, c’est-a-dire si la taille de 1’échantillon est grande.

Remarque 13.5.1. Cette erreur ne dépend pas de la taille N de la population, ce qui
n’est pas intuitif!

13.5.2. Estimation de la variance d’une population

Soit 52, définie par
1 & —
S2= 3 (K- x)", (13.5.4)

i=1

la variance d'un échantillon aléatoire simple prélevé dans une population U de variance

o

Calculons lespérance afin de savoir si S2, est un estimateur sans biais de 0.

mist) = E|1 (Son- X))
= el
- iE lz Xf] ~E[X]
— i Z (Var(xi] + p?) = (Var[X] + 42

2
o
N
n

- (5

E[S2] # o°. (13.5.5)

Nous constatons ainsi que

Théoréme : S?, est un estimateur biaisé de la variance o dont le biais vaut :

-1 o?
sty =t ("=1) gt - 5
(Sz.)=o0 - o " (13.5.6)

Remarque : B(S?,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Nous disons dans ce cas que
S? est un estimateur asymptotiquement sans biais.

A partir de cette remarque, nous construisons un autre estimateur de la variance o2, que
nous appelons la variance corrigée de 1’échantillon aléatoire simple défini par :
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Définition 13.5.2. .
S2 = i R p— E X, — X)% 13.5.7

Nous vérifions aisément que
E[S?] = o2 (13.5.8)

Donc nous pouvons établir le résultat suivant :

Théoréme 13.5.2. La variance corrigée S* est un estimateur sans biais de la variance

o2

13.5.3. Estimation d’une proportion d’une population

Si 74 est une proportion d’individus qui possedent une caractéristique A dans une popula-
tion U, nous pouvons estimer ce parametre par la proportion observée dans un échantillon
aléatoire simple de taille n prélevé dans cette population U :

nA

= = 2 13.5.9
Ta=— ( )

ou n4 est le nombre d’individus de ’échantillon qui possedent une caractéristique A.
4 peut-étre considérée comme la moyenne d’une loi de Bernoulli en dotant tous les indi-

vidus de la population d’une valeur 1 ou 0 selon qu’ils possedent ou non la caractéristique
A

Somme des valeurs 1 + Somme des valeurs 0

Taille de la population
Nombre de 1
Taille de la population
= Proportion de 1

= TA.

Si nous considérons la moyenne T de I’échantillon composé de 1 et de O :

Somme des 1 observés + Somme des 0 observés

Taille de 1’échantillon
Nombre de 1 observés

Taille de I’échantillon
na
.

T =

Comme E[X] = p, nous en déduisons que

na

E[X]=E —E[fa] = p=ma (13.5.10)

n

Par conséquent, 74 est un estimateur sans biais de de 7 4.
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