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Un probléme PK—PD

Modélisation
Mise en équation

La modélisation se fait a I'aide de deux outils :
@ un systeme d’équations différentielles
© un modéle statistique.

De nombreuses situations en pharmacodynamique peuvent
amener a la modélisation reproduite dans la Figure 1 ci-aprés.
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Figure 1 : Schéma compartimental de la réaction étudiée
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@ K, est la vitesse Q@ C est une concentration
d’absorption de la donnée supposée connue qui
initiale. correspond a Xs.

@ Vret Vsontdes @ Ksyn est la vitesse
volumes. d’absorption de la

substance non éliminée a
son arrivée au niveau du
compartiment 4.

© K,y est la vitesse
d’élimination du produit

du compartiment 4. .
Q Cs est la concentration

Q Q est le taux d’élimination qui permet d’obtenir 50 %
entre les compartiments 2 de I'efficacité du
et 3. médicament.

© Cl estlavitesse Q Epax est I'effet maximal
d’élimination. possible du médicament. —**
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@ Les grandeurs, Xi(t), 1 < k < 4 représentent les
concentrations dans les compartiments 1 a 4 a I'instant t
de la réaction. Elles sont supposées continues et
dérivables par rapport au temps.

© Nous étudions une substance qui est un des composants
d’'un médicament donné. Deux mesures de
concentration sont effectuées dans les compartiments
2et4.

© Le mécanisme décrit par le schéma compartimental
reproduit sur la Figure 1 se décompose ainsi :

@ les compartiments 1, 2, et 3 représentent la partie
pharmacocinétique (PK)

@ le compartiment 4 la partie pharmacodynamique (PD).
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La mise en équation des relations aboutit au systéme
d’équations différentielles suivant :

( d; = —KaXi(t)
d = KaXi(t) — ng(t) QXz(t)+$Tx3(t)
dd;f’(t) = \C/)xg(t)—‘?rXB(t)X()
dX, »(t
Tt(t) = Ksyn <1 — EmaxXg(t)-i-Cso) — Kout Xa(1)

\

Il est a noter que nous pourrions estimer la valeur initiale dy
inconnue de substance injectée présente dans le compartlment
4 au moment de l'injection.
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Il se pose alors deux problémes principaux :

@ Combien de données expérimentales faut-il recueillir pour
que la qualité de I'estimation soit acceptable ?

© Au cours de la réaction, a quels instants faut-il effectuer les
mesures ?
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Il existe différents critéres pour évaluer les performances d’'un
plan expérimental [ATK 92] :

@ d’ordre pratique, facilité de calcul des estimateurs des
paramétres,

© d'ordre statistique, qualité des estimateurs obtenus.
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Nous analysons une réponse multidimensionnelle :
@ mesure de la concentration Xx(t) du compartiment 2 et
© mesure de la concentration X;(t) du compartiment 4.

Le plan D—optimal recherché devra tenir compte de cette
particularité.

nd, Anne Ourliac et Bruno Boulanger Recherche numérique de plans D—optimaux



Introduction
Modeéles statistiques et plans optimaux Modele statistique

Approche population
D —optimalité

Nous introduisons donc le modele statistique :

yO —nke, )+, 1<k<het1<i<n  (2.1)

i

Q@ 0 =(64,...,0p) estun vecteur a p composantes, les
parametres a estimer,

© hestle nombre de réponses prises en compte,
© nestle nombre de mesures effectuées sur un individu,
© 1 est un point d’échantillonnage,

@ 1% sont des fonctions connues, linéaires ou non, reliant
les constantes inconnues et les points d’échantillonnage

o e,(.k) sont des variables aléatoires d’erreur normales et
d’espérance nulle.

ric Bertrand, Anne Ourliac et Bruno Boulanger Recherche numérique de plans D—optimaux



Introduction
Modeéles statistiques et plans optimaux Modele statistique

Approche population
D —optimalité

Nous faisons de plus une hypothese de variance homogeéne,
sur les vecteurs des erreurs e,(-

Cov <e,(.k1), 6552)) - 0 sii#m, (2.2)
Var [e,(-k)} = 0% = okk et (2.3)
Cov (4’“’, e§k2)) = ok kS ki # ko (2.4)
Ainsi le vecteur des erreurs € = (el,... e, ... el ... €Y suit
une loi :
Non (0, Z® 1p), (2.5)

avec X = ((0j;)) =1 < i,j < het® le produit tensoriel.
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Remarque

Ce modéle permet de prendre en compte une corrélation
éventuelle entre les mesures a un méme temps #. En revanche
il impose l'indépendance entre les mesures prises a des temps
différents.

Lhétérogénéité des variances a été peu étudiée dans le
contexte des modéles a réponses multiples. Ce modele
nécessite la connaissance de paramétres qui sont rarement
disponibles dans la bibliographie, ce qui était notre cas ainsi
que celui de [WAT 05B].
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Lapproche population est envisagée lorsque :

@ les mesures ne sont pas uniqguement réalisées sur un seul
individu mais sur un échantillon d’individus,

© nous souhaitons modéliser les variabilités inter-individus.

Le modele statistique finalement retenu tiendra donc compte
de la variabilité liée a chaque individu, de la répartition des
individus en groupes, des doses utilisées ainsi que des temps
ou l'injection a été réalisée et qui peuvent différer d’'un groupe a
lautre.
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Modélisation des variabilités inter-individus : deux types de
modeles fréquemment utilisés.

@ un modele additif §;; = 5, + aj
@ un modele multiplicatif 6;; = 3, exp(a; )

avec1 < /< pet1<i<NouN estle nombre de sujets de
I'étude.

Le paramétre inconnu 6; associé a I'individu i résulte de la
prise en compte :

@ du paramétre a effets fixes 3 constant

@ d'un paramétre a effets aléatoires a; ou chaque a; suit
une loi normale centrée de variance wj .
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Principalement pour réduire le colt de calcul, nous avons
sélectionné un modéle additif pour la variabilité inter-individus.
Nous aboutissons ainsi @ un modele statistique qui raffine le
modele précédent :

y,-(f) =)0, ;) + Ef.f/f) =B + ap, ) + 6,(-5)7 (2.6)

ou1<i<N,1<j<net1<k<h

Frédéric Bertrand, Anne Ourliac et Bruno Boulanger Recherche numérique de plans D—optimaux



Introduction
Modeéles statistiques et plans optimaux Modeéle statistique

Approche population

D—optimalité

Lexpression de nombreux critéres d’optimalité alphabétique se
base sur la matrice d’information de Fisher [ATK 92]. Quelle est
son expression lorsque :

@ la réponse est multidimensionnelle,

© nous utilisons une approche population et donc un modéle
a effets mixtes [DAV 95] ?

Nous supposons également que la variance de la variable
d’erreur a :

@ une composante additionnelle, notée o, et
@ une composante proportionnelle, notée op.

Bertrand, Anne Ourliac et Bruno Boulanger Recherche numérique de plans D—optimaux



Introduction
Modeéles statistiques et plans optimaux Modeéle statistique

Approche population
D—optimalité

Ainsi la loi de d’'une variable d’erreur conditionnée a la
variabilité inter-individuelle est :

eilaj ~ N(0, diag(oa + opn(0j, 1;))?). (2.7)

Siw = (7,wi,...,wp,0a,0p) estle vecteur de tous les
parametres de notre modeéle, alors I'expression de la matrice
d’information de Fisher est :

Mg (6, T) = E[-8%1/(0Waw')], (2.8)

ou /(W, y) est la log-vraisemblance des observations

Yy =(1,.--,¥n) pourles paramétres W et T = (t, ..., ty) est
un vecteur dont les composantes sont les points
d’échantillonnage de tous les individus.
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Dans la majorité des modeéles non linéaires a effets mixtes, il
n’existe pas d’expression explicite de la log-vraisemblance et
donc de la matrice d’information de Fisher.

Un développement de Taylor au premier ordre suffit pour
obtenir une bonne approximation de la matrice d’information de
Fisher. Pour plus de détails voir [RET 01] et [RET 02].

Nous avons retenu le critere de D—optimalité. La fonction
objectif ® a maximiser est alors le déterminant de Mg :

®(Mg) = det(Mp).
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Ce choix repose sur les considérations suivantes :

@ Dans notre cadre gaussien, un plan D—optimal minimise le
volume de I'hyperellipsoide de confiance associé au
vecteur des parameétres 3.

© Le critére de D—optimalité est facile a évaluer ce qui le
rend commode pour des implémentations pratiques et des
recherches numériques pour des dispositifs complexes,
comme le notre, qui sollicitent trés intensivement son
évaluation.

© Il prend en compte tous les termes de la matrice
d’information de Fisher.
Le plan obtenu est invariant par transformation linéaire des
parameétres.

© Nous savons que le nombre de points supports d’un plan
D—optimal est compris entre p et p(p+ 1)/2 + 1 [ATK 02].
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La méthode de résolution numérique utilisée ici est celle de
Runge-Kutta d’ordre 4-5 [QUA 00].

C’est un parametre primordial en matiére de temps de calcul.

Des essais ont été effectués avec des méthodes d’ordre
inférieur, 2-3 par exemple, mais ceux-ci ont abouti a une trop
grande imprécision.
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Nous avons principalement eu recours a :
@ ralgorithme du simplexe [GAB 00],

@ lalgorithme d’échange de Fedorov-Wynn [MUL 03, NGU
92] avec la possibilité de faire un échange simple ou
double.

Bien qu’en théorie il est difficile d’utiliser I'algorithme d’échange
dans le cadre d’'un modéle a réponses multiples si les réponses
ne sont pas fortement corrélées [LEW 99], il est possible de
contourner cette difficulté en spécifiant des zones d’acceptation
pour chaque réponse. Le choix de ces zones repose sur des
considérations résultant d’expériences préliminaires.
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Une des difficultés pratiques de 'algorithme d’échange est qu’il
n’est pas possible d’étre assuré sa convergence.

Ainsi le logiciel POPT@®) propose de procéder a plusieurs
réarrangements successifs dés qu’il n’y a plus d’échange
possible. Nous avons constaté que dans notre situation il n’était
pas nécessaire de recourir a ce raffinement. La encore cette
observation est capitale puisque le temps d’exécution suivant
un réarrangement peut étre de I'ordre d’une journée.

La recherche d’un plan D—optimal est certes I'objectif final
mais il n’est pas nécessairement réaliste. Aussi est-il
raisonnable de se contenter de plans qui présentent au moins
partiellement de bonnes propriétés.
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Figure 2. Graphique des résultats obtenus avec le logiciel POPT®).
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Résultats

Entrées :

Valeurs a priori :

ko =10, C/ =0.29, V = 0.85,

Emax = 0.86, C59 = 0.72, Koyt = 36.7.
Nombre de sujets : 10

Nombre de points d’échantillonnage : 10
Points d’échantillonnage initiaux :
0,0.5,08,1,3,9,12,18, 21, 23
Sorties :

Points d’échantillonnage optimaux :
0.12,0.75, 0.95, 2.06, 2.43, 8. 38, 9.49
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Lalgorithme du simplexe et celui de Fedorov-Wynn donne des
résultats semblables mais en faveur de I'algorithme d’échange.
En effet celui-ci propose un plan Iégérement de meilleure
qualité pour un temps de calcul du méme ordre.

On a également obtenu quelques résultats pour I'algorithme du
recuit simulé [COR 87].

Le Tableau 1, qui récapitule certains des résultats obtenus, a
été reproduit ci-dessous.
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| Méthode || Compart. | Nbre Inc. | Temps (s) | Critére |
Echange 2,3 2 38,109 0,844
Recuit 2,3 2 350,49 0,851
Echange 1,2,4 3 23486 0,0010
Echange 1,2,4 4 34871 0,019787
Echange 1,2,4 6 41337 | 2,9437 x 107°
Echange 1,2,4 7 54206 | 8,7404 x 10~°

Tableau 1. Quelques résultats obtenus avec le logiciel POPT®.
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Lensemble des procédures qui constituent le logiciel POPT®
sont programmés en MATLAB®.

La configuration du logiciel se fait par I'édition de fichiers et
n’est donc pas conviviale, voir la Figure 2 pour un exemple de
résultat.

Une version graphique, WINPOPT®) vient de paraitre. Elle est
malheureusement encore limitée a des modeéles trop simples.
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Conclusion

Dans le cas de réactions dont la complexité permet une
résolution rapide, exacte ou numérique, des équations
structurales, une comparaison des divers algorithmes proposés
peut étre réalisée par chacun.

La spécificité de notre étude de cas est la complexité du
systeme qui nécessite un temps de calcul trés important.

Un des objectifs visé a également été la comparaison des
algorithmes proposés puisqu’aucun élément bibliographique,
spécifique aux types de problémes PK-PD, étudiés n’a
jusgu’alors été mis a la disposition des utilisateurs.
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Conclusion

Lalgorithme du simplexe et I'algorithme d’échange donnent des
résultats similaires en termes de temps de calcul et de
précision, avec un léger avantage dans notre cas en faveur de
I'algorithme d’échange.

Lalgorithme du recuit simulé semble donner des résultats
supérieurs en termes de précision toutefois son temps
d’exécution est tel qu’il est difficilement envisageable de
l'utiliser avec le modéle complet comportant les quatre
compartiments.
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Merci pour votre attention.
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