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Motivation

Un des problémes des laboratoires de contréle ou de l'industrie
chimique, pharmaceutique, agroalimentaire, est I'estimation de
la proportion d’'une population de mesures se situant entre
deux limites.

Le contexte particulier de cet exposé est celui de la validation
des procédures analytiques.
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Nous supposons qu’une série de mesures suit une loi normale
de moyenne uy, et de variance aﬁ,.

La proportion des mesures appartenant a l'intervalle [L, U],
notée , est le paramétre d’intérét.

Par exemple, dans les laboratoires de contrble de qualité, [L, U]
représente I'étendue des valeurs produites acceptables et 7 est
alors la proportion d’unités conformes.
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Nous souhaitons déterminer si la méthode de mesure utilisée
est conforme aux spécifications des normes internationales,
FDA, ISO:

en utilisant cette procédure analytique, a-t-on la garantie que
les valeurs observées seront suffisamment proches des vraies
valeurs, inconnues, des échantillons ?

Par suffisamment proche, nous entendons que la vraie valeur
wr appartienne a l'intervalle d’acceptation [— A, )], c’est-a-dire :
X —pr| <A
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La limite d’acceptation \ est fixée a priori par la réglementation
en vigueur dans le secteur industriel considéré.

Par exemple, dans le domaine pharmaceutique, X vaut 15 %
pour la regle de la FDA de 2001.

Par garantie nous entendons que P[|X — u7| < A] > a.

La difficulté provient du fait que nous ne connaissons pas uy et
0% les valeurs des paramétres associés a la méthode de
mesures.
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Lobjectif de la phase de validation d’'une procéAdure analytique

est alors de déterminer si, étant donné [y et 0%, des
estimations de uy et 0,2\,,, la proportion de mesures qui seront
dans l'intervalle d’acceptation est supérieure a une valeur
fixée a priori avec un niveau de confiance de «y.

Il n’existe pas de solution exacte a ce probléme. Plusieurs
auteurs, Resnickoff (1955), Mee (1984) et Mee (1988) ont
proposé des procédures approchées pour traiter cette difficulté.
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Nous utilisons deux estimateurs possibles pour la proportion ©
et établissons des développements d’Edgeworth qui permettent
de construire directement des intervalles de confiance pour .

Le recours a ces développements se justifie par la faible taille
des séries de mesures utilisées, souvent comprise entre 5 et
20, et par conséquent, par le fait que les approximations
asymptotiques ne sont plus valides dans ce cas.
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Notations

Soit {X; : 1 < i< n} une série de mesures d’une procédure
analytique qui suit une loi normale de moyenne uy et de
variance o%;.

Désignons par :
@ X =137, X;la moyenne empirique et

~~\ 2 . . . s
Q s2=_1->7",(X;— X)" la variance empirique corrigée.
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Introduisons la proportion 7 qui se définit par :

mo o= m(mmoh) =Plar - A< X <pr+Al (1)
_ o (MTET M (AT RT —m (12)
oM oM R

ou
@ o désigne la fonction de répartition d’une loi normale
centrée réduite,

© )\ )\ sontles « limites d’acceptation », dont la valeur
dépend de la norme utilisée, et

© .7 représente la « vraie valeur » inconnue de I'échantillon.
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Posons U= XA+ puretl=—-A+pur.

7 s’écrit alors :

(i) =o(%50) o (). 0

A partir de (1.3), deux estimateurs de « sont proposés :

@ le premier, noté 7, est basé sur la méthode du maximum
de vraisemblance (MLE)

@ le second, noté 7, est sans biais et de variance minimale
(MVUE).
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Résultats préliminaires

La propriété de l'invariance du maximum de vraisemblance
permet d’obtenir 'estimateur 7 ainsi :

2 2

- (% 5 U-X L-X s
= —_— = — = X —_—
T=7 (X, k2> o) (k 5, ) P <k s gmLE | X 42

Théoreme

T — m renormalisé par \/n a pour loi limite N (0, 0%, g)-

Il s’agit d’'une application de la « méthode Delta » (cf [6]).
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Lexpression de I'estimateur 7 (cf [7]) s’écrit :

To=7 (7, %) = (71— 7o) (77 %)

= 9mMVUE (7, %E) (19
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Quelques simulations pour 7 et 7

Nous présentons ici deux graphiques :
@ le premier pour \/n(7 — )
@ le second pour v/n(7 — )
pour T = 0.95, A =0.15, § = uy — u7 = 0 et par ordre

décroissant des maxima des courbes, la densité pour n = 10,
n= 15, n = 20 et la loi normale limite lorsque n — +cc.

Ces estimations de la densité ont été obtenues a 'aide du
logiciel Maple version 10.0 et au moyen d’un noyau
d’Epanechnikov et de 10 000 réalisations de chacun des
estimateurs.
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Caractéristigues de T et 7

Nous avons également simulé r = 10000 réalisations de 7 et ™
pour m =0.95, A=0.15,60 = uyy — p7 = 0;0.10,
n=>5;10;15; 20.

Nous avons calculé certaines caractéristiques numériques de
ces estimateurs pour apprécier leur qualité ainsi que leur défaut
de normalité :

@ Variance=1- Y"1, (x; — X)?
© MSE=Variance + Biais?,
© Asymétrie=1 - S°7_, (x; — x)® / Variance®/?

Q Aplatissement=" - S>7_, (x; — x)* /Variance?.

ric Bertrand et Myriam Maumy Développements d’Edgeworth



Quelques simulations pour 7 et 7 Densité de 7@

Densité de 7
Caractéristiques de 7 et 7

) 0

n 5 10 15 20
Biais 7 -0.0056 -0.0030 -0.0033 -0.0017
Variance 7 0.0042 0.0022 0.0016 0.0012
MSE 7 0.0042 0.0022 0.0016 0.0012
Asymétrie T -1.5591  -1.1599  -1.0082 -0.9218
Aplatissement 7 5.3367 4.2283 3.9795 3.7984
Biais 7 0.0012 0.0001 -0.0011 -0.0006
Variance 7 0.0057 0.0027 0.0018 0.0013
MSE 7 0.0057 0.0027 0.0018 0.0013
Asymétrie 7 -1.7887  -1.3490 -1.0547  -0.9403
Aplatissement 7 5.8690 4.7935 3.8923 3.8286
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0 0.10

n 5 10 15 20
Biais 7 0.0016 0.0012 0.0012 0.0001
Variance 7 0.0038 0.0021 0.0014 0.0011
MSE 7 0.0038 0.0021 0.0014 0.0011
Asymétrie 7 -1.8825 -1.3775 -1.1852  -1.0277
Aplatissement 7 7.1694 5.0787 4.7367 4.2284
Biais ™ -0.0011 0.0008 0.0005 0.0001
Variance 7 0.0061 0.0026 0.0018 0.0013
MSE 7 0.0061 0.0026 0.0018 0.0013
Asymétrie 7 -1.7460 -1.3472  -1.1293  -0.9982
Aplatissement 7 5.8653 4.8502 4.2291 3.9678
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Ces résultats et, plus particulierement les valeurs des
coefficients d’asymétrie et d’aplatissement, nous aménent a
des conclusions qui justifient les développements d’Edgeworth
proposeés ci-apres.

Rappelons en effet, que pour une variable aléatoire qui suit une
loi normale, le coefficient d’asymétrie vaut 0 et le coefficient
d’applatissement vaut 3.
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Développement d’Edgeworth pour 7

Soit {Z, : n > 1} une suite de variables aléatoires centrées
réduites.

Les quatre premiers cumulants de Z, sont :
Q k1.0 = E[Zp],
Q ko p = Var[Z,],
Q r3n = E[Zy — E[Z,]]’,
Q kan=E[Z, — E[Z,]]* — 3 (Var[Z,])?.

Soit v un entier compris entre 1 et 4. Le v—éme cumulant de Z,
existe ssi E[|Zp|"] < +o0.
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Développement d’Edgeworth pour 7

Supposons que les quatre premiers cumulants vérifient :

kin = N 2kio+ O(n7¥2),
Kop = 14+ n*1 k272 + O(nfs/z),
kan = N 2kgq+ O(n%/2),

Kapn = n_1k4,1+O(n_3/2).

alors

P[Zy < x] = (x) + (021 (x) + 1" pa(x) + -+ ) 6(x), (B.1)
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Développement d’Edgeworth pour 7

ou ¢(x) = ®’(x) est la fonction de densité d’une loi A/(0, 1) et

ou
1
pii) = (ke + ghos( 1)) 32)
po(x) = —x 1(k +k2)+l(k + 4ky ok31) (X2 - 3)+
2 ) 2,2 1,2 24 4.1 1,213,1
7172k§,1(x4 —10x2 + 15)) . (3.3)

La détermination explicite des coefficients k; ; peut présenter
une difficulté calculatoire.
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Développement d’Edgeworth pour 7

Nous souhaitons obtenir un développement d’Edgeworth, voir
[5], pour 7.

Soient {X, X1, ..., Xy} des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de loi N (1, 02)).

Introduisons X = (X, X?) et Xs = (X, X2, X3, X%).
Les expressions (1.4) et (1.5) permettent de dire que 7 et 7
dépendent de X et de s¢/k.

Mais nous pouvons aussi dire que 7 et 7 sont des fonctions de
la moyenne de I'échantillon {(X;, X?) : 1 <i< n}.

Frédéric Bertrand et Myriam Maumy Développements d’Edgeworth



Rappels principaux sur les développements d’Edgeworth
Développements d’Edgeworth Développement d’Edgeworth pour 7

Développement d’Edgeworth pour 7

Nous allons considérer des développements d’Edgeworth de
statistiques qui sont des fonctions de la moyenne d’'un
échantillon.

Ces développements sont principalement de deux types :

@ Le développement de la statistique en supposant sa
variance asymptotique connue, en considérant
I'échantillon (X;) = (Xi, X?)1<i<n-

© Le développement de la statistique studentisée pour lequel
nous estimons également, a distance finie, la variance de
la statistique considérée en considérant I'échantillon
(Xs,i) = ()(Ia )(/27 )(,37 )(/4)1 <ign-
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Développement d’Edgeworth pour 7

Maintenant définissons la fonction Fo £ a valeurs réelles
(resp. la fonction studentisée F; £ a valeurs réelles) de la
facon suivante :

: guLE(X. Y
Fome: (x,y)eR® — % : (3.4)
T (x.
Fome: X¥.s10)€ R %E( 2 (3.5)

JI2\4LE(X7ya Za t)
ouoz (x,y,z,t) =

Sy S (0gmie/0x; - Oguie/9%)(X, ¥) (6(i + ) — (i
avec ¢(k) est la k—éme composante du vecteur (x, y, z, t) et

ave(X,y) = gme(x,y — x%) — 7 (um. 0%).

~—
ISR
.
~—
~—
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Développement d’Edgeworth pour 7

Théoréme (3)

Supposons que oy e > 0.

@ La fonction Fo mie (resp. Fsmie) est C® au voisinage du
point E [X] (resp. E [Xs]),

Q@ Fome(E[X]) =0 (resp. Fsme(E[Xs]) = 0),
Q E [||X||%] < +oo (resp. E [||Xs]|?] < +o0)

Q /a fonction caractéristique x de X (resp. xs de Xs) satisfait
la condition limjy|— 4 SUp [x(t)| < 1 (resp.
|im||tHH+OO sup ‘Xs(t)‘ < 1)
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Théoréme (3 suite)
Alors
P[ViF. e (X s2/k2) < x| = @(x)+n"2py o me(x)6(x)

+n7 " P mLE(X)B(X)
+0 (n’3/2> : (3.6)
uniformément en x € R et ol P1 o MLE, P2« MLE ONt €t€ definis

précédemment, les coefficients ki o e, k2.2 MLE, K31, MLE €t
ka1,mLe different d’une statistique a l'autre puisque :
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Théoreme (3 suit

;4.4
KigmE = ézzaijﬂip

i=1 j=1

d d d
Kesime = D>, a

j k=1 i= k=

d d d 1 9.4 d d
kopme = Z Z Z 88k ik T 5 Z Z Z Z ajj ki ik il +

— = £

d
>
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Théoreme (3 suite)

d d d d
Ka1,MLE Z Z Z Z ajajaga (Mijk/ - Sﬂl'jﬂkl) +
k=
d d d d
Z Z Z Z a;ajay aimpitjkm
m=

1 k=1 I=1

394 . d d d d
¥5 22 2.2 0. ) adaudno (uinusimot

1 /=1 m=10=1

2 uijtkmibio + 4Mik,uj/,umo + 16Nikﬂjmlilo)
d d d d

*3 Z Z Z Z Z Z ajajakamo (4iimitkittjo+

i=1 j=1 k=1 I=1 m=1 o=1
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Développement d’Edgeworth pour 7

Théoreme (3 suite)

ou a est égal a Fo e (resp. & Fs mie), en désignant par () Ja
i-eme composante d’un vecteur et avec

a ;= (01/ox® . ox) a(X)|x_zpq

f o

pi.i; = E {(X — )" (X = M)(ij)} .
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Développement d’Edgeworth pour 7

De fagon similaire, nous obtenons un résultat pour 7.

Nous introduisons la fonction Fg pvye (ou la version
studentisée de cette statistique Fs yvye) définie simplement en
remplacant gy, e par guvue dans les expressions (3.4) et (6).

Toutefois un raffinement supplémentaire est nécessaire
puisque gmvue(x, y) et donc Fo yvue(X, y) et Fs mvue(X,y, s, t)
dépendent de n (voir [5] pour plus de détails sur la maniére de
traiter cette difficulté.)
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Développement d’Edgeworth pour 7

Théoréme (4)
Supposons que opyye > 0.

@ La fonction Fo mvue (resp. Fs mvue) est C® au voisinage du
point E [X] (resp. E [Xs]),

Q Fomvue(E[X]) = 0 (resp. Fs mvue(E [Xs]) = 0),

Q E [|IX][°] < +oo (resp. E [||Xs][°] < +00)

Q La fonction caractéristique x de X (resp. xs de Xs) satisfait
la condition lim |y —+ SUP [x(t)| < 1 (resp.
I|m||tH_,+OO sup ‘Xs(t)‘ < 1)
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Théoréme (4 suite)
Alors

P|ViFumvue (X s3/k2) <x| = o(x)+
N2y 0 mvue(X)$(X) +

N~ Pa,e mvue(X)$(X) +
o) <n’3/2> : (3.7)
uniformément en x € R et ol p1 o mvue €t P2.o MvUE ONt €€

definis au Theoreme 3.1 et ou Ky 2 mvue, K31, MvuE, Ko2 mvue et
ks 1 mvue sont donnés par :
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Théoréme (4 suit

Kiomwe = Ki2MLE,
ksimvue = KaimLE,
d d
koo mvue = kKoo miE +2 Z Z bo b2 jfujj,
=1 j—1
Kaamvue = KaimLe,

etavecles by, 1 <i<d, etlesbyj, 1 <)< d, définis dans [5].
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Développements de Cornish-Fisher

Nous souhaitons obtenir les deux quantiles de niveau a pour
les deux estimateurs dont nous avons obtenu un
développement d’Edgeworth qui sont déterminés par :

WMLE — inf {x P {ﬁF,MLE (Y, sg/kz) < x} > a}
et

W(yVUE =inf {X P [ﬁFo,MVUE (Y, Sg/k2> < X} = a} .
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Notons z, le quantile de niveau « d’'une loi normale centrée
réduite. Les équations (3.6) et (3.7) permettent d’obtenir un
développement de w,, dans les quatre cas qui nous intéressent
en fonction de z, :

Wo = Zoa+N"V2D11 0 o(20) 407 " P21 0 0(Z0)+- - AN72D)1 0 o(Z0)+. ..
(4.1)

ou p11,o,o(x) = —pP ,o,o(X) et .
p21,o,o(x) - PL.,.(X)pq,.,.(X) - %Xp%.’.(X) - P2,.,o(X) Oou P4 0.0 et
P2.e.6 ONt été définis ci-dessus.
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Utilisation de techniques de bootstrap

La qualité d’intervalles de confiance obtenus par la méme
méthode n’est pas nécessairement semblable si nous utilisons
un intervalle de confiance unilatéral ou un bilatéral.

Les procédures de Mee et de Resnikoff permettent de
construire des intervalles de confiance bilatéraux.

Lobtention d’intervalles de confiance unilatéraux pour la
proportion de mesures conformes est la préocupation
principale dans le domaine de la validation de procédures
analytiques.
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Développements de Cornish-Fisher et bootstrap

Nous proposons des intervalles de confiance pour 7 de niveau
100(1 —a) % :

@ unilatéraux ou

Q bilatéraux.

Ces intervalles sont associés aux développements de
Cornish-Fisher des estimateurs 7 et 7.
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Développements de Cornish-Fisher et bootstrap

Théoreme

Les intervalles de confiance construits a I'aide du
développement de Cornish-Fisher obtenu pour 7@ ci-dessus et
d’une technique de bootstrap de type Student ou BC, sont
exacts a I'ordre deux.

Théoreme

Les intervalles de confiance construits a l'aide du
développement de Cornish-Fisher obtenu pour 7 ci-dessus et
d’une technique de bootstrap de type Student ou BC, sont
exacts a l'ordre deux.
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Conclusion et perspectives

Ce travail a permis d’établir les développements d’Edgeworth
de deux estimateurs d’une proportion de mesures.

Ces développements doivent maintenant étre testés sur des
données réelles provenant des secteurs d’applications évoqués
au début de cet exposé.

Nous étudions actuellement I'extension de ces résultats a des
plans d’échantillonage plus complexe : modeles emboités,
mixtes ainsi qu’a l'utilisation d’autres lois d’erreurs que la loi
normale.
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